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3.1 Einführung 

3. Optimierung: Linear in den Parametern 

Optimierungsproblem Einführungsbeispiel
Es soll eine Produktionshalle gebaut werden. Es wird eine Grundfläche von 250 m2 benötigt, um alle 
Fertigungsanlagen unterzubringen. Die Halle soll dabei eine rechteckige Grundfläche besitzen. Um die 
Kosten zu senken wird eine Hallenform gesucht, die möglichst kurze Außenwänden besitzt.
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• Bedingung: Fläche muss 250m2 
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3.1 Einführung 

3. Optimierung: Linear in den Parametern 

Optimierungsproblem Einführungsbeispiel
Beschreibung als math. Funktion?
• Bedingung: Fläche muss 250m2 

betragen:

• Berechnung der Wandlänge:
b

a
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Wie lässt sich das Optimum finden?

Für das Minimum einer Funktion gilt, dass die Ableitung der Funktion zu Null wird.
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3.1 Einführung 

3. Optimierung: Linear in den Parametern 

Optimierungsproblem Einführungsbeispiel
Neben dem Ersetzen des Parameters    durch                         lässt sich das Problem auch als 
2-dimensionales Optimierungsproblem mit einer Nebenbedingung formulieren.

Bei der Nebenbedingung handelt es sich um eine 
Gleichungsnebenbedingung. Das bedeutet, dass 
nur Punkte auf der roten Linie für das Optimierungs-
problem in Frage kommen.
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U(a, b) = 2 · a+ 2 · b
s. t. a · b = 250m2
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3.1 Einführung 

3. Optimierung: Linear in den Parametern 

Optimierungsproblem

Ein Optimierungsproblem beschreibt die Aufgabenstellung die beste Lösung für eine
definierte Problemstellung zu finden. Typischerweise wird die Problemstellung dabei in
Form einer mathematischen Funktion ausgedrückt. Das Ziel ist es ein Minimum oder
Maximum dieser Funktion zu bestimmen. Dabei wird zwischen lokalen, globalen und Rand-
optima unterschieden.

<latexit sha1_base64="M3ofkuzFN62R1cTeWWBRoup+/YY="></latexit>

I(✓) = ✓4 + 7 · ✓3 + 5 · ✓2 � 17 · ✓ + 3

Lokales Minima

Verlustfunktion
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Standartform Minimierung

Verlustfunktion
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3.1 Einführung 

3. Optimierung: Linear in den Parametern 

Optimalitätsbedingungen ohne Nebenbedingungen

• Annahme:          lässt sich zwei mal nach    differenzieren

à wird der Gradient von         genannt

à wird die Hessematrix von         genannt 

Notwendige Bedingung : 

• Gradient der Funktion wird zu Null

• Bei konvexen Problem auch hinreichende
Bedingung

Hinreichende Bedingung:

• Hessematrix ist positiv definit

• D. h. die Funktion ist lokal um 
das Optimum      konvex!

Problem   
min
✓2Rn

I(✓)

<latexit sha1_base64="8Aba783CYSaGBEFi6ZX55DGg7VE="></latexit>

1st order:

r2
✓I(✓

⇤) � 0

<latexit sha1_base64="KTGxcygpOc0mS/kCqCgS8nXBub0="></latexit>

2nd order:

1 2 3

r✓I(✓1) = 0

r2
✓I(✓1) � 0
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r2
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Optimierungsproblem mit Nebenbedingungen (NB)

Gibt es einen eingeschränkten Bereich in dem das Optimum gesucht werden soll, können
zusätzlich Nebenbedingungen eingeführt werden. Die Optimalitätskriterien sind nicht mehr
ausschließlich für die Bestimmung des Optimums verantwortlich. Die Nebenbedingungen
können den gültigen Bereich so einschränken, dass das globale Optimum nicht mehr im
gültigen Bereich liegt. Dadurch können 
zusätzliche Randoptima entstehen. Die 
mathematische Beschreibung wird um 
die NB ergänzt.

<latexit sha1_base64="M3ofkuzFN62R1cTeWWBRoup+/YY="></latexit>

I(✓) = ✓4 + 7 · ✓3 + 5 · ✓2 � 17 · ✓ + 3
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Maximum

Rand 
Minimum

3.1 Einführung 

3. Optimierung: Linear in den Parametern 

Standardform Minimierung

Verlustfunktion

Nebenbedingungen
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3.1 Einführung 

3. Optimierung: Linear in den Parametern 

Nebenbedingungen

Häufig unterliegt ein Optimierungsproblem Nebenbedingungen. Zum Beispiel darf eine
Stellgröße einen maximalen Werte nicht überschreiten oder die gesamt Anlagesumme ist
begrenzt. Nebenbedingungen lassen sich in zwei Klassen unterteilen.

Gleichungsnebenbedingungen ( = )
• Die Bedingung muss immer erfüllt sein 

• Alle gültigen Punkte liegen auf dieser NB

Praktisches Beispiel: Verpackungsvolumen

Ungleichungsnebenbedingungen (≥ )
• Die Bedingung darf nicht überschritten werden

• Gültige Punkte liegen auch auf dieser NB

Praktisches Beispiel: Verfügbares Tankvolumen 

(✓1 � 2)2 + (✓2 � 2)2 = 2

<latexit sha1_base64="ZntWgeVxkEKrs6mf4LznfPz/vgc="></latexit>

(✓1 � 2)2 + (✓2 � 2)2  2

<latexit sha1_base64="Kr/8fdcwbhoajSiKPBqM4ZJLWdc="></latexit>

Terminologie (uneinheitlich)
Gleichungsnebenbedingungen oder Gleichheitsnebenbedingungen
Ungleichungsnebenbedingungen oder Ungleichheitsnebenbedingungen
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3.1 Einführung 

3. Optimierung: Linear in den Parametern 

Konvexität 

Konvexität ist eine zentrale Eigenschaft von Optimierungsproblemen. Wenn ein Problem
konvex ist besitzt es nur ein Minimum. Demnach ist das lokale Minimum gleichzeitig das
globale Minimum. Konvexe Probleme lassen sich gut lösen und es existieren verschiedene
Lösungsmethoden. Allgemein ist eine Funktion konvex wenn für alle folgendes
gilt:

Ein konvexes Problem ist dadurch charakterisiert, dass die Verbindung zwischen zwei
beliebig wählbaren Punkten dieser Funktion ausschließlich oberhalb der Funktion selbst
verläuft.

konvex nicht konvex (konkave) nicht konvex
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3.1 Einführung 

3. Optimierung: Linear in den Parametern 

Optimierungsproblem

Optimierungsprobleme können je nach ihren Eigenschaften in unterschiedliche Klassen 
eingeordnet werden. Je nach Klasse eignen sich unterschiedliche Lösungsverfahren.

Problemklasse Verlustfunktion Gl. 
NB

Ungl. 
NB Mgl. Solver

Lin Linear Programm
(LP) Lin Lin Lin Simplex

Quad Quadratic Programm 
(QP) Quad Lin Lin Active Set / Interior

Point à KKT

Least Squares
(LS) Quad - - LS / RLS / LMS

Nonlin

Nonlinear Programm

Nonlinear ? ?

Siehe Kap. 5

Lin / quad Nonlinear

K
ap

ite
l 3

K
ap

ite
l 5



Prof. Dr.-Ing. 
Oliver Nelles

Seite 15
University

of Siegen

3.2 Lineare Probleme

3. Optimierung: Linear in den Parametern 

Problembeschreibung

Ein lineares Problem (LP) besteht aus einer linearen Verlustfunktion und linearen Neben-
bedingungen. Das Ziel ist es die Verlustfunktion unter Einhaltung der Nebenbedingungen zu
minimieren.

ist der Parametervektor der optimal gewählt werden soll und die Linearkombination in
der die Parameter zusammengerechnet werden.

und beschreiben die Linearkombinationen der Parameter in den Nebenbedingungen.
und beschreiben die Grenzen die von den Linearkombinationen eingehalten werden

müssen.

Für die Lösung eines solchen Problems existiert keine direktes analytisches
Lösungsverfahren. Deswegen werden zur Lösung verschiedene Suchverfahren eingesetzt.

Gleichungsnebenbedingungen

Ungleichungsnebenbedingungen

Verlustfunktion
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3.2 Lineare Probleme

3. Optimierung: Linear in den Parametern 

Beispiel

Im Beispiel wird ein lineare Verlustfunktion mit
Ungleichungsnebenbedingungen betrachtet. Das Minimum
einer solchen Funktion liegt immer auf einer Ecke des
zulässigen Raums, der durch die Nebenbedingungen
begrenzt wird.

Problem   
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Das Problem lässt sich in die Standartform bringen:

Verlustfunktion

Nebenbedingungen

Lösungsverfahren: z.B. Simplex Algorithmus (Operations Research)
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3.2 Lineare Probleme

3. Optimierung: Linear in den Parametern 

Wirtschaftliche Bedeutung von LPs

• LPs werden z.B. gebraucht zur Optimierung von Fahrplänen oder ähnlichen logischen 
Aufgaben. Sie werden auf dem Gebiet des Operations Research behandelt. 

• Z.B. bei Airlines oder dem Fahrplan der Bahn ergeben sich sich LPs mit

1. Milliarden von Variablen

2. Milliarden von Nebenbedingungen

3. enormen wirtschaftlichen Implikationen bzgl. Zeit und Treibstoffkosten u.ä.

• 1983 schaffte Narendra K. Karmarker einen Durchbruch mit Interior-Point-Methoden, 
die den bis dahin üblichen Simplex-Algorithmus um Größenordnungen outperformen. 

• Damit war es erstmal möglich, riesige LPs überhaupt (in der zur Verfügung stehenden 
Zeit) lösen zu können. 

• Wegen seiner wirtschaftlichen Bedeutung schaffte es dieser Durchbruch ins 
Wall Street Journal, New York Times, Time Magazine. 

• Quelle: https://vanderbei.princeton.edu/307/lectures/lec17_show.pdf
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3.2 Lineare Probleme

3. Optimierung: Linear in den Parametern 
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3.2 Lineare Probleme

3. Optimierung: Linear in den Parametern 
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3.2 Lineare Probleme

3. Optimierung: Linear in den Parametern 
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Dieses Problem ist konvex wenn die Matrix positiv definit ist.
Es wird als Quadratic Programm QP bezeichnet. Der Sonderfall
ohne Nebenbedingungen wird als Least Squares LS Problem
bezeichnet.
Probleme dieser Klasse sind gut verstanden und es existieren
verschiedene Lösungsmethoden:

3.3 Quadratische Probleme

3. Optimierung: Linear in den Parametern 

Problembeschreibung

Ein Quadratisches Problem ist die Erweiterung eines linearen Problems um einen
quadratischen Anteil in der Verlustfunktion. Nebenbedingung sind weiterhin nur linear
möglich.
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Globales Minimum
Minimum mit NB
NB

aktive NB

inaktive NB

• Gradientenverfahren
• Interior-Point Methoden
• Active-Set Methoden

Gleichungsnebenbedingungen

Ungleichungsnebenbedingungen

Verlustfunktion
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Least Squares 

Least Squares (LS, engl. für Methode der kleinsten Quadrate) ist ein Sonderfall eines
Quadratischen Problems ohne Nebenbedingungen.

Erinnerung: Die Matrix ist positiv definit.

Für dieses Problem gibt es eine geschlossene Lösung:

1st order Optimalitätsbedingung 
(notwendig + hinreichend da konvex):

3.3 Quadratische Probleme

3. Optimierung: Linear in den Parametern 
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konvexes Problem: 

da      symmetrisch:



Prof. Dr.-Ing. 
Oliver Nelles

Seite 23
University

of Siegen

Least Squares 

Einschub: Symmetrie in quadratischen Matrix-Formen

• Die Matrix einer quadratischen Funktion kann immer in eine
symmetrische Matrix umgeformt werden

• Die resultierende Funktion ist identisch zu der ursprünglichen Funktion

• Aus diesem Grund sollte jede quadratische Matrix-Form mittels einer symmetrischen
Matrix formuliert werden

Einschub: Quadratisch symmetrische Matrizen

• Alle Matrizen der Form mit vollem Rang sind symmetrisch und positiv definit

3.3 Quadratische Probleme

3. Optimierung: Linear in den Parametern 

⇥
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3.3 Quadratische Probleme

3. Optimierung: Linear in den Parametern 

Least Squares

Eine typische Anwendung des LS-Verfahrens ist die lineare Regression. Dabei wird ein
Model gesucht, dass das Verhalten von gemessenen Punkten beschreibt. Beim LS-Verfahren
wird dafür die quadratische Abweichung des Modells von den Messpunkten als
Verlustfunktion gewählt. Ist das Modell linear in den Parametern dann lässt es sich
in Matrix Schreibweise wie folgt formulieren:

Durch Umformen der Gleichung:

Dass führt zur bekannten Lösung:

min
✓

1
2

NX

i=1

(y(i)� f(x(i), ✓)| {z }
e(i)

)2 = min
✓

1
2 ||y � f(x, ✓)||2 = min

✓

1
2 (y �X ✓)T (y �X ✓)
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Least Squares

Ansatz: Lineare Funktion 

Aufbau der Regressionsmatrix und des 
Ausgangsvektors:

3.3 Quadratische Probleme

3. Optimierung: Linear in den Parametern 

Berechnung der optimalen Parameter:
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Least Squares – Regularisierung
Bei bestimmten Problemen kann es vorkommen, dass die Hessematrix der quadratischen Verlust-
funktion schlecht konditioniert ist. Ein möglicher Grund ist z.B. eine schlechte Anregung des Prozesses.
Um in diesem Fall trotzdem eine geringe Parametervarianz der Schätzung zu erzeugen, kann
Regularisierung genutzt werden. Regularisierung ist ein statistisches Verfahren, das die Varianz
reduziert und als Preis dafür einen Bias in Kauf nimmt. Realisiert wird es über eine Ergänzung der
normalen Kostenfunktion um eine Bestrafung der Parameter. Typischerweise wird die Summe der
quadrierten Parameterwerte verwendet. Durch diese Wahl ist es weiterhin möglich das Problem
analytisch zu lösen. Das Verfahren wird als Ridge-Regression bezeichnet. Für eine lineare Regression
ergibt sich:

Dieses Optimierungsproblem mit Strafterm ohne Nebenbedingungen ist äquivalent zu dem folgenden 
Optimierungsproblem ohne Strafterm aber mit Nebenbedingung:

Mit dem Hyperparameter    wird die Regularisierungsstärke bestimmt. Es gibt einen direkten 1:1
Zusammenhang zwischen     und dem Grenzwert   . 

3.3 Quadratische Probleme

3. Optimierung: Linear in den Parametern 
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Least Squares – Regularisierung
Die Regularisierung sorgt bei der Schätzung der Parameter dafür, dass vor allem die Parameter genutzt
werden, die einen signifikanten Einfluss haben. Bei Parametern ohne signifikanten Einfluss überwiegt
der Bestrafungsterm und sie werden nicht bzw. wenig für die Optimierung genutzt.

Dies wird auch bei der Darstellung des äquivalenten Problems (Optimierungsproblems mit 
Nebenbedingung) deutlich

• Parameter      hat einen deutlich geringeren Einfluss auf 
das Optimierungsproblem als Parameter 

• Durch die Regularisierung wird hauptsächlich     
für die Lösung genutzt,      wird sehr klein

Für die Lösung des regularisierten Optimierungsproblems muss die 
Hessematrix des unregularisierten Problems modifiziert werden:

3.3 Quadratische Probleme

3. Optimierung: Linear in den Parametern 

mit



Prof. Dr.-Ing. 
Oliver Nelles

Seite 28
University

of Siegen

3.3 Quadratische Probleme

3. Optimierung: Linear in den Parametern 

Quadratic Programm QP 

Mit Nebenbedingungen ist eine geschlossene Lösung des
Optimierungsproblems nur dann möglich, wenn ausschließlich
Lineare Gleichungsnebenbedingungen (GNB) existieren. Entweder können lineare
Gleichungsnebenbedingungen direkt in die Kostenfunktion eingesetzt werden oder das
Problem lässt sich umformulieren und mit den KKT–Bedingungen (siehe Kapitel 5) lösen.

Existieren neben Gleichungsnebenbedingungen auch Ungleichungsnebenbedingungen (UNB)
existiert keine geschlossene Lösung des Optimierungsproblems. Allerdings lässt sich auch
dieses Problem gut lösen. Zur Lösung existieren verschiedene Strategien.

• Active Set Methoden (genauere Erklärung nächste Folie)
• Interior Point Methoden (Innere-Punkte-Verfahren)

Die Interior Point Methoden sorgen durch Penalty-Funktionen dafür, dass bei der iterativen
Minimumsuche nur Punkte innerhalb des gültigen Bereichs geprüft werden.

Für beide Strategien gibt es verschiedene Solver die standardmäßig in vielen Software-
Optimierungspaketen enthalten sind. In Matlab lässt sich so ein Problem zum Beispiel mit
dem quadprog Befehl lösen.

Problem   

GNB

UNB
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3.3 Quadratische Probleme

3. Optimierung: Linear in den Parametern 

Quadratic Programm QP 
Die Active-Set-Methoden funktionieren alle nach dem selben Grund-
prinzip. Das Ziel dieser Verfahren ist es, zwischen aktiven und inaktiven 
UNBs zu unterscheiden. Durch diese Unterscheidung ist es möglich, 
die aktiven UNBs als GNBs zu bearbeiten und die inaktiven UNBs bei der Berechnung des Optimierungs-
problems nicht berücksichtigen zu müssen. Es ergibt sich ein Optimierungsproblem, dass aus-schließlich 
durch GNBs beschränkt wird und damit analytisch lösbar ist. 
Zu Beginn der Optimierung ist allerdings unklar welche UNBs aktiv und welche inaktiv sind. Durch 
geschicktes Ausprobieren versuchen die Active-Set-Methoden das benötigte Set an aktiven UNBs          
herauszufinden. Dabei wird meist iterativ vorgegangen, bis das gesuchte Set gefunden ist.

Grundprinzip: Active-Set-Methoden  

Problem   

Start
Wahl eines initialen 
Active Sets:

Optimierung
mit aktuellem 
Active Set        .
Aktive UNB 
werden als GNB 
betrachtet.

Prüfen 
ob alle NB 
erfüllt sind 

Prüfen 
ob Illiminierung
aktiver UNB zu 

Verbesserung führt

✓⇤i

<latexit sha1_base64="35RK8gJ1nglfmsALUJokYxrpO94="></latexit>

Hinzufügen
der verletzen UNB 
zum Active Set

Entfernen
der UNB aus dem 
Active Set

Ende
Optimaler Punkt mit 
zugehörigem Active
Set gefunden

GNB

UNB
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3.3 Quadratische Probleme

3. Optimierung: Linear in den Parametern 

Quadratic Programm QP – Anwendungsbeispiel

Ein einfaches Beispiel für ein QP mit Nebenbedingungen ist das Einschränken des möglichen 
Parameterraumes für einen Parameter. 

Vorbereitung: Umformen in Standard-Form

Verlustfunktion:

Nebenbedingungen:

Optimierungsproblem:

UNB1
UNB2

UNB1
UNB2

✓1  2

<latexit sha1_base64="FKK3Zekomu2tTLIhyLeBYUyLonY="></latexit>

✓1 � 0.5

<latexit sha1_base64="bj2eUSXbiwyI757NSeX6wYgUMz8="></latexit>

✓1 � 2  0

�✓1 + 0.5  0
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3.3 Quadratische Probleme

3. Optimierung: Linear in den Parametern 

Quadratic Programm QP – Anwendungsbeispiel

Die UNBs beziehen sich in diesem Beispiel ausschließlich auf     .
Daher kann der Parameter     in der Verlustfunktion eliminiert 
werden, wenn ein fester Wert vorgegeben wird. 

Für die allgemeine GNB              gilt: 

Damit ergibt sich in Abhängigkeit der Konstante    der optimale Parameter          :

In diesem Sonderfall ist der optimale Parameter      unabhängig von    .

Wieso ist das so in diesem Beispiel? Ursache?

UNB1
UNB2

✓1

<latexit sha1_base64="uJmxa77XTJAwxGbKyVN5zsnVYXk="></latexit>

✓1

<latexit sha1_base64="uJmxa77XTJAwxGbKyVN5zsnVYXk="></latexit>

✓1 = a

<latexit sha1_base64="A8HGmGSzgmTeVW7r4Wk1htKbyFQ="></latexit>

2(✓1 � 3)2 + 3(✓2 � 2)2 = 2(a� 3)2 + 3(✓2 � 2)2

= 3✓22 � 12✓2 + 2a2 � 12a+ 30

=
1

2
✓2 6|{z}

h̃

✓2 + (�12)| {z }
g̃

✓2 + 2a2 � 12a+ 30| {z }
c̃

<latexit sha1_base64="SlVOgwHIrELIXzLhD40udisxAKg=">AAAFrnicpVLLbtNAFL0xBNrwaAtLNiOiVqmiVLZTChukSjzUDVKRkrZSnURje+JYcezIdgLF8p/xI2zZwiew4MzESdNH6AJb9syce+65517bHgd+kur6j5J27375wcO19cqjx0+ebmxuPTtJoknsiLYTBVF8ZvNEBH4o2qmfBuJsHAs+sgNxag/fyfjpVMSJH4Wt9GIsOiPuhX7fd3gKqLeltc2alQ5EyntGo7nbNVmdNdkcMh </latexit>

a

<latexit sha1_base64="05SXwQti4M1YrDB5Bal+B/llsvQ="></latexit>

✓⇤2(a)

<latexit sha1_base64="JlM6xZJVyBwGL/9X3CG4elYQHNg="></latexit>

✓⇤2(a) = �h̃�1g̃ = �1

6
· (�12) = 2

<latexit sha1_base64="F9YpYc6K7btikL5BS5CGsKYx5ps=">AAADoXichVJLb9NAEJ7UPNrwaApHLhYWUkBKZFsFeqlUiYfoASmgpq2UpNHa3jhW/JK9CSqWfxO/hgMX+CMc+HbiVIIKda31zH4z881j18vjqFS2/aO1Zdy6fefu9k773v0HD3c7e49Oy2xZ+HLoZ3FWnHuilHGUyqGKVCzP80KKxIvlmbd4o+1nK1mUUZaeqMtcThIRptEs8oUCNO0cj9VcKjF1L150xXPz0OyZYxXFgazm9U XVc+rNMay1cTwrhF85dfUKBj/IlNntOa6Oc6cdy+7bvMzritMoFjVrkO21TBpTQBn5tKSEJKWkoMckqMQ3IodsyoFNqAJWQIvYLqmmNmKX8JLwEEAX+Ic4jRo0xVlzlhztI0uMXSDSpGfY75nRg7fOKqGXkL+xvzIW/jdDxcy6wktID4w7zPgRuKI5PG6KTBrPTS03R+quFM3ogLuJUF/OiO7Tv+J5C0sBbMEWk96xZwgOj88rTCCFHKICPeUNg8kdB5CCpWSWtGEU4Csg9fR1PW1866oz+EaoSt+KYLvmL2HTHQac08OUTDrhaevKdIdrdklf+F4S9tZ5K9hWwHVH+vYnjCyvaoq5Hz1HC9aaarw5598Xdl05dfvOfv/lp33ryG1e3zY9oafUBctrOqIPNMBMfPpG3+kn/TIs49gYGJ/XrlutJuYx/bWM0R+/77+P</latexit>

✓⇤2

<latexit sha1_base64="tt+X3kpqdA2s3QSmUVqc8QhXUy0="></latexit>

a

<latexit sha1_base64="05SXwQti4M1YrDB5Bal+B/llsvQ="></latexit>
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3.3 Quadratische Probleme

3. Optimierung: Linear in den Parametern 

Quadratic Programm QP – Anwendungsbeispiel

Möglichkeit 1: keine UNB ist aktiv

Prüfen der NB

Möglichkeit 2: UNB1 ist aktiv

Prüfen der NB

Problem   


1 0
�1 0

� 
3
2

�
�


2
�0.5

�
=


1

�2.5

�
 0

<latexit sha1_base64="guTog3ovCKTqkpx+dOTkENqcAhQ="></latexit>

Nicht erfüllt 

Erfüllt

1 0
�1 0

� 
2
2

�
�


2
�0.5

�
=


0

�1.5

�
 0

<latexit sha1_base64="sH5KgBXYdXzAk4/L6GZrckuzWns="></latexit>

✓⇤2(a) = �h̃�1g̃ = �1

6
· (�12) = 2

<latexit sha1_base64="F9YpYc6K7btikL5BS5CGsKYx5ps=">AAADoXichVJLb9NAEJ7UPNrwaApHLhYWUkBKZFsFeqlUiYfoASmgpq2UpNHa3jhW/JK9CSqWfxO/hgMX+CMc+HbiVIIKda31zH4z881j18vjqFS2/aO1Zdy6fefu9k773v0HD3c7e49Oy2xZ+HLoZ3FWnHuilHGUyqGKVCzP80KKxIvlmbd4o+1nK1mUUZaeqMtcThIRptEs8oUCNO0cj9VcKjF1L150xXPz0OyZYxXFgazm9U XVc+rNMay1cTwrhF85dfUKBj/IlNntOa6Oc6cdy+7bvMzritMoFjVrkO21TBpTQBn5tKSEJKWkoMckqMQ3IodsyoFNqAJWQIvYLqmmNmKX8JLwEEAX+Ic4jRo0xVlzlhztI0uMXSDSpGfY75nRg7fOKqGXkL+xvzIW/jdDxcy6wktID4w7zPgRuKI5PG6KTBrPTS03R+quFM3ogLuJUF/OiO7Tv+J5C0sBbMEWk96xZwgOj88rTCCFHKICPeUNg8kdB5CCpWSWtGEU4Csg9fR1PW1866oz+EaoSt+KYLvmL2HTHQac08OUTDrhaevKdIdrdklf+F4S9tZ5K9hWwHVH+vYnjCyvaoq5Hz1HC9aaarw5598Xdl05dfvOfv/lp33ryG1e3zY9oafUBctrOqIPNMBMfPpG3+kn/TIs49gYGJ/XrlutJuYx/bWM0R+/77+P</latexit>
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3.3 Quadratische Probleme

3. Optimierung: Linear in den Parametern 

Quadratic Programm QP – Anwendungsbeispiel

Möglichkeit 3: NB2 ist aktiv

Prüfen der NB

Möglichkeit 4: NB1 und NB2 sind aktiv

Nicht möglich da sich NB1 und NB2, wenn sie als Gleichungsnebenbedingungen betrachtet
werden, gegenseitig ausschließen.

à Beste Lösung die alle NB erfüllt ist Möglichkeit 2 (NB1 ist aktiv)

Problem   

Erfüllt

1 0
�1 0

� 
0.5
2

�
�


2

�0.5

�
=


�1.5
0

�
 0

<latexit sha1_base64="k2f7tddnRA2TGQEQ+dqRVS/x0U0="></latexit>

) ✓⇤1 = 0.5

<latexit sha1_base64="ptXm6ksBgM20CnkJ0h8xVdmoncI="></latexit>

✓⇤2(a) = �h̃�1g̃ = �1

6
· (�12) = 2

<latexit sha1_base64="F9YpYc6K7btikL5BS5CGsKYx5ps=">AAADoXichVJLb9NAEJ7UPNrwaApHLhYWUkBKZFsFeqlUiYfoASmgpq2UpNHa3jhW/JK9CSqWfxO/hgMX+CMc+HbiVIIKda31zH4z881j18vjqFS2/aO1Zdy6fefu9k773v0HD3c7e49Oy2xZ+HLoZ3FWnHuilHGUyqGKVCzP80KKxIvlmbd4o+1nK1mUUZaeqMtcThIRptEs8oUCNO0cj9VcKjF1L150xXPz0OyZYxXFgazm9U XVc+rNMay1cTwrhF85dfUKBj/IlNntOa6Oc6cdy+7bvMzritMoFjVrkO21TBpTQBn5tKSEJKWkoMckqMQ3IodsyoFNqAJWQIvYLqmmNmKX8JLwEEAX+Ic4jRo0xVlzlhztI0uMXSDSpGfY75nRg7fOKqGXkL+xvzIW/jdDxcy6wktID4w7zPgRuKI5PG6KTBrPTS03R+quFM3ogLuJUF/OiO7Tv+J5C0sBbMEWk96xZwgOj88rTCCFHKICPeUNg8kdB5CCpWSWtGEU4Csg9fR1PW1866oz+EaoSt+KYLvmL2HTHQac08OUTDrhaevKdIdrdklf+F4S9tZ5K9hWwHVH+vYnjCyvaoq5Hz1HC9aaarw5598Xdl05dfvOfv/lp33ryG1e3zY9oafUBctrOqIPNMBMfPpG3+kn/TIs49gYGJ/XrlutJuYx/bWM0R+/77+P</latexit>
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4. Prädiktive Regelung
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4.1 Einführung 

4. Prädiktive Regelung

Reglersynthese

• PID-Regler mit Standard-Einstellungen

• Fuzzy-Regler

• PID-Regler mit Einstellregeln (z.B. Ziegler-Nichols)

• Optimierung der Reglerparameter

(Geg.: Reglerstruktur, z.B. PID)

• Polvorgabe 𝑁 𝑠

- Ein-/Ausgangsdarstellung

- Zustandsraum

• Kompensationsregler " #
$ #

• Internal Model Control

• Prädiktive Regler

V
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n
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Kein Modell

Expertenwissen (Qualitativ)

Primitiv Model (Approx.)

Modell
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4.1 Einführung 

4. Prädiktive Regelung

Geschichte der prädiktiven Regelung
1960er: Erste theoretische Grundlagen zur Prädiktiven Regelung: Gleitender Horizont

“... One technique for obtaining a feedback controller synthesis from knowledge of open-loop 
controllers is to measure the current control process state and then compute very rapidly for
the open-loop control function. The first portion of this function is then used during a short

time interval, after which a new measurement of the function is computed for this new
measurement. The procedure is then repeated. ...” 

Lee, E.B. und Markus, L. (1967).“Foundations of optimal control theory“. New York: Wiley.

1970er: 1. Generation der Prädiktiven Regelung (Ohne Nebenbedingungen)

1973: DMC: entwickelt von Ingenieuren von Shell Oil

1976: IDCOM: von Richalet et al.
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4.1 Einführung 

4. Prädiktive Regelung

Geschichte der prädiktiven Regelung
Anfang 1980er: 2. Generation der Prädiktiven Regelung mit Nebenbedingungen

1983: QDMC: Weiterentwicklung der DMC von Shell Oil

Ende 1980er: 3. Generation der Prädiktiven Regelung mit Nebenbedingungen

1988: IDCOM-M: SETPOINT Inc.:

Weiterentwicklung von IDCOM durch Priorisierung von Nebenbedingungen

SMOC: Shell Oil

Mitte 1990er: 4. Generation der Prädiktiven Regelung (Grafische Oberfläche)

1995: DMC-Plus: Honeywell Hi-Spec

1996: RMPCT: Aspen Tech

- Erste Grafische Oberflächen und Einführung einer Regler-Hierarchie
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4.1 Einführung 

4. Prädiktive Regelung

Automatisierungspyramide
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4.1 Einführung 

4. Prädiktive Regelung

Beispiele

• Petrochemischen und chemischen Anlagen,

• Lebensmittelverarbeitung,

• Autoindustrie,

• Steuerung von chemischen Rohrreaktoren,

• Normalisierung des Blutzuckerspiegels von kritisch kranken Patienten,

• Stromrichtern,

• Steuerung von stromerzeugenden Drachen bei wechselnden Windverhältnissen,

• mechatronischen Systemen (z. B. mobilen Robotern),

• Stromerzeugung,

• Luft- und Raumfahrt,

• HLK-Systemen (Gebäudesteuerung)
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4.1 Einführung 

4. Prädiktive Regelung

Konzept prädiktive Regelung

Die modellprädiktive Regelung wird im Englischen oft mit MPC (model predictive control) 
abgekürzt. Der prädiktive Regler beobachtet und speichert alle Prozessvariablen (Stell- und 
Regelgrößen, messbare Störgrößen). Im Anschluss nutzt der Regler ein Modell der 
Prozessdynamik, um den zukünftigen Verlauf der der Regelgrößen vorherzusagen 
(„prädizieren“). Dies unterscheidet die prädiktive Regelung von klassischen, da er durch das 
Modell ein Stückweit „in die Zukunft schauen“ kann. 

Er berechnet, wohin sich die Regelgrößen bewegen werden, wenn der Regler nicht eingreift 
(free response). Darüber hinaus kann der Regler auch „ausprobieren" (simulieren), wie sich 
zukünftige Änderungen der Stellgrößen auf die Regelgrößen auswirken (forced response).
Mit Hilfe eines Optimierungsverfahrens
wird die beste Stellstrategie ausgewählt.

𝑤: Führungsgröße
𝑢: Stellgröße
𝑦: Regelgröße
𝑧: Störgröße

Process
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4.1 Einführung 

4. Prädiktive Regelung

Notwendige Bestandteile einer prädiktive Regelung

• Modell (je genauer desto besser)

• Optimierer (ohne Nebenbedingungen existiert auch analytische Lösung)

Optionale Bestandteile einer prädiktive Regelung

• Störübertragungsfunktion: Einbezug der Störgröße

• Zukünftiger Verlauf der Führungsgröße

• Nebenbedingungen: z.B. Limits in der Stellgröße



Prof. Dr.-Ing. 
Oliver Nelles

Seite 43
University

of Siegen

4.1 Einführung 

4. Prädiktive Regelung

Prädiktionshorizont 𝑁!

𝛼! = 0°

𝛼! > 0°

𝛼! ≙ Lenkwinkel zu Beginn der Prädiktion

Beispiel PKW

Prädiktion 

Die Prädiktion beschreibt die Vorhersage des zukünftigen Verlaufes der Regelgröße 𝑦. Man 
spricht dabei von der „freien Systemantwort“, da für die Prädiktion angenommen wird, dass 
die vorhandenen Stellgrößen 𝑢 auf ihrem aktuellen Wert beruhen. Die Berechnung basiert auf 
folgender Grundlage:

• Auswertung eines dynamischen Prozessmodells bis zum Prädiktionshorizont 𝑁%
(prediction horizon) mit den aktuell eingestellten Stellgrößen 𝑢(𝑘)

• Nutzung der für das Prozessmodell nötigen vergangenen,
gemessenen Regel- und Stellgrößen (+ ggf. Störgrößen)
𝑢 𝑘 − 1)…𝑢(𝑘 − 𝑛& , 𝑦 𝑘 − 1 …𝑦 𝑘 − 𝑛! ,
𝑧 𝑘 − 1 …𝑧 𝑘 − 𝑛'
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Beispiel PKW: Spurwechsel

𝜆& < 𝜆!

4.1 Einführung 

4. Prädiktive Regelung

Dynamische Optimierung 

Die dynamische Optimierung löst ein Optimierungsproblem in welchem der prädizierte
Regelfehler 𝑒 minimiert werden soll. Als zu optimierende Größen werden die zukünftigen
Stellgrößenänderungen bis zum Stellhorizont (control horizon) 𝑁( genutzt. Typischerweise
wird die Stellgrößenänderung Δ𝑢 selbst auch in der Kostenfunktion berücksichtigt, um zu
großen Stelleingriffen entgegenzuwirken.

𝐼 = Regelfehler + 𝜆 A Stellgrößenaufwand

Prädiktionshorizont 𝑁!

Sollgröße

Freie Systemantwort

𝜆
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4.1 Einführung 

4. Prädiktive Regelung

Prinzip des gleitenden Horizontes (Receding Horizon Strategy)

Der gleitende Horizont beschreibt das iterative Verfahren des MPC-Reglers. Nachdem die
berechnete Stellgröße für einen Zeitschritt gehalten wird, startet die dynamische Optimierung
erneut. Dabei verschieben sich die Berechnungshorizonte um einen Zeitschritt in die Zukunft.
D.h. die Optimierung minimiert folgende Verlustfunktion:

min
( )*& …(()*$'-&*&)

𝐼 =L
/0&

$(

𝑒 𝑘 + 𝑖 + 1|𝑘 + 1 ! + 𝜆 L
/01

$'-&

Δ𝑢 𝑘 + 𝑖 + 1 !

Prädiktionshorizont 𝑁!

Sollgröße

𝑘 = 1 𝑘 = 2

Prädiktionshorizont 𝑁!

Sollgröße

𝑘 = 3

Prädiktionshorizont 𝑁!

Sollgröße

Beispiel PKW: Spurwechsel

<latexit sha1_base64="sKG/PKM2gi2ejbByjyTq20XzJq8="></latexit>

k  k + 1
<latexit sha1_base64="sKG/PKM2gi2ejbByjyTq20XzJq8="></latexit>

k  k + 1
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4.1 Einführung 

4. Prädiktive Regelung

Korrektur der Vorhersage

Das bisher erklärte Prinzip ist eine Optimalsteuerung. Charakteristisch für eine Regelung ist
Rückkopplung einer oder mehrerer gemessener Größen. Dies wird im MPC-Regler durch die
Korrektur der Vorhersage umgesetzt. In jeder Iteration wird die Optimierung aus einem
Anfangszustand heraus gestartet. Dabei kann der prädizierte Anfangszustand aus dem
vorherigen Zeitschritt Abweichungen zum tatsächlichen Zustand aufweisen (z.B.
Modellfehler, Störung). Um dies bei der Regelung zu berücksichtigen, wird eine Korrektur
der Vorhersage vorgenommen.

Sollgröße

Beispiel PKW: Spurwechsel
Prädiktion 𝑘 = 1

Korrektur

𝑘 = 1 𝑘 = 2 𝑘 = 3

Prädiktion 𝑘 = 2

Prädiktion 𝑘 = 3

Korrektur

Prozess

Modell
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4.1 Einführung 

4. Prädiktive Regelung

Grundprinzip der prädiktiven Regelung

Zuerst wird prädiziert, wie der Prozess reagiert, falls kein Stelleingriff vorgenommen wird 
(Freie Systemantwort, free response).

Zeit
k≠ 3 k≠ 2 k≠ 1 k+1 k+2 k+3 k+4 k+5 k+6 k+7 k+8 k+9 k+10 k+11k

Führungsgröße

freie Systemantwort

vergangene
Stellgrößen

vergangene
Regelgrößen

Vergangenheit Zukunft

Nu

Np
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4.1 Einführung 

4. Prädiktive Regelung

Grundprinzip der prädiktiven Regelung

Nun wird eine optimale Stellgrößenfolge bestimmt. Diese bewirkt die erzwungene 
Systemantwort (forced response).

Zeit
k≠ 3 k≠ 2 k≠ 1 k+1 k+2 k+3 k+4 k+5 k+6 k+7 k+8 k+9 k+10 k+11k

Führungsgröße

freie Systemantwort

optimale Stellgrößenfolge

erzwungene Systemantwort

vergangene
Stellgrößen

vergangene
Regelgrößen

Vergangenheit Zukunft

Nu

Np



Prof. Dr.-Ing. 
Oliver Nelles

Seite 49
University

of Siegen

4.1 Einführung 

4. Prädiktive Regelung

Grundprinzip der prädiktiven Regelung

Im Anschluss gleitet der Horizont von Zeitschritt 𝑘 auf 𝑘 + 1.

Zeit
k≠ 3 k≠ 2 k≠ 1 k+1 k+2 k+3 k+4 k+5 k+6 k+7 k+8 k+9 k+10 k+11k

Führungsgröße

freie Systemantwort

optimale Stellgrößenfolge

erzwungene Systemantwort

vergangene
Stellgrößen

vergangene
Regelgrößen

Vergangenheit Zukunft

Nu

Np
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4.1 Einführung 

4. Prädiktive Regelung

Korrektur der Vorhersage – Schließen des Regelkreises

Die Regelgröße wird mit Hilfe des aktuellen Messwerts für die Regelgröße 𝑦(𝑘) korrigiert. 
Dabei wird der Prädiktionsfehler zum Zeitpunkt 𝑘 durch bestimmt. Dieser 
Fehler wird in jedem Prädiktionszeitpunkt auf die prädizierte Regelgröße addiert, um diese zu 
korrigieren. 

<latexit sha1_base64="yqH1+ZWW/YolxEIb+xQTroL0TvA="></latexit>

y(k)� ŷ(k|k � 1)

time

y

k≠ 3 k≠ 2 k≠ 1 k+1 k+2 k+3 k+4 k+5k

unkorrigierte Regelgröße

Vergangenheit Zukunft

prädizierte Regelgröße

gemessene Regelgröße korrigierte Regelgröße

Korrektur

Zeit
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4.1 Einführung 

4. Prädiktive Regelung

Prädiktion vs. Simulation

Bei der Simulation werden lediglich die Stellgrößen bzw. die prädizierten Regelgrößen 
genutzt. Im Gegensatz hierzu, werden bei der Ein-Schritt Prädiktion die gemessenen
Regelgrößen genutzt. Im Fall der Prädiktion muss keine Korrektur der Vorhersage 
durchgeführt werden.

Process

Model

Model

z≠1

z≠1

u(k) y(k)

ŷ(k)

ŷ(k|k ≠ 1)

u(k)

u(k)

Simulation

1-Step
Predictiony(k ≠ 1)

ŷ(k ≠ 1)
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4.1 Einführung 

4. Prädiktive Regelung

Prädiktiver Regler: Analogie Auto

Die Strategie der prädiktiven Regelung kann mit Autofahren verglichen werden. Der Fahrer
kennt die gewünschte Referenztrajektorie für einen endlichen Kontroll-/Prädiktionshorizont
und entscheidet unter Berücksichtigung der Fahrzeugeigenschaften (Modell des Fahrzeugs),
welche Steuerungsmaßnahmen (Beschleunigen, Bremsen, Lenken) zu ergreifen sind, um der
gewünschten Trajektorie zu folgen. Dieses Vorgehen wird für die nächste
Steuerungsentscheidung wiederholt, und zwar mit einem gleitenden Horizont.

Bei der Verwendung klassischer Steuerungs- oder Regelungsverfahren wie PID-Reglern
werden die Regelungsmaßnahmen nur auf der Grundlage vergangener oder dem derzeitigen
Regelfehler getroffen. Zukünftige Größen werden nicht betrachtet.

<latexit sha1_base64="ku+iEKuJU8Ed+DxJXzSQg66R9bc="></latexit>

Np

<latexit sha1_base64="U0Y7GyREWaC6JsJo5J418MuptlA="></latexit>

k � 1
<latexit sha1_base64="4S6K76RnBIxS7JyWc/6jRdq1Cc4="></latexit>

k � 2
<latexit sha1_base64="STixeu47nLmfADjESBScMmHz/cQ="></latexit>

k
<latexit sha1_base64="OLAUgnz0qiQ78RuEi/3tCGTChrc="></latexit>

k +Np
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4.1 Einführung 

4. Prädiktive Regelung

Sollwertverlauf

• Wenn die Entwicklung des Sollwerts a priori bekannt ist, kann das System reagieren, 
bevor die Änderung tatsächlich stattgefunden hat (z. B. in der Robotik, bei Servoantrieben
oder Batch-Prozessen)

• Der Sollwert kann dabei auch gefiltert werden, damit glattere Regelgrößenverläufe erzielt 
werden können (z.B. Verzögerungsglied erster Ordnung):

Der Sollwertverlauf muss aber nicht zwingend bekannt sein:

• Für den Sollwert kann ebenfalls angenommen werden, dass dieser konstant bleibt oder
man extrapoliert diesen (z.B. linear)

à Dadurch können prädiktive Regler auch bei
nicht a priori bekannten Sollwertverläufen
angewandt werden

<latexit sha1_base64="8IKB2vgwN10KTT9Jz7HcijAQLQY="></latexit>

w̃j(k + i) = ↵w̃j(k + i� 1) + (1� ↵)w(k + i)

<latexit sha1_base64="Ib4U5S74NsDc4VB+Bt4yWWcoN7I="></latexit>

w̃1(k) <latexit sha1_base64="Afmwgbyc72um62u8xlQKLjV1pmo="></latexit>

w̃2(k)
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4.1 Einführung 
Ablauf der prädiktiven Regelung

Pseudo-Code:

for k=1:N_sim

y(k) = Prozess(u(k-1)); % Prozess ohne Durchgriff

du(k) = MPC(u(k-1), u(k-2),..., y(k), y(k-1)...);

u(k) = u(k-1)+du(k);  % Bestimmung der aktuellen Stellgröße

end

Zum aktuellen Zeitschritt 𝑘 wird der Prozessausgang gemessen. Anschließend wird eine 
Stellgröße optimiert, welche direkt auf den Prozess gegeben wird. Ohne Durchgriff wirkt 
sich diese dann in der nächsten Iteration (𝑘 + 1) auf den Prozess aus. 

In den folgenden Algorithmen werden immer nur Systeme ohne Durchgriff betrachtet, da nur 
diese in der Realität auftreten.

4. Prädiktive Regelung
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4.1 Einführung 

4. Prädiktive Regelung

Wahl des Prädiktionshorizonts

min
( ) …(()*$'-&)

𝐼 = L
/0$-

$(

𝑒 𝑘 + 𝑖|𝑘 ! + 𝜆 L
/01

$'-&

Δ𝑢 𝑘 + 𝑖 !

𝑁&:

Falls eine Totzeit bekannt ist, sollte diese als untere Grenze der Prädiktion gewählt werden: 
𝑁& = 𝑑 (𝑇2 = 𝑑 ⋅ 𝑇1).  Die Regelgröße kann nämlich nicht durch die ersten Stellgrößen 
beeinflusst werden. Das Modell muss hierfür allerdings auch genügend viele vergangene 
Eingangsgrößen besitzen. Falls die Totzeit nicht bekannt oder variabel ist, sollte 𝑁& = 1
genutzt werden. 

Sprungantwort nicht
phasenminimales System

𝑁%:
• Falls das System nicht phasenminimal ist, sollte der der 

Prädiktionshorizont so gewählt werden, dass das Verhalten 
in die positive Richtung ebenfalls prädiziert werden kann. 

• Bei langsameren Zeitkonstanten des Systems wird ein 
längerer Prädiktionshorizont benötigt.
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Wahl des Stellhorizonts

min
( ) …(()*$'-&)

𝐼 = L
/0$-

$(

𝑒 𝑘 + 𝑖|𝑘 ! + 𝜆 L
/01

$'-&

Δ𝑢 𝑘 + 𝑖 !

𝑁(:

Um eine optimale Regelung zu erreichen, muss 𝑁( = ∞ gewählt werden. Dies ist in der 
Praxis zum einen nicht umsetzbar und zum anderen auch nicht notwendig. Durch die Wahl 
𝑁( = 1 können bereits akzeptable Regel-Ergebnisse erzielt werden. Je größer der 
Stellhorizont gewählt wird, desto flexibler kann die Regelgröße beeinflusst werden. Durch 
die höhere Anzahl an zu optimierenden Parametern wird aber auch das Optimierungsproblem 
immer komplexer. Für einfache und stabile Systeme genügt  𝑁( = 1, da hier die Stellgröße 
kaum geändert werden muss.

Falls 𝑁( < 𝑁% gilt, wird die Stellgröße für die nachfolgenden Prädiktionen konstant gehalten:

4.1 Einführung 

4. Prädiktive Regelung

<latexit sha1_base64="iy4FR/d04hskfZgxsf1h/XEIQ4Y="></latexit>

�u(i > Nu) = 0
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Berechnung der nächsten optimalen Stellgröße

Die übliche Verlustfunktion lautet:

min
( ) …(()*$'-&)

𝐼 =L
/0&

$(

𝑒 𝑘 + 𝑖|𝑘 ! + 𝜆 L
/01

$'-&

Δ𝑢 𝑘 + 𝑖 !

Durch die Bestrafung der Stellgrößenänderung ist die optimale Lösung des zweiten Terms 
Δ𝑢 = 0. In diesem Term wird also nur bestraft, falls sich eine Stellgröße ändert und nicht die 
absolute Höhe der Stellgröße.

Wenn allerdings 𝑢 anstelle von Δ𝑢 in die Verlustfunktion eingehen würde, wäre die optimale 
Lösung 𝑢 = 0. Dadurch würde sich ein Kompromiss aus der Höhe der Stellgröße und der 
Regelabweichung einstellen.

Da aber immer eine gewisse Stellgröße benötigt wird, um eine Regelgröße zu erreichen, führt 
dies zu bleibenden Regelabweichungen und so zu nicht stationär genauen Reglern.

Die neue Stellgröße lautet dann:

4.1 Einführung 

4. Prädiktive Regelung

<latexit sha1_base64="RpEti1LLzsLGDLFMKJa9pHJXiZY="></latexit>

�u(k) = u(k)� u(k � 1)

<latexit sha1_base64="0ZF972XwC2FtzeqdXwqVI9/FmhU="></latexit>

u(k) = u(k � 1) +�u(k)
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4.1 Einführung 

4. Prädiktive Regelung

Vorteile prädiktive Regelung (allgemein)

Vorrausschauende Regelung

• Durch Prädiktion kann der Regler auf zukünftige Führungsgrößenänderungen vorbereitet
werden. Keine Regelabweichung für Reglereingriff nötig.

• Der Regler kann auch bei Regelabweichung 𝑒 = 0 aktiv werden.

• Totzeitbehaftete Systeme können ohne Einschränkung der Aggressivität des Reglers
geregelt werden. Verzögerung durch das System wird im Regler abgebildet.

(Nichtlineare) Mehrgrößensysteme

• Einfache Handhabung verschiedener Regelgrößen möglich. Durch Gewichtung in
Gütefunktion kann eine Abwägung zwischen Zielen der Mehrgrößenregelung umgesetzt
werden.

• Auch nichtlineare Mehrgrößensysteme gut regelbar. Formulierung der Reglerziele ändert
sich im Vergleich zu linearen Systemen nicht.
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4.1 Einführung 

4. Prädiktive Regelung

Vorteile prädiktive Regelung (Details)

Prozesse, die ebenfalls gut geregelt werden können:

• Nicht phasenminimale Prozesse (instabile Nullstellen)

• Instabile Prozesse im offenen Regelkreis

• Prozesse mit schwach gedämpften Polen (schwingend)

• Prozesse mit variabler/veränderlicher Totzeit

• Prozesse unbekannter Ordnung

à Polvorgabe- und LQ-Regler sind nicht geeignet, da hier Pol- und Nullstellen nicht

kompensiert werden können

Begrenzungen/Limits

• Können durch die Modifikation der Gütefunktion direkt im Regler berücksichtigt werden.
Ist sowohl für Stellgrößen als auch Regelgrößen möglich.

Sprungantwort nicht 
phasenminimales System
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4.1 Einführung 

4. Prädiktive Regelung

Nachteile prädiktive Regelung

Rechenaufwand

• Optimierung ist Teil des Regelalgorithmus und muss in jedem Zeitschritt durchgeführt
werden. Je nach System und Anforderungen (Nichtlinearität, Begrenzungen) kann das zu
hohem Rechenaufwand führen.

Systemmodell

• Ein Modell des Systems wird für die Regelung benötigt. Die Modellgüte ist maßgeblich
für die Regelgüte verantwortlich.

• Komplexe Modelle vergrößern den Rechenaufwand der Optimierung. Je komplexer der
Prozess ist, desto komplexere Modelle werden benötigt. Ein Kompromiss muss gefunden
werden.
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4.2 Lineare Prädiktive Regelung
Algorithmen für die lineare prädiktive Regelung

• Dynamic Matrix Control (DMC) 

• Model Algorithmic Control (MAC)

• Generalized Predicitve Control (GPC)

• State Space based MPC

4. Prädiktive Regelung
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4.2 Lineare Prädiktive Regelung

4. Prädiktive Regelung

DMC
Dynamic Matrix 

Control

MAC
Model Algorithmic

Control

GPC 
Generalized Predictive

Control

State Space based  
MPC

Pr
oz

es
s-

m
od

el
l

Sprungantwort
FSR Modelle

Impulsantwort
FIR Modelle

Übertragungsfunktionen
CARIMA Modelle

Zustandsraum 
Zustandsraum Modelle

M
od

el
l 

Pa
ra

m
et

er

Sprungantworts-
koeffizienten

Impulsantworts-
koeffizienten

Übertragungsfunktion +
Störübertragungsfunktion Zustandsraummatrizen

Lineare Prozessmodelle

Zur Prädiktion der zukünftigen Regelgrößen werden lineare Modelle verwendet. Unabhängig 
der Modelle ergibt sich daraus das Optimierungsproblem:

Die Prädiktion der Regelgrößen                     wird je nach verwendetem Model 
unterschiedlich berechnet. Die Tabelle zeigt an, welche Modelltypen in den unterschiedlichen  
MPC Arten genutzt werden.

<latexit sha1_base64="gwGZZribfku1JXxj4oSzo1Um2vk="></latexit>

ŷ(k + i | k)

<latexit sha1_base64="k7l9/ykZChneC32F7fNV6fKNi5s="></latexit>

min
u(k),··· ,u(k+Nu�1)

NpX

i=1

(w(k + i)� ŷ(k + i | k))2 + �
Nu�1X

i=0

�u(k + i)2
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Beziehungen zwischen Impuls- und Sprungantwort

Erinnerung: Im Zeitkontinuierlichen galten 

zwischen der Impulsantwort g(t) und der

Sprungantwort h(t) die Beziehungen:

Für den Modellausgang linearer Modelle gilt:

4.2 Lineare Prädiktive Regelung

4. Prädiktive Regelung

<latexit sha1_base64="2/RfvT3ZzN5GCHWceRNTL6N4WgQ="></latexit>g1

<latexit sha1_base64="v/8iI7nG54zbEygjLeyRkGnQinA="></latexit>g2

<latexit sha1_base64="g9oEznWHgKaBOLnYikMy+85m5N0="></latexit>

gk = hk � hk�1 hk =
kX

i=0

gk�i

<latexit sha1_base64="31aTQqlaLKbBe/WQYmWMOylbrcc="></latexit>

g(k) = h(k)� h(k � 1)

<latexit sha1_base64="rFY5DMy6vluQ4mY2bvri6WLGAF4="></latexit>

h(k) =
kX

i=0

g(k � i)

Aus den zuvor berechneten zeitdiskreten 
Impuls- und Sprungfolgen ergeben sich im

Zeitdiskreten vergleichbare Zusammenhänge:

: Integrator

<latexit sha1_base64="3zilVfwqftWYMgm2j38FFAagE+k="></latexit>

1

1� z�1
=

1

�

<latexit sha1_base64="2F1VcgtHzc/MbzXuwLtkE7RSU/c="></latexit>

ŷ(k + 1) =
NX

j=1

gju(k + 1� j)

=
NX

j=1

�hju(k + 1� j)

=
NX

j=1

hj�u(k + 1� j)
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DMC – Dynamic Matrix Control

• Basiert auf Finite Step Response (FSR) Modellen:

Matrix-Notation mit Korrektur der Vorhersage und für 𝑁% = 𝑁(:

4.2 Lineare Prädiktive Regelung

4. Prädiktive Regelung

<latexit sha1_base64="tAebH4Ng0Moi2gYjoNiQzUFHgc8="></latexit>

ŷ =

2

64
ŷ(k + 1 | k)

...
ŷ (k +Np | k)

3

75 = H
� �u

�
| {z }+H

+ �u
+

|{z}+1 (y(k)� ŷ(k|k � 1))| {z }
Vergangenheit Zukunft

Wird optimiert
Modell Fehler e

𝑁: Anzahl der Koeffizienten 
des Sprungantwort Modells 

H
+

H
≠

e

++
+�u

+

�u
≠

ŷ

<latexit sha1_base64="Wm76womijlXiAmKIVmraO+o5gdk="></latexit>

ŷ(k + i | k) =
N�1X

j=1

hj�u(k + i� j) + hNu(k + i�N)

Vergangen-
heit

Zukunft

<latexit sha1_base64="DEa7p1g3mHifT1+04oT33qGIiUk="></latexit>9
>>>=

>>>;
�u�

9
>=

>;
�u+

<latexit sha1_base64="e904OhTGwH+80ETflJbCO9W3DEU="></latexit>

2

6664

hN · · · · · · · · · · · · h2

hN hN h3
...

. . .
. . .

...
hN · · · hN hN · · · hNp+1| {z }

H�

h1 0 · · · 0

h2 h1
. . .

...
...

. . .
. . . 0

hNp · · · h2 h1

3

77775

| {z }
H+

·

2

6666666666664

u(k �N + 1)
u(k �N + 2)� u(k �N + 1)

...
u(k � 1)� u(k � 2)

u(k)� u(k � 1)
...

u (k +Np � 1)� u (k +Np � 2)

3

7777777777775
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DMC – Dynamic Matrix Control

Da in der Modellgleichung bereits Δ𝑢 genutzt wird, wird auch hier Δ𝑢 optimiert:

Ausgeschrieben in Matrizen-Notation ergibt sich:

Dies entspricht einer Quadratischen Verlustfunktion. Diese kann mit den 
Optimierungsalgorithmen aus Kapitel 3 gelöst werden.

4.2 Lineare Prädiktive Regelung

4. Prädiktive Regelung

Zur Vereinfachung der Formel wurde folgende Notation eingeführt:
<latexit sha1_base64="cIgqu+XWO80KCmpVyhucr9wBYkI="></latexit>

x2 = xT · x

<latexit sha1_base64="/PX8P6z7jGGlxndolFnumqOD8HM="></latexit>

min
�u+

�
w �H

��u
� �H

+�u
+ � 1(y(k)� ŷ(k|k � 1))

�2
+ ��u

+2

<latexit sha1_base64="yyNQhYxyhAyxkdvl1Op5KLfLnDc=">AAAE+XichVNNb9NAEB2XAG2g0MKRy4q0UqN+KEkR9NBKlSiIC6hI9EOK28gf29SK7Vj2Ok1Z+adw4ATqlX/Av+CfcODA24nbBgKqrfXuzsx782Z27SZhkKlG44c1daty+87d6ZnqvfuzDx7OzT/az/p56sk9rx/200PXyWQYxHJPBSqUh0kqncgN5YHbe2n8BwOZZkE//qDOE3kUOd04OAk8R8HUmftiR0EsOtrekaFyRL7Uq6 </latexit>

min
�u(k),··· ,�u(k+Nu�1)

NpX

i=1

(w(k + i)� ŷ(k + i | k))2 + �
Nu�1X

i=0

�u(k + i)2
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DMC – Dynamic Matrix Control

Da in der Modellgleichung bereits Δ𝑢 genutzt wird, wird auch hier Δ𝑢 optimiert:

Ohne Beschränkungen kann mithilfe des Least Squares (LS) Algorithmus inklusive Strafterm 
(Ridge Regression) die optimale Stellgrößenfolge analytisch bestimmt werden:

Die nächste optimale Stellgröße berechnet sich dann aus der Summe der letzten Stellgröße 
und dem ersten Wert des Vektors Δ𝑢*

4.2 Lineare Prädiktive Regelung

4. Prädiktive Regelung

<latexit sha1_base64="tuZdknV4dNXQTNQepxOR6sJYIFA="></latexit>

Np ⇥ 1

<latexit sha1_base64="yBpOv6SxO77GMLc1jnfY6NNvRfg="></latexit>

�u
+ =

0

B@H
+T

| {z }
Np⇥Np

H
+

|{z}
Np⇥Np

+� I|{z}
Np⇥Np

1

CA

�1

· H+T

| {z }
Np⇥Np

0

B@ w|{z}
Np⇥1

� H
�

|{z}
Np⇥(N�1)

�u
�

| {z }
(N�1)⇥1

� 1(y(k)� ŷ(k|k � 1))| {z }
Np⇥1

1

CA

<latexit sha1_base64="q1RE8xLgcNF4yWAKmHPW+CfTUSQ="></latexit>

Np ⇥Np

<latexit sha1_base64="tuZdknV4dNXQTNQepxOR6sJYIFA="></latexit>

Np ⇥ 1

<latexit sha1_base64="yyNQhYxyhAyxkdvl1Op5KLfLnDc=">AAAE+XichVNNb9NAEB2XAG2g0MKRy4q0UqN+KEkR9NBKlSiIC6hI9EOK28gf29SK7Vj2Ok1Z+adw4ATqlX/Av+CfcODA24nbBgKqrfXuzsx782Z27SZhkKlG44c1daty+87d6ZnqvfuzDx7OzT/az/p56sk9rx/200PXyWQYxHJPBSqUh0kqncgN5YHbe2n8BwOZZkE//qDOE3kUOd04OAk8R8HUmftiR0EsOtrekaFyRL7Uq6 </latexit>

min
�u(k),··· ,�u(k+Nu�1)

NpX

i=1

(w(k + i)� ŷ(k + i | k))2 + �
Nu�1X

i=0

�u(k + i)2

<latexit sha1_base64="/0k93wqxHZbGjYn3Wxt/LwfUsD4=">AAAEa3ichVPbbtNAEJ20BtpySykvXB4s3EitKqIkVMALUiQK4gWpSKSt5IRq7WyNFce2fAkpVsSX8MgrfA8fwR/wwJmxWwIBdVfr3T0zc3bm7NqJAz/NWq3vtaVl49LlKyura1evXb9xs75+6yCN8sTVPTcKouTIUakO/FD3Mj8L9FGcaDV2An3ojJ6z/XCik9SPwrfZaawHY+WF/onvqgzQcf2OaeZbo+1n+Dxsb+/093SQKY </latexit>

u(k) = u(k � 1) +�u(k)



Prof. Dr.-Ing. 
Oliver Nelles

Seite 67
University

of Siegen

DMC – Dynamic Matrix Control

Der Fall 𝑁% > 𝑁( tritt häufig auf, da hier ein langer Prädiktionshorizont gewählt werden 
kann. Um die Komplexität zum Lösen der Verlustfunktion gering zu halten wird 𝑁( < 𝑁%
gewählt.

Es wird angenommen, dass 𝑢 für 𝑁( < 𝑘 < 𝑁% konstant bleibt, daher gilt: 

𝑁% = 𝑁( 𝑁% > 𝑁(

4.2 Lineare Prädiktive Regelung

4. Prädiktive Regelung

Beispiel: 𝑁% = 5,𝑁( = 3

<latexit sha1_base64="ZCqmkqcSJrlYEOTYtLqGcN5nvk0=">AAAE0XichVNNb9NAEJ0UF9rw0RSOXCzSSkWCyAkVcEGqxIfKgaoI0layQ2Q7G3cVf8l2QoJlCXHld/CTOPBb4MDbyRICAdXWemdn3rx5O7v20lDmhWV9q61dMtYvX9nYrF+9dv3GVmP75kmejDNfdP0kTLIzz81FKGPRLWQRirM0E27kheLUGz1V8dOJyHKZxG+LWSp6kRvEcih9t4Cr30icifBLp5DhQJiH1RMnFMPCdjwRyL </latexit>

H̃ =


INu⇥Nu

0(Np�Nu)⇥Nu

�

<latexit sha1_base64="hmhoP49cUjH0X8bitddoloHNRD4="></latexit>

ŷ = H
+

|{z}
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· �u
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�
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�

| {z }
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<latexit sha1_base64="gm64SMN0foK4GLgSWtciGF9XmV4=">AAAFJXichVNNb9NAEB0XA235SoEbF4u0UqvSKA4VcEGKREG9UIpE2qA4jWxnm1rxl/wREiz/HMQP4cwNIXHij3Dg7diEhBTF1npnZ957Mzu7tkLXiZN6/YeyckW9eu366tr6jZu3bt+pbNw9iYM0skXLDtwgaltmLFzHF63ESVzRDiNhepYrTq3hCxk/HYkodgL/XTIJRdczB75z7thmAlev8sUYCTszLsxEm+TPjdTvi8iKTF </latexit>

ŷ = H
+

|{z}
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DMC – Dynamic Matrix Control

Die Dimension der Inverse der vorher 𝑁%×𝑁% Matrix

wird zu 𝑁(×𝑁(:

4.2 Lineare Prädiktive Regelung

4. Prädiktive Regelung
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MAC – Model Algorithmic Control

• Basiert auf Finite Impulse Response (FIR) Modellen:

Matrix-Notation mit Korrektur der Vorhersage für 𝑁% = 𝑁(:

mit

4.2 Lineare Prädiktive Regelung

4. Prädiktive Regelung
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MAC – Model Algorithmic Control

Im MAC Algorithmus werden die Stellgrößen 𝑢(𝑘) optimiert und nicht die Stellgrößen-
änderungen Δ𝑢(𝑘). Daher muss noch eine Umrechnung erfolgen, um die Stellgrößen-
änderungen zu bestrafen. Durch die Bestrafung der Stellgrößen würde sich ein Kompromiss 
aus der Höhe der Stellgröße und der Regelgröße einstellen. Dies führt zu einem nicht 
stationären Regler.

4.2 Lineare Prädiktive Regelung

4. Prädiktive Regelung
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MAC – Model Algorithmic Control

Da in der Modellgleichung 𝑢 genutzt wird, werden mithilfe von 𝑇 die Inkrementellen 
Eingänge Δ𝑢 in der Verlustfunktion bestraft, jedoch nach 𝑢 optimiert:

Ausgeschrieben in Matrizen-Notation ergibt sich:

Dies entspricht einer Quadratischen Verlustfunktion. Diese kann mit den 
Optimierungsalgorithmen aus Kapitel 3 gelöst werden.

4.2 Lineare Prädiktive Regelung

4. Prädiktive Regelung

Zur Vereinfachung der Formel wurde folgende Notation eingeführt:
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MAC – Model Algorithmic Control

Der Fall 𝑁% > 𝑁( tritt häufig auf, da hier ein langer Prädiktionshorizont gewählt werden 
kann. Um die Komplexität zum Lösen der Verlustfunktion gering zu halten wird 𝑁( < 𝑁%
gewählt.

Es wird angenommen, dass 𝑢 nach 𝑁( konstant bleibt, daher gilt:

𝑁% = 𝑁( 𝑁% > 𝑁(

4.2 Lineare Prädiktive Regelung

4. Prädiktive Regelung
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MAC – Model Algorithmic Control

Da in der Modellgleichung 𝑢 genutzt wird, werden mithilfe von 𝑇 die Inkrementellen 
Eingänge Δ𝑢 in der Verlustfunktion bestraft, jedoch nach 𝑢 optimiert:

Ohne Beschränkungen kann mithilfe des Least Squares (LS) Algorithmus die optimale 
Stellgrößenfolge analytisch bestimmt werden:

Die nächste optimale Stellgröße entspricht dem ersten Wert des Vektors 𝑢*.
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4.2 Lineare Prädiktive Regelung

4. Prädiktive Regelung
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4.2 Lineare Prädiktive Regelung

4. Prädiktive Regelung

CARIMA (Controlled Auto-Regressive Integrated Moving Average) Model

Modellstruktur besteht aus vergangen Eingangs- sowie Ausgangsgrößen. Die Nutzung des 
CARIMA Models ermöglicht eine Bias-freie Prädiktion im stationären Zustand. Dabei 
werden sowohl vergangene Eingangs- als auch Ausgangswerte genutzt.

Die allgemeine Übertragungsfunktion lautet:

mit
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4.2 Lineare Prädiktive Regelung
CARIMA (Controlled Auto-Regressive Integrated Moving Average) Model

Die Idee durch Verwendung dieser Modellstruktur besteht darin, dass durch geschicktes 
Umformen des Blockschaltbildes eine Abhängigkeit des Ausgangs 𝑌 𝑧 mit dem 
inkrementellen Eingang Δ𝑈(𝑧) entsteht. Das Polynom 𝐶(𝑧) dient als Filter der 
Eingangsgröße. Um den ungefilterten Modellausgang zu berechnen, muss diese Filterung im 
Anschluss wieder rückgängig gemacht werden.

4. Prädiktive Regelung
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Teilweise Eliminierung des 
Rauschens)
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CARIMA (Controlled Auto-Regressive Integrated Moving Average) Model

Durch die Multiplikation mit     auf beiden Seiten, kann ein Zusammenhang der absoluten 
Ausgangsgröße mit inkrementellen Eingangsgröße realisiert werden. Zur Vereinfachung wird 
vorerst angenommen, dass 𝑪 𝒛 = 𝟏 gilt.

Da 𝑉(𝑧) eine mittelwertfreie Störung ist ergibt sich die Differenzgleichung durch Einsetzten 
der Polynome ]𝐴(𝑧) und 𝐵(𝑧):

Der Ein-Schritt Prädiktor hängt daher nur von vergangenen Ein- und Ausgangswerten ab. 
Durch Umstellen der Gleichungen nach 𝑦(𝑘 + 1) ergibt sich

4.2 Lineare Prädiktive Regelung

4. Prädiktive Regelung
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CARIMA (Controlled Auto-Regressive Integrated Moving Average) Model

Für Prädiktionen mehrerer Zeitschritte können die Gleichungen auch in Matrix/Vektor 
Notation gebracht werden:  

Dabei werden die Matrizen ähnlich zu der DMC und MAC aufgestellt, lediglich die 
vergangenen Ausgangswerte gehen zusätzlich mit ein:

4.2 Lineare Prädiktive Regelung

4. Prädiktive Regelung
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CARIMA (Controlled Auto-Regressive Integrated Moving Average) Model

Die Matrizen werden identisch wie bei DMC/MAC aufgebaut:

4.2 Lineare Prädiktive Regelung

4. Prädiktive Regelung
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ã1 1
. . .

...
...

. . .
. . . 0
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ŷ(k + 1)
...
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Basiert auf Controlled Autoregressive Integrated Moving Average (CARIMA) Modellen:

Durch Minimierung der Verlustfunktion

ergibt sich folgende optimale Lösung, falls keine Nebenbedingungen betrachtet werden:

DMC/MAC hängen jeweils nur von den vergangenen Eingängen ab. Bei GPC werden die 
vergangenen Ausgänge rückgekoppelt.

<latexit sha1_base64="1hJn+WQjSBQ/zqIR1K5KdKbfwNA="></latexit>

�u+ =

✓
G̃

+T
G̃

+
+ �I

◆�1

· G̃+T ⇣
w � G̃

�
�u� � J̃

�
y�

⌘

4.2 Lineare Prädiktive Regelung

4. Prädiktive Regelung

Enthält neben den vergangenen 
Eingängen nun auch 
vergangene Ausgänge

<latexit sha1_base64="oq4GHlM5LpTaOtmHlBG0LVQ8RAg=">AAAEy3ichVPLbtNAFL0uLrQF2hTYsbFIKyFViZK0AjZIkSgPIVUqEmkrxWllO9PUimNbfoSkxks+gw9jxY+w4Nxrp00bUG2NZ+bcc899zNgOPTdOGo1f2tI9ffn+g5XVtYePHq9vVDafHMVBGjmq4wReEJ3YVqw811edxE08dRJGyhrZnjq2h+/YfjxWUewG/tdkGqreyBr47rnrWAmgs8rUvLCSzBwrx5jmp9lO/pbXmZm4Xl </latexit>

ŷ+ = G̃
+
�u+ + G̃

�
�u� + J̃

�
y�

<latexit sha1_base64="hbDJSRBcH7LvxIMsBeiIKmpTgOw="></latexit>
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NuX
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Prof. Dr.-Ing. 
Oliver Nelles

Seite 80
University

of Siegen

GPC – Generalized Predictive Control

Filter 𝑪(𝒛)

Sowohl die Eingangs- als auch die Ausgangsgröße wird nun mit dem Polynom

gefiltert.  

Hierdurch werden nicht die gemessenen, verrauschten Ausgangsgrößen zur Prädiktion, 
sondern gefilterte Ausgangsgrößen genutzt. Um dennoch die ungefilterten Ausgangsgrößen 
zu Prädizieren, und als Eingang auch ungefilterte Stellgrößen zu nutzen, muss diese 
Umrechnung im Anschluss wieder rückgängig gemacht werden.

4.2 Lineare Prädiktive Regelung

4. Prädiktive Regelung

1
C(z) B(z)

1
�A(z) C(z)

�U(z) �Ũ(z) Ỹ (z)

V (z)

Y (z)

<latexit sha1_base64="/FUSeEI/6lD4sZLtMREx0+NGcNw="></latexit>

· �

C(z)
<latexit sha1_base64="SChrBB3TGCpY8w9HQUIfiMNCdfM="></latexit>

A(z)Y (z) = B(z)U(z) +
C(z)

�
V (z) ==⌘ (A(z)�)| {z }

Ã(z)

Y (z)

C(z)| {z }
Ỹ (z)

= B(z)

✓
�U(z)

C(z)| {z }
�Ũ(z)

◆
+ V (z)

<latexit sha1_base64="v67qyl05IVe4p/Ce0rSYPlPPkD4="></latexit>

1

C(z)



Prof. Dr.-Ing. 
Oliver Nelles

Seite 81
University

of Siegen

4.2 Lineare Prädiktive Regelung

4. Prädiktive Regelung

GPC – Generalized Predictive Control

Wahl des Filters 𝑪(𝒛)

Typischerweise wird durch das Polynom 𝐶(𝑧) ein Tiefpassfilter realisiert. Durch Wahl eines 
Polynoms 1. Ordnung ergibt sich so ein Verzögerungsglied erster Ordnung. Dies entspricht 
einem einfachen Tiefpassfilter. Die Wahl eines Tiefpasses ist sehr effektiv und genügt in den 
meisten Fällen. Eine Filterung mit einem Polynom lässt sich auch in Matrix/Vektor Notation 
schreiben. Hierfür werden allerdings auch vergangene Werte der jeweiligen Größe benötigt:

à

<latexit sha1_base64="OkrQ1ym4UwCizpY6B2CyAhTx+oE="></latexit>

�ũ+ =
1

C(z)
�u+

�u+ = C(z)�ũ+ = T+�ũ+ + T��ũ�

<latexit sha1_base64="aW3Or+MgcMJSfSJWrjJTsIKTuDw="></latexit>

y+ = C(z)ỹ+ = T+ỹ+ + T�ỹ�

1
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1
�A(z) C(z)

�U(z) �Ũ(z) Ỹ (z)

V (z)

Y (z)

Beispiel:
<latexit sha1_base64="e4qpD2HpfOJtSWP4a4CuHO6S+hU="></latexit>

C(z) = 1 + c1z
�1

<latexit sha1_base64="fl4onOyyFgVMWb55WPuo0KPSRoQ="></latexit>
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Um in der Verlustfunktion die ungefilterten Größen zu nutzen, wird die gefilterte Gleichung 
entsprechend umgeschrieben. (Einsetzen der Gleichung in vorheriger Folie)

Die Prädiktionsgleichungen mit einem C-Filter beruhen auf gefilterten Werten von 
vergangenen Daten. Die analytische Lösung ohne Nebenbedingungen ergibt sich 
dementsprechend aus:

4.2 Lineare Prädiktive Regelung

4. Prädiktive Regelung
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1
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�ũ+ + G̃

�
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4. Prädiktive Regelung

GPC – Generalized Predictive Control

Durch die Nutzung des CARIMA Modells können die Matrizen ebenfalls wieder in 
Übertragungsfunktionen umgewandelt werden. Dadurch kann die Rauschempfindlichkeit und 
weitere Regelkreismerkmale genauer untersucht werden.

Die Nutzung der Matrix/Vektor Notation ist vor allem bei der Implementierung sehr 
praktisch aber nicht notwendig. 

Zur Vorhersage von i-Schritten (𝑖 = 1,2, … , 𝑁%) in die Zukunft kann auch die Diophantische 
Gleichung mit den Polynomen 𝐸/ 𝑧 und 𝐹/(𝑧) und unbekannten Koeffizienten rekursiv 
gelöst werden:

Die Koeffizienten von 𝐸/ 𝑧 𝐵(𝑧) und 𝐹/(𝑧) entsprechen den 𝑖-ten Zeilen der Matrizen:

Durch die Annahme 𝐴 𝑧 = 1 und eine geeignete Wahl von 𝐵(𝑧) lassen sich auch der DMC 
und MAC Algorithmus in die GPC Form bringen.

<latexit sha1_base64="4w/a6S3LKDP8DuCHXP4ryfDDFqQ=">AAAEeXichVPLbtNAFL1pA7TllcKSjcGtSKkaxWnVskEqglZskIpE2kpJGtnONFjxS7YT0lj+BD6Br2ALH8K3wIJzb6YlEFBtje/MfZw598zYiX0vzer176WFxfKNm7eWlldu37l7735l9cFxGg0TVzXdyI+SU8dOle+Fqpl5ma9O40TZgeOrE2fwiuMnI5WkXhS+zy5i1Qnsfuide66dwdWtPLWMF8ZB16tONoyX/KlaW5OzfM </latexit>

1 = Ei(z)A(z)(1� z�1) + z�iFi(z)

<latexit sha1_base64="gzsI1kBbKUTs3LS8QSaZGgkiD3E=">AAAFQnichVNdTxNBFL2LVQE/APXNl40FY0IgLRL1xaRRQGNigol8JJ3SzG6HZdPtttmPSh3nUf+F/8Y/4V/wSeMrD565XaC0GHYzOzP33nPuuXdmvV4Uplml8tOZula6fuPm9Mzsrdt37s7NL9zbTbt54qsdvxt1k31PpioKY7WThVmk9nuJkh0vUnte+7X17/VVkobd+GM26KlGRwZxeBj6MoOpOf9bi77y3YE50MvmpSvyuK </latexit>
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4. Prädiktive Regelung

GPC vs. DMC

Der GPC ist eine Verallgemeinerung vieler Prädiktiven Regelungen. Mit verschiedenen 
Annahmen für den GPC ergibt sich so der MAC oder der DMC.

Um den DMC zu erhalten wird Folgendes für den GPC angenommen:

• 𝐴 𝑧 = 1 (keine interne Rückkopplung der Ausgänge)

• 𝐶 𝑧 = 1

In den folgenden zwei Folien werden die Matrizen Gleichungen umgeformt und gezeigt, dass 
das Ergebnis der Prädiktionsgleichungen beider Ansätze identisch ist.
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4. Prädiktive Regelung

GPC vs. DMC

Umformen des GPC:

Mit
<latexit sha1_base64="Ry0HXh4GtrVAib6JvtikLvZawC0="></latexit>

A(z) = 1 : Ã(z) = � = 1|{z}
ã0

+ �1|{z}
ã1

·z�1

<latexit sha1_base64="Bpll7qkyzgaPeLY2ra1+dYbIdeE=">AAAFPXichZNLb9NAEMfHxUAbXikcuVikRYlCozwq4IJUiYK4ILUSaSvFobKdbbD8lB9pghUJPgifhc/BB+AE4sqFA/+dbEsgobVl7+7M/H87M17bse+mWbP5RVu5ol+9dn11rXTj5q3bd8rrdw/SKE8c0XUiP0qObCsVvhuKbuZmvjiKE2EFti8Obe+59B+ORJK6Ufgmm8SiH1jD0D1xHSuD6bj8bVL16q3as4f2cdGaGuau8D </latexit>
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GPC entspricht DMC, wenn:
• GPC 𝐴 𝑧 = 1, 𝐶 𝑧 = 1
• DMC mit Korrektur der 

Vorhersage
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GPC vs. DMC

Umformen des DMC:

<latexit sha1_base64="ArNDIJNnWcDd48GdObjQf0xbfYc="></latexit>
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4.2 Lineare Prädiktive Regelung

4. Prädiktive Regelung

Letzte prädizierte Regelgröße, 
lässt sich durch vergangene 
Stellgrößen berechnen

<latexit sha1_base64="X3Qv12wnBbQM+A1DLelBX5SCZpg="></latexit>
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<latexit sha1_base64="Ag3IcpJGhJ3AmjTa3rry+ppPzys="></latexit>
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Das Gleiche Ergebnis 
wie bei der Umformung 
des GPC
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4. Prädiktive Regelung

Diskreter Zustandsraum SISO

b z≠1 cT

d

A

u(k) y(k)x(k + 1) x(k)

für sprungfähige 
Systeme

<latexit sha1_base64="IxrkoXtE8Zh0hJn3HGRm0mMgYpE="></latexit>

x(k + 1) = Ax(k) + b u(k)

y(k) = cT x(k) + d u(k)

<latexit sha1_base64="LnAl6SjnH3sbC3wTRfGHObHQQo0="></latexit>

A : Matrix: nx ⇥ nx

b : Vektor: nx ⇥ 1

cT : Vektor: 1⇥ nx

d : Skalar

<latexit sha1_base64="KZHP6arGTbViTPZK/wy4ew0JVwA="></latexit>

==⌘: nx-dimensionale

Vektoren

��⌘: Skalare
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4. Prädiktive Regelung

Diskreter Zustandsraum MIMO
für sprungfähige 
Systeme

<latexit sha1_base64="e9G+E7DGfNyvVuiDKtRTTzKZfoM="></latexit>

==⌘: n-dimensionale

Vektoren

B z≠1 C

D

A

u(k) y(k)x(k + 1) x(k)

<latexit sha1_base64="SSv961TdJj2UoliIxB4KAr+r814=">AAAFHXichVNNb9NAEB0XA234SoEbF0Na1KpV5IQKuCAFWj4uSKlE2kpxqGxnG6w4tuWPkGD5t3DiV3Dmhrgi/gsH3o5NcJOi2Frv7Js3b2Zn11bgOlGs67+UlUvq5StXV9cq167fuHmrun77KPKT0BYd23f98MQyI+E6nujETuyKkyAU5shyxbE13Jf+47EII8f33sXTQPRG5sBzzhzbjAGdVr8aidcXoQxPJ9lWOtxpZNvaw2 </latexit>

x(k + 1) = Ax(k) +B u(k)

y(k) = C x(k) +Du(k)

<latexit sha1_base64="AKDMDvhB0ySFBQScbhvPLD6Sk1c="></latexit>

A : Matrix: nx ⇥ nx

B : Matrix: nx ⇥ nu

C : Matrix: ny ⇥ nx

D : Matrix: ny ⇥ nu
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4.2 Lineare Prädiktive Regelung

4. Prädiktive Regelung

+1

+1

+𝑖

⋮

<latexit sha1_base64="wxMHV/vWFUDwwXCyaGhmGi2+tss="></latexit>

x(k + 1) = Ax(k) + b u(k)

y(k) = cT x(k) + d u(k)

<latexit sha1_base64="bQL1f7/5pJVssnlsQ8XmQCbRmCg="></latexit>

y(k + 1) = cT x(k + 1) + d u(k + 1)

= cT (Ax(k) + b u(k)) + d u(k + 1)

<latexit sha1_base64="gkk4LYtmqnKbzHQGb+F2dNYAgik="></latexit>

y(k + i) = cT Aix(k) +
iX

j=1

cT Aj�1 b u(k + i� j) + d u(k + i)

<latexit sha1_base64="50tS9u/JtPbT5X4qdUNBQe8/+xk="></latexit>

y(k + 2) = cT x(k + 2) + d u(k + 2)

= cT (Ax(k + 1) + b u(k + 1)) + d u(k + 2)

= cT (A (Ax(k) + b u(k)) + b u(k + 1)) + d u(k + 2)

= cT A2x(k) + cT Abu(k) + cT b u(k + 1) + d u(k + 2)
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4. Prädiktive Regelung

SS-based MPC – State Space based Model Predictive Control

• Basiert auf Zustandsraummodell ohne Durchgriff:

• Durch die Erweiterung des Zustandsraummodells, lässt sich die Stellgrößenänderung als 
Eingangsgröße des Systems nutzen:

• Die neue Systembeschreibung lautet:

Einführung eines 
zusätzlichen Integrators

<latexit sha1_base64="nzEhuwGpmwNcFhN5WprRreDNDP8="></latexit> 
x(k + 1)
u(k + 1)

�

| {z }
x̃(k+1)

=


A b
0 1

�

| {z }
Ã


x(k)
u(k)

�

| {z }
x̃(k)

+


b
1

�

| {z }
b̃

�u(k)

y(k) =
⇥
cT 0

⇤
| {z }

c̃T


x(k)
u(k)

�

| {z }
x̃(k)

<latexit sha1_base64="fI3mHiHvpllsX3rbKrnhQolANyI="></latexit>

x̃(k + 1) = Ã x̃(k) + b̃�u(k)

y(k) = c̃T x̃(k)

<latexit sha1_base64="W+ZL3NJdF8LUkXr63/31u6aNB7E="></latexit>

ŷ(k + i|k) = cT Aix(k) +
iX

j=1

cT Aj�1bu(k + i� j)

<latexit sha1_base64="36InWEMac7HtxlGwbwDGdTVWqHM="></latexit>

u(k + 1) = u(k) +�u(k)
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4. Prädiktive Regelung

SS-based MPC – State Space based Model Predictive Control

• Die Prädiktion wird rekursiv durchgeführt. Dadurch ergeben sich für                  folgende 
prädizierte Regelgrößen 

• Mit der Matrix-Notation
<latexit sha1_base64="4f+a0jazuuphIk1zt7rf6WFEaj0="></latexit>

ŷ = F x̃(k) +H�u
+

<latexit sha1_base64="cUDjphfXDV76Yt6DEvOSC1KvpV8="></latexit>

ŷ =

2

6664

ŷ(k + 1)
ŷ(k + 2)

...
ŷ (k +Np)

3

7775
=

2

666666664

c̃T Ã x̃(k) + c̃T b̃�u(k)

c̃T Ã
2
x̃(k) +

2P
j=1

c̃T Ã
j�1

b̃�u(k + 2� j)

...

c̃T Ã
Np

x̃(k) +
NpP
j=1

c̃T Ã
j�1

b̃�u(k +Np � j)

3

777777775

<latexit sha1_base64="JjyXChONIObzW+iDTqPpMswc1jw="></latexit>

F =

2

66664

c̃
T
Ã

c̃
T
Ã

2

...

c̃
T
Ã

Np

3

77775
H =

2

6666664

c̃
T
b̃ 0 0 . . . 0

c̃
T
Ã b̃ c̃

T
b̃ 0 . . . 0

c̃
T
Ã

2
b̃ c̃

T
Ã b̃ c̃

T
b̃ . . . 0

...
...

...
. . .

...

c̃
T
Ã

Np�1
b̃ c̃

T
Ã

Np�2
b̃ c̃

T
Ã

Np�3
b̃ . . . c̃

T
b̃

3

7777775

<latexit sha1_base64="T7f6FIoonN03ZN2NG1HuHBVC/mo="></latexit>

Np = Nu
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4. Prädiktive Regelung

SS-based MPC – State Space based Model Predictive Control

• Durch Einsetzen der Modellgleichung in die Verlustfunktion

ergibt sich ohne die Nebenbedingungen/Beschränkung folgende analytische Lösung: 

<latexit sha1_base64="4f+a0jazuuphIk1zt7rf6WFEaj0="></latexit>

ŷ = F x̃(k) +H�u
+

<latexit sha1_base64="97YrG+1+LOMitJSYaXO1xOpujmM="></latexit>

�u
+ =

�
H

T
H + �I

��1 ·HT (w � F x̃(k))

<latexit sha1_base64="yyNQhYxyhAyxkdvl1Op5KLfLnDc="></latexit>

min
�u(k),··· ,�u(k+Nu�1)

NpX

i=1

(w(k + i)� ŷ(k + i | k))2 + �
Nu�1X

i=0

�u(k + i)2
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4. Prädiktive Regelung

Beispiel: MPC mit System erster Ordnung mit Totzeit

Es wird angenommen, dass der Prozess dem Modell im MPC entspricht.

werden jeweils einzeln variiert und das Regelkreisverhalten untersucht.

Im Nachfolgenden wird eine Solltrajektorie vorgegeben:

<latexit sha1_base64="4VL0as532l5434sJmJQZfM/yASw=">AAAEenichVPbbtNAEJ20AdpyS+EFiRerTiUQUZSEquWxEhfxAipS01aKQ2Q727CKb/IlpFjha+AR/od/6QNnJksIBFRb652dOXPm7OzaSwKd5a3Wj8raevXa9Rsbm1s3b92+c7e2fe8ki4vUV10/DuL0zHMzFehIdXOdB+osSZUbeoE69cbPOX46UWmm4+g4v0hUP3RHkT7XvpvDNag9qFtOAPjQbbwdJBhFwzoe5FZ9ULNbzZ </latexit>

�, Np, Nu, Tt

<latexit sha1_base64="WgJxQ16K4FGPMQS/7C2XY98cuiE="></latexit>

G(s) =
1

10s+ 1
e�Tts, G(z) =

0,095z�1

1� 0,905z�1
z�Tt
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4. Prädiktive Regelung

Beispiel: Verschiedene Totzeiten im Prozess
<latexit sha1_base64="+pSe4KJzvYpnoCdvBZxzvBdr46Y="></latexit>

G(s) =
1

10s+ 1
e�Tts, G(z) =

0,095z�1

1� 0,905z�1
z�Tt , Np = 10, Nu = 10, � = 1
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4. Prädiktive Regelung

Beispiel: Verschiedene Totzeiten im Prozess

Bei einer Totzeit der Regelgröße, welche größer oder gleich dem Prädiktionshorizont ist, 
bewirken alle Stellgrößenfolgen keine Änderung des Prozesses. Um die Gütefunktion zu 
minimieren, wird daher die Stellgröße auf null optimiert. Es kommt zu keiner Regelung. 

Bei Totzeiten im Prozess muss außerdem abgewartet werden bis der Prozess auf die 
Stellgrößen reagiert, daher ist der Regler bei Prozessen mit höherer Totzeit langsamer. Sobald 
eine Sollgrößenänderung innerhalb des Prädiktionshorizontes liegt, reagiert der Regler und 
passt die Stellgröße an, damit die zukünftigen Regelgrößen sich dem neuen Sollwert 
annähern.

<latexit sha1_base64="+pSe4KJzvYpnoCdvBZxzvBdr46Y="></latexit>

G(s) =
1

10s+ 1
e�Tts, G(z) =

0,095z�1

1� 0,905z�1
z�Tt , Np = 10, Nu = 10, � = 1
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4. Prädiktive Regelung

Beispiel: Variation der 𝝀 in der Verlustfunktion<latexit sha1_base64="lQ/7qJfix0HUMRr6Xl50NIaUsbA="></latexit>

min
u(k),··· ,u(k+Nu�1)

NpX

i=1

(w(k + i)� ŷ(k + i | k))2 + �
Nu�1X

i=0

�u(k + i)2
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4. Prädiktive Regelung

Beispiel: Spezialfall 𝝀 = 𝟎

Entspricht dem Deadbeat-Regler:
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4. Prädiktive Regelung

Beispiel: Verrauschter Prozess
Varianz: 𝜎! = 0.01
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4. Prädiktive Regelung

Beispiel: Variation der 𝝀 in der Verlustfunktion

Je höher 𝜆 ist, desto stärker wird die Stellgrößenänderung in Relation zur Regelabweichung 
bestraft. Für kleine Werte für 𝜆 ist es wichtiger, dass die Regelabweichung minimiert wird, da 
dieser Teil der Verlustfunktion höher gewichtet wird. Daraus resultiert ein aggressiver 
Regler. Für große 𝜆 soll die Änderung der Stellgröße möglichst gering sein. Daher wird die 
Regelabweichung nur langsam verringert. Somit ergibt sich eine langsame Regelung.

<latexit sha1_base64="lQ/7qJfix0HUMRr6Xl50NIaUsbA="></latexit>

min
u(k),··· ,u(k+Nu�1)

NpX

i=1

(w(k + i)� ŷ(k + i | k))2 + �
Nu�1X

i=0

�u(k + i)2
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4. Prädiktive Regelung

Beispiel: Vergleich MPC mit PI-Regler
<latexit sha1_base64="rb77UC8VxFbp8Mu6/72KGvb1m1A="></latexit>

G(s) =
1

10s+ 1
e�5s, G(z) =

0,095z�1

1� 0,905z�1
z�5, Np = 10, Nu = 10, � = 2
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4. Prädiktive Regelung

Beispiel: Vergleich MPC mit PI-Regler

Der durch die Prädiktion im MPC kann dieser bis zum Prädiktionshorizont 𝑁% in die Zukunft 
planen. Daher ist es möglich, dass bei dem Sollgrößensprung zum Zeitpunkt 𝑘 = 100 der 
Regler bereits vorab (in diesem Fall ab 𝑘 = 90) reagiert und die Stellgröße anpasst. 

Der PI-Regler bestimmt die Regelabweichung erst zum Zeitpunkt 𝑘 = 100 und durch die 
Totzeit 𝑇7 = 5 sec kann nur spät die Regelgröße beeinflusst werden.

<latexit sha1_base64="rb77UC8VxFbp8Mu6/72KGvb1m1A="></latexit>

G(s) =
1

10s+ 1
e�5s, G(z) =

0,095z�1

1� 0,905z�1
z�5, Np = 10, Nu = 10, � = 2
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4. Prädiktive Regelung

Beispiel: Variation des Prädiktionshorizontes und des Stellhorizontes
<latexit sha1_base64="i1iKefyQNKVBT0ev2Gpmg+wMsTY="></latexit>

G(s) =
1

10s+ 1
, G(z) =

0,095z�1

1� 0,905z�1
, Np = Nu = 100
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4. Prädiktive Regelung

Beispiel: Variation des Prädiktionshorizontes und des Stellhorizontes

Für                  konvergiert der optimale Stellgrößenverlauf. 

Dabei ist die Regelgröße punktsymmetrisch und das Verhalten beim 

Verlassen der alten Führungsgröße und beim Erreichen der neuen 

Führungsgröße ist identisch. Die Steigung beim Übergang wird 

durch      festgelegt.

<latexit sha1_base64="v5m7uaU2XhWd9k5KguQGj7IeHlM="></latexit>

Np = Nu

<latexit sha1_base64="3wvtZEj4jHdsQBxugYhuvq/Fu8w="></latexit>

�

<latexit sha1_base64="i1iKefyQNKVBT0ev2Gpmg+wMsTY="></latexit>

G(s) =
1

10s+ 1
, G(z) =

0,095z�1

1� 0,905z�1
, Np = Nu = 100
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4. Prädiktive Regelung

Beispiel: Variation des Prädiktionshorizontes 
<latexit sha1_base64="ycejWfboA4HuIg+b6u1TEdmTLHM="></latexit>

G(s) =
1

10s+ 1
, G(z) =

0,095z�1

1� 0,905z�1
, Nu = 1, � = 1
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4. Prädiktive Regelung

Beispiel: Variation des Prädiktionshorizontes

Je länger der Prädiktionshorizont, desto früher kann die Regelung reagieren. Durch den 
längeren Prädiktionshorizont kann der Regler auch besser abschätzen, wann die Regelgröße 
der Sollgröße entspricht und die Stellgröße darauf anpassen. Dadurch ergeben sich geringere 
Überschwinger. Dabei sollte der Prädiktionshorizont auch in Abhängigkeit der Zeitkonstante 
des Prozesses gewählt werden. Für langsamere Prozesse wird ein längerer 
Prädiktionshorizont benötigt als für schnelle Prozesse.

Durch Änderung des Prädiktionshorizonts oder des Stellhorizonts wird auch das 
Verhältnis zwischen den aufsummierten Regelfehlerquadrate und der summierten 
Stellgrößenänderungsquadrate verändert. Um das anzupassen wird die Verlustfunktion für 
die nachfolgenden Beispiele geändert:

<latexit sha1_base64="ycejWfboA4HuIg+b6u1TEdmTLHM="></latexit>

G(s) =
1

10s+ 1
, G(z) =

0,095z�1

1� 0,905z�1
, Nu = 1, � = 1

<latexit sha1_base64="1yQ9Ukhr1ifBVci1R+nPdWH0OxA="></latexit>

min
u(k),··· ,u(k+Nu�1)

1

Np

NpX

i=1

(w(k + i)� ŷ(k + i | k))2 + 1

Nu
�

Nu�1X

i=0

�u(k + i)2



Prof. Dr.-Ing. 
Oliver Nelles

Seite 106
University

of Siegen

4.2 Lineare Prädiktive Regelung

4. Prädiktive Regelung

Beispiel: Variation des Prädiktionshorizontes 
<latexit sha1_base64="1yQ9Ukhr1ifBVci1R+nPdWH0OxA="></latexit>

min
u(k),··· ,u(k+Nu�1)

1

Np

NpX

i=1

(w(k + i)� ŷ(k + i | k))2 + 1

Nu
�

Nu�1X

i=0

�u(k + i)2
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4. Prädiktive Regelung

Beispiel: Variation des Stellhorizontes 
<latexit sha1_base64="GguDqMTd56cPCAgZhPbx6Oo2waA="></latexit>

G(s) =
1

10s+ 1
, G(z) =

0,095z�1

1� 0,905z�1
, Np = 10, � = 1

<latexit sha1_base64="s28frfjLp6OUKM0QeS0H9t3TiJo="></latexit>

I =
1

Np

NpX

i=1

e(k + i)2 +
1

Nu
�

Nu�1X

i=0

�u(k + i)2
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4. Prädiktive Regelung

Beispiel: Variation des Stellhorizontes

Durch den Stellhorizont wird festgelegt, wie viele verschiedene Stellgrößen unabhängig von 
einander optimiert werden. Alle Stellgrößen nach dem Stellhorizont entsprechen der letzten 
Stellgröße, welche somit konstant bis zum Prädiktionshorizont gehalten wird. Durch 
Erhöhung des Stellhorizonts, wird das Optimierungsproblem immer komplexer, da mehr 
Variablen optimiert werden müssen. Der Vorteil ist, dass durch einen längeren Stellhorizont 
eine geringere gesamt Regelabweichung erzielt werden kann, da mehr Freiheitsgrade 
gegeben sind.  

Die Regelungen der verschiedenen Stellhorizonte sind sehr ähnlich für einfache Prozesse und 
daher werden zur Einsparung von Rechenzeit oft ziemliche kurze Stellhorizonte genutzt.

<latexit sha1_base64="s28frfjLp6OUKM0QeS0H9t3TiJo="></latexit>

I =
1

Np

NpX

i=1

e(k + i)2 +
1

Nu
�

Nu�1X

i=0

�u(k + i)2

<latexit sha1_base64="GguDqMTd56cPCAgZhPbx6Oo2waA="></latexit>

G(s) =
1

10s+ 1
, G(z) =

0,095z�1

1� 0,905z�1
, Np = 10, � = 1
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4. Prädiktive Regelung

Beispiel: Variation des Stellhorizontes für einen schwingungsfähigen Prozess 
<latexit sha1_base64="IUTI4KsdnwDWecsXu2bgDExL8V4="></latexit>

G(s) =
1.25

s2 + s+ 1.25
, p1/2 = �0.5± i, Np = 10, � = 1

<latexit sha1_base64="s28frfjLp6OUKM0QeS0H9t3TiJo="></latexit>

I =
1

Np

NpX

i=1

e(k + i)2 +
1

Nu
�

Nu�1X

i=0

�u(k + i)2
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4. Prädiktive Regelung

Beispiel: Variation des Stellhorizontes für schwingungsfähigen Prozess

Bei schwieriger zu regelnden Prozessen, wie einem schwingungsfähigen Prozess, zeigt sich 
der Vorteil eines längeren Stellhorizontes. Dabei kann die Regelung deutlich verbessert 
werden. Durch die hohe Eigenfrequenz dieses Prozesses werden mehrere Stellgrößen 
benötigt, um eine effektive Regelung zu realisieren.

<latexit sha1_base64="IUTI4KsdnwDWecsXu2bgDExL8V4="></latexit>

G(s) =
1.25

s2 + s+ 1.25
, p1/2 = �0.5± i, Np = 10, � = 1

<latexit sha1_base64="s28frfjLp6OUKM0QeS0H9t3TiJo="></latexit>

I =
1

Np

NpX

i=1

e(k + i)2 +
1

Nu
�

Nu�1X

i=0

�u(k + i)2
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4. Prädiktive Regelung

Vergleich: Prädiktive Regelung vs. LQ-Regelung

In beiden Reglertypen werden Optimierungsprobleme gelöst, um eine optimale Stellgrößen-
folge zu bestimmen. Dabei kann man wie mit 𝜆 beim MPC mit der Wahl von Q und 𝑟 die 
Stärke der Regelung beeinflusst werden.

Unterschiede
Prädiktive Regelung LQ-Regelung

Einstellparameter:
𝜆, 𝑁" , 𝑁#

Einstellparameter:
Q, r

Optimale Stellgrößenfolge wird online immer 
wieder bestimmt

Optimale Rückführung wird offline berechnet

endlicher Zeithorizont i.d.R. unendlicher Zeithorizont

Quadratische Verlustfunktion (konvex) mit 
einfachem Ergebnis

Kompliziertes mathematisches Problem für 
Mensch; für Computer recht einfach zu lösen

Einfach zu lösen mit Nebenbedingungen Normalerweise ohne Nebenbedingungen

Schwere Stabilitätsanalyse Vereinfachte Stabilitätsanalyse

Ohne Nebenbedingungen und für 𝑁%, 𝑁( → ∞ liefern beide die gleiche Lösung!
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4.3 Nebenbedingungen in der Prädiktiven Regelung 

4. Prädiktive Regelung

Alle physikalischen Systeme haben Nebenbedingungen:

• Physikalische Nebenbedingungen, z.B. Beschränkungen der Aktoren

• Betriebs-Nebenbedingungen, z.B. Überschwinger, Wirtschaftliche NB

• Sicherheits-Nebenbedingungen, z.B. Temperatur/Druck Beschränkungen

Optimale Sollwerte sind oft in der Nähe der Nebenbedingungen.

Klassische Regler

• Stellgröße: Abschneiden bei Verletzung der Beschränkung

• Regelgröße: Sollwert hinreichend weit von NB legen

• Suboptimaler Betrieb der Anlage

Prädiktive Regelung

• Nebenbedingungen werden im Optimierungsproblem berücksichtigt

• Optimaler Sollwert

• Optimaler Betrieb der Anlage

Nebenbedingung

Sollwert

Zeit

𝑦

Nebenbedingung

Sollwert

Zeit

𝑦
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4.3 Nebenbedingungen in der Prädiktiven Regelung 

4. Prädiktive Regelung

Nebenbedingungen Stellgrößen

• Beschränkung der maximal/minimal Werte (z.B. Maximale Leistung Pumpe)

• Beschränkung der Änderung der Stellgrößen (z.B. möglichst wenig Abnutzung)

Nebenbedingungen Regelgrößen

• Beschränkung der maximal/minimal Werte (z.B. Tankhöhe)

Nebenbedingungen Zustände (Zustandsraum)

• Zustände beschreiben physikalische Größen 

à Können ebenfalls beschränkt werden
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4.3 Nebenbedingungen in der Prädiktiven Regelung 

4. Prädiktive Regelung

Beispiel: Stellgrößen Nebenbedingungen 

Die Verlustfunktion

wird mit Beschränkungen in den Stellgröße bzw. Stellgrößenänderungen gelöst. Hierfür wird 
eine Ober-/Untergrenze der Stellgrößen bzw. Stellgrößenänderungen eingeführt:

Dies führt zu einem QP, einer quadratischen Verlustfunktion mit linearen Nebenbedingungen 
und ist mit den Algorithmen aus Kapitel 3 lösbar.

<latexit sha1_base64="mb7tHHhEXSPhpb3jtj1HLIRZzd8="></latexit>

8i : �u(k + i)  �umax

�u(k + i) � �umin

u(k + i)  umax

u(k + i) � umin

<latexit sha1_base64="lQ/7qJfix0HUMRr6Xl50NIaUsbA="></latexit>

min
u(k),··· ,u(k+Nu�1)

NpX
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Nu�1X

i=0

�u(k + i)2
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4.3 Nebenbedingungen in der Prädiktiven Regelung 

4. Prädiktive Regelung

Beispiel: Stellgrößen Nebenbedingungen 
<latexit sha1_base64="dnlEtneNxqoT/tF9iZ7ga8+7PCA="></latexit>

G(s) =
1

10s+ 1
, Np = 10, Nu = 10, � = 1
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4.3 Nebenbedingungen in der Prädiktiven Regelung 

4. Prädiktive Regelung

Beispiel: Stellgrößen Nebenbedingungen 

1. Fall: Die Stellgrößenbeschränkung ist zu niedrig gewählt, sodass der Endwert von eins 
nicht erreicht werden kann.

2. Fall: Die Stellgrößenbeschränkung liegt bei eins. So kann sichergestellt werden, dass der 
Aktor oder der Prozess nicht zerstört werden kann. Durch die Vermeidung von zu hohen 
Stellgrößen ist die Regelung aber langsam.

3. Fall: Die Stellgrößenbeschränkung ist höher, sodass die Regelung aggressiver ist und 
höhere Stellgrößen auf den Prozess gegeben werden können.

<latexit sha1_base64="dnlEtneNxqoT/tF9iZ7ga8+7PCA="></latexit>

G(s) =
1

10s+ 1
, Np = 10, Nu = 10, � = 1
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4.3 Nebenbedingungen in der Prädiktiven Regelung 

4. Prädiktive Regelung

Beispiel: Nebenbedingungen der Stellgrößenänderung vgl. mit hohem 𝝀
<latexit sha1_base64="e9NpPFrhLm7CRY7zch/I8yqk50E=">AAAE0nichVPbbtNAEJ0Ut7Th0hR448UirVSgiuyAKBKKFInrC6hITVspDpHtbMwqjmP5EtJafkC88hv8EhL/0gfOjt2QElC9Wu/sXM6cmd11Ql/GiWH8qqxc01bXrq9vVG/cvHV7s7Z15yiepJErOu7En0Qnjh0LXwaik8jEFydhJOyx44tjZ/RS2Y+nIorlJDhMTkPRG9teIIfStROo+rXQcoQng8z2pRc8yqtvd+OHLd0aRr </latexit>

G(s) =
1

10s+ 1
, Np = 10, Nu = 10, � = 1, vs. � = 70
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4.3 Nebenbedingungen in der Prädiktiven Regelung 

4. Prädiktive Regelung

Beispiel: Nebenbedingungen der Stellgrößenänderung vgl. mit hohem 𝝀

Die Beschränkung der Stellgröße kann ebenfalls durch ein sehr hohes 𝜆 umgesetzt werden. 
Dadurch wird allerdings der Regler langsamer und die Einhaltung ist nur ein soft constraint.

<latexit sha1_base64="e9NpPFrhLm7CRY7zch/I8yqk50E=">AAAE0nichVPbbtNAEJ0Ut7Th0hR448UirVSgiuyAKBKKFInrC6hITVspDpHtbMwqjmP5EtJafkC88hv8EhL/0gfOjt2QElC9Wu/sXM6cmd11Ql/GiWH8qqxc01bXrq9vVG/cvHV7s7Z15yiepJErOu7En0Qnjh0LXwaik8jEFydhJOyx44tjZ/RS2Y+nIorlJDhMTkPRG9teIIfStROo+rXQcoQng8z2pRc8yqtvd+OHLd0aRr </latexit>

G(s) =
1

10s+ 1
, Np = 10, Nu = 10, � = 1, vs. � = 70
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4.3 Nebenbedingungen in der Prädiktiven Regelung 

4. Prädiktive Regelung

Beispiel: Nebenbedingungen der Stellgrößenänderung
<latexit sha1_base64="dnlEtneNxqoT/tF9iZ7ga8+7PCA="></latexit>

G(s) =
1

10s+ 1
, Np = 10, Nu = 10, � = 1
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4.3 Nebenbedingungen in der Prädiktiven Regelung 

4. Prädiktive Regelung

Beispiel: Nebenbedingungen der Stellgrößenänderung

Durch die Nebenbedingungen der Stellgrößenänderung kann im MPC zwischen einer 
langsamen oder aggressiven Regelung gewählt werden. Dabei verhält sich der MPC ähnlich 
wie bei der Einstellung von 𝜆, mit dem Unterschied, dass auch harte Grenzen vom Regler 
immer eingehalten werden. So kann die Änderungsrate der Stellgröße ebenfalls im Aktor 
limitiert sein, da dieser sehr verschleißanfällig ist. 

Durch 𝜆 können ähnliche Regler Geschwindigkeiten eingestellt werden, wie bei der 
Beschränkung der Stellgrößenänderung. Ein Beispiel hierfür ist auf der nächsten Folie 
abgebildet. Mit Stellgrößenbeschränkungen kann der Regler aber komplett an die Grenzen 
gehen und ist daher etwas schneller.

<latexit sha1_base64="dnlEtneNxqoT/tF9iZ7ga8+7PCA="></latexit>

G(s) =
1

10s+ 1
, Np = 10, Nu = 10, � = 1
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4.3 Nebenbedingungen in der Prädiktiven Regelung 

4. Prädiktive Regelung

Beispiel: Nebenbedingungen der Stellgrößenänderung
<latexit sha1_base64="BuaUrsuPEkzTkR/0+M7bJiPDVgs=">AAAE0nichVPbbtNAEJ0Ut7ThlgJvvFiklQpUkR2uEooUiesLqEhNWylOI9vZmFUc2/IlpLX8gHjlN/glJP6lD5yduCEloHq13tm5nDkzu+tEvkxSw/hVWbmira5dXd+oXrt+4+at2ubtgyTMYld03NAP4yPHToQvA9FJZeqLoygW9tjxxaEzeqXshxMRJzIM9tOTSPTGthfIoXTtFKp+LbIc4ckgt33pBQ+L6rud5EFLt4ax7e </latexit>

G(s) =
1

10s+ 1
, Np = 10, Nu = 10, � = 1, vs. � = 25
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4.4 Nichtlineare Prädiktive Regelung

4. Prädiktive Regelung

Wenn ein nichtlineares Modell zur Prädiktion verwendet wird, oder nichtlineare 
Nebenbedingungen beachtet werden müssen handelt es sich um eine nichtlineare prädiktive 
Regelung. 

Eigenschaften:

• Bessere Regler-Performance (bei nichtlinearen Prozessen)

• Weniger Robust

• Lokale Optima (Verlustfunktion nicht konvex)

• Hoher Rechenaufwand durch nichtlineare Optimierung

- Wird vor allem für langsame Prozesse eingesetzt

- Mit steigender Rechenleistung in immer mehr Prozessen umsetzbar

Kompromiss mit NEPSAC:
1. Berechnung einer Basis-Systemantwort mit dem nichtlinearen Modell (1. Iteration keine Änderung der Stellgröße)
2. Optimierung der Stellgrößen mit linearem Modell (QP)
3. Prädiktion der optimierten Stellgrößen mit nichtlinearem Modell und Addition auf Basis-Systemantwort
4. Wiederholung von Schritt 2-3 bis Algorithmus konvergiert
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5. Optimierung: 
Nichtlinear in den Parametern
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Zielsetzung: Minimierung der Verlustfunktion

Wenn das Modell und somit die Berechnung des Modellausgangs nichtlinear ist oder 
nichtlineare Nebenbedingungen genutzt werden, handelt es sich um nicht mehr um ein QP. 
Somit muss eine nichtlineare Optimierung genutzt werden, um das Problem zu lösen. Dabei 
können beliebige nichtlineare Modelle ausgewählt werden.

Beispiele nichtlinearer Modelle:

• Physikalisch basierte Modelle

• Neuronale Netze

• …

Je nach Modelltyp kann neben der Modellauswertung auch weitere Informationen wie z.B. 
der Gradient oder die Hesse-Matrix analytisch berechnet und in der Optimierung genutzt 
werden.

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5 Nichtlineare Optimierung in der prädiktiven Regelung

<latexit sha1_base64="lQ/7qJfix0HUMRr6Xl50NIaUsbA="></latexit>

min
u(k),··· ,u(k+Nu�1)

NpX

i=1
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i=0
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Unterschied einer einmaligen Optimierung vs. Optimierung im MPC

Bei der wiederholten Optimierung in der prädiktiven Regelung können neu gewonnene 
Informationen genutzt werden z.B.:

• Warmstart: Nutzung des letzten Optimums als Initialisierung des Optimierungsproblems

• Informationen über die im letzten Zeitschritt aktiven Beschränkungen

Warmstart

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5 Nichtlineare Optimierung in der prädiktiven Regelung

Lösung des 
Optimierungs-

problems:

<latexit sha1_base64="gYb7yvY80MPoi/R2V62w0zOgmyM="></latexit>

u0 = 0

<latexit sha1_base64="w8L/mHNlHYIR6ZON37SCx3sNa5E="></latexit>

uopt(k = 1)

<latexit sha1_base64="uszUgEcEXs18RxkO9BO5BIzkPfo="></latexit>

k = 1

Lösung des 
Optimierungs-

problems:

<latexit sha1_base64="Elo9WjMVqVLAFIRn47aefHGm+0I="></latexit>

k = 2
<latexit sha1_base64="Fj0oC2FokIXpfi2+9BXG9TwagGY="></latexit>

u0 = uopt(k = 1)

<latexit sha1_base64="Y3ymL55pIpm15iS+P5MmLt0cjZI="></latexit>

uopt(k = 2)

Lösung des 
Optimierungs-

problems:
<latexit sha1_base64="nqvrBDpXRJJgEF55wgEDjvz3H0M="></latexit>

uopt(k = 3)

<latexit sha1_base64="W7yGEdhfj69GuaF9I2GbakB2kBw="></latexit>

u0 = uopt(k = 2)

<latexit sha1_base64="v2xv911DzerDU4mgfeCBQ9xaR40="></latexit>
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Abbruch der Optimierung

• Anzahl an maximaler Optimierungsiterationen erreicht

• Maximale Optimierungszeit erreicht

• Keine, bzw. lediglich geringe Verbesserungen der Gütefunktion

• Gradient sehr nahe bei 0

• Minimale Schrittweite erreicht

Abbruch der Optimierung in der Prädiktiven Regelung

Typischerweise wird bei der Anwendung von prädiktiven Reglern eine Taktfrequenz
vorgegeben. Daher kann die Optimierung durch die maximale Optimierungszeit begrenzt 
werden und es kann nicht sichergestellt werden, dass zu einem Optimum konvergiert wurde.

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5 Nichtlineare Optimierung in der prädiktiven Regelung
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5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5 Kangaroos for Optimization
Plate and Sarle give the following wonderful description of the most common nonlinear optimization 
algorithms with respect to neural networks (NN) in T. Plate 1993 (comments in brackets by the 
author):
Training a NN is a form of numerical optimization, which can be linked to a kangaroo searching the 
top of Mt. Everest. Everest is the global optimum, the highest mountain in the world, but the top of 
any other really tall mountain such as K2 (a good local optimum) would be satisfactory. On the other 
hand, the top of a small hill like Chapel Hill, NC, (a bad local optimum) would not be acceptable. 

This analogy is framed in terms of maximization, while neural networks are usually discussed in 
terms of minimization of an error measure such as the least squares criterion, but if you multiply the 
error measure by -1, it works out the same. So in this analogy, the higher the altitude, the smaller the 
error.

The compass directions represent the values of synaptic weights [parameters] in the network. The 
north/south direction represents one weight, while the east/west direction represents another weight. 
Most networks have more than two weights, but representing additional weights would require a 
multi\-dimensional landscape, which is difficult to visualize. Keep in mind that when you are training 
a network with more than two weights, everything gets more complicated.

Initial weights are usually chosen randomly, which means that the kangaroo is dropped by parachute 
somewhere over Asia by a pilot who has lost the map. If you know something about the scales of 
input, you may be able to give the pilot adequate instructions to get the kangaroo to land near the 
Himalayas. However, if you make a really bad choice of distributions for the initial weights, the 
kangaroo may plummet into the Indian Ocean and drown. 

With Newton-type (second order) algorithm [with fixed step size 𝜂 = 1], the Himalayas are covered 
with fog, and the kangaroo can only see a little way around her location [first and second order 
derivative information]. Judging from the local terrain, the kangaroo makes a
guess about where the top of the mountain is, assuming that the mountain has a nice, smooth, 
quadratic shape. The kangaroo then tries to leap all the way to the top in one jump.
Since most mountains do not have a perfect quadratic shape, the kangaroo will rarely reach the top in 
one jump. Hence, the kangaroo must iterate, i.e., jump repeatedly as previously described until she 
finds the top of the mountain. Unfortunately, there is no assurance that this mountain will be Everest.

In a stabilized Newton algorithm [with variable step size 𝜂], the kangaroo has an altimeter, and if the 
jump takes her to a lower point, she backs up to where she was and takes a shorter jump. If ridge 
stabilization [the Levenberg-Marquardt idea] is used, the kangaroo also adjusts the direction of her 
jump to go up a steeper slope. If the algorithm isn't stabilized, the kangaroo may mistakenly jump to 
Shanghai and get served for dinner in a Chinese restaurant [divergence].

In steepest ascent with line search, the fog is very dense, and the kangaroo can only tell, which 
direction leads up most steeply [only first order derivative information]. The kangaroo hops in this 
direction until the terrain starts going down. Then the kangaroo looks around again for the new 
steepest ascent direction and iterates.

Using an ODE (ordinary differential equation) solver is similar to steepest ascent, except that 
kangaroo crawls on all fives to the top of the nearest mountain, being sure to crawl in steepest 

direction at all times.
The following description of conjugate gradient methods was written by Tony Plate (1993):

“The environment for conjugate gradient search is just like that for steepest ascent with line search --
the fog is dense and the kangaroo can only tell, which direction leads up. The difference is that the 
kangaroo has some memory of the direction it has hopped in before, and the kangaroo assumes that 
the ridges are straight (i.e., the surface is quadratic). The kangaroo chooses a direction to hop that is 
upwards, but that does not result in it going downwards in the previous directions it has hopped in. 
That is, it chooses an upwards direction, moving along which will not undo the work of previous 
steps. It hops upwards until the terrain starts going down again, then chooses another direction.”

In standard backprop, the most common NN training method, the kangaroo is blind and has to feel 
around on the grounds to make a guess about, which way is up. If the kangaroo ever gets near the 
peak, she may jump back and forth across the peak without ever landing on it. If you use a decaying 
step size, the kangaroo gets tired and makes smaller and smaller hops, so if she ever gets near the peak 
she has a better chance to actually landing on it before the Himalayas erode away. In backprop with 
momentum the kangaroo has poor traction and can't make sharp turns. With online training, there are 
frequent earthquakes, and mountains constantly appear and disappear. This makes it difficult for the 
blind kangaroo to tell whether she has ever reached the top of a mountain, and she has to take small 
hops to avoid falling into the gaping chasms that can open up at any moment.

Notice that in all the methods discussed so far, the kangaroo can hope at best to find the top of a 
mountain close to where she starts. In other words these are local ascent methods. There’s no 
guarantee that this mountain will be Everest, or even a very high mountain. Many methods exist to try 
to find the global optimum.
In simulated annealing, the kangaroo is drunk and hops around randomly for a long time. However, 
she gradually sobers up and the more sober she is, the more likely she is to hop up hill [temperature 
decreases according to the annealing schedule].

In a random multi-start method, lots of kangaroos are parachuted into the Himalayas at random places. 
You hope at least one of them will find Everest.

A genetic algorithm begins like random multi-start. However, these kangaroos do not know that they 
are supposed to be looking for the top of a mountain. Every few years, you shoot the kangaroos at low 
altitudes and hope that the ones that are left will be fruitful, multiply, and ascend. Current research 
suggests that fleas may be more effective than kangaroos in genetic algorithms, since their faster rate 
of reproduction more than compensates for their shorter hops [crossover is more important than 
mutation].
A tunneling algorithm can be applied in combination with any local ascent method but requires divine 
intervention and a jet ski. The kangaroo first finds the top of any nearby mountain. Then the kangaroo 
calls upon her deity to flood the earth to the point that the waters just reach the top of the current 
mountain. She get on her ski, goes off in search of a higher mountain, and repeats the process until no 
higher mountains can be found.
T. Plate “Re: Kangaroos (Was Re: BackProp without Calculus?)”, Usenet article 
<93Sep8.162519edt.997@neuron.ai.toronto.edu> in comp.ai.neural-nets, 1993.
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<latexit sha1_base64="M3ofkuzFN62R1cTeWWBRoup+/YY="></latexit>
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Lokale Minima

Verlustfunktion

• Die gezeigte Verlustfunktion ist 
nichtlinear von dem Parameter    
abhängig.

• Gesucht wird ein Algorithmus / ein 
Verfahren, dass ein möglichst gutes 
Minimum findet, idealerweise in 
diesem Beispiel das globale Minimum

.  

• Im Normalfall ist eine solche 
Verlustfunktion nicht nur von einem 
Parameter    sondern von n Parametern 
abhängig. Diese werden meistens in 
dem Parametervektor 

zusammengefasst. 

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5 Einführendes Beispiel
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5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5 Einführendes Beispiel
Nichtlinear

• In diesem Kapitel befassen wir uns ausschließlich mit nichtlinearen Optimierungsmethoden. 
Das bedeutet, dass die Verlustfunktion         nichtlinear von den Parametern    abhängt und 
eine nichtlineare Optimierungsmethode nötig ist, um die optimalen Parameter        zu finden.

Lokal vs. Global  

• Ein Großteil der vorgestellten Methoden sind lokale Optimierungsmethoden. Dies bedeutet, 
dass der Optimierungsalgorithmus an einem initialen Punkt mit der Optimierung beginnt und 
in der Nachbarschaft des initialen Punktes ein lokales Optimum sucht.

• Globale Optimierungsmethoden machen einen Tradeoff zwischen Exploration (globale 
Suche) und Exploitation (lokale Suche).

Direkte vs. Gradientenbasiert

• Direkte Methoden suchen ein lokales Optimum ausschließlich mit der Hilfe von 
Verlustfunktionsauswertungen. Gradienten werden nicht benötigt.

• Gradientenbasierte Verfahren berechnen pro Iteration den Gradient und berechnen das 
Parameterupdate durch einen (möglicherweise) korrigierten Schritt in die Richtung des 
negativen Gradienten (steilster Abstieg).
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5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5 Eigenschaften nichtlinearer Optimierungsprobleme
Oft anzutreffende Eigenschaften nichtlinearer Optimierungsprobleme

• Viele lokale Optima

• Die Region rund um ein lokales Optimum kann durch eine Parabel der Form  
angenähert werden (Taylor Reihenentwicklung zweiter Ordnung)

• Es existiert keine analytische Lösung

• Ein iterativer Algorithmus wird benötigt

• Online Verwendung sehr schwierig
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5 Übersicht von Optimierungsmethoden

Bereits in Kapitel 3 behandelt Inhalt von Kapitel 5

particle swarm optimization

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern
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5.1 Suchverfahren

particle swarm optimization

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern
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5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.1 Suchverfahren
Suchverfahren verwenden zur Schätzung des Optimums ausschließlich Auswertungen der 
Verlustfunktion. Informationen über den Gradienten werden nicht benötigt und nicht 
berücksichtigt. 

Anwendungsfall

• Probleme, bei denen der Gradient nicht zur Verfügung steht oder schwierig zu berechnen 
ist.

Vorteile

• Einfach zu verstehen und zu implementieren

Nachteile

• Oft langsame Konvergenz
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Verlustfunktion

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.1 Suchverfahren
Grid-Search

• Der Eingangsraum (in dem Beispiel 
eindimensional) wird an einer definierten 
Anzahl Punkten N mit gleichem Abstand 
gerastert. 

• Die Verlustfunktion wird an den 
Rasterpunkten ausgewertet und derjenige 
ausgesucht, der den kleinsten 
Verlustfunktionswert liefert

Vorteile

• Sehr einfach zu implementieren und zu 
verstehen

Nachteile

• Fluch der Dimensionalität. Die Anzahl an 
Rasterpunkten steigt exponentiell mit der 
Anzahl der Eingangsdimensionen
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Verlustfunktion

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.1 Suchverfahren
Random Search

• Die Verlustfunktion wird an N zufällig 
ausgewählten Punkten ausgewertet.

• Der Punkt, der den geringsten 
Verlustfunktionswert liefert wird 
ausgewählt.

Vorteile

• Sehr einfach zu implementieren und zu 
verstehen

Nachteile

• Fluch der Dimensionalität. Um eine 
ähnlich gute Raumabdeckung zu erhalten 
muss die Anzahl Auswertungspunkte 
exponentiell mit der Anzahl 
Eingangsdimensionen ansteigen.
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5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.1 Suchverfahren
Downhill-Simplex-Verfahren (Nelder-Mead-
Verfahren)

• Das Downhill-Simplex-Verfahren hat nichts mit dem 
Simplex-Verfahren der linearen Programmierung zu 
tun.

• Ein Simplex ist die Generalisierung eines Dreiecks 
(für zwei Dimensionen) zu einer beliebigen Anzahl 
Dimensionen. 

• Die Verlustfunktion wird an den Ecken des 
Simplexes (A, B und C) ausgewertet. Die Ecke mit 
dem schlechtesten Verlustfunktionswert (in dem 
Beispiel Ecke B) wird am Schwerpunkt der anderen 
Eckpunkten gespiegelt, was zu dem neuen Punkt B` 
führt. Der neue Simplex besteht nun aus den Ecken 
A, C und B`. 

• Das Verfahren wird so lange wiederholt, bis die 
Verlustfunktion nicht weiter minimiert werden kann.

Simplexe

0 1 2 3

2-Simplex im 2-dimensionalen Eingangsraum

A

B
C

A

B

B'

C
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5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.1 Suchverfahren
Downhill-Simplex-Verfahren oder Nelder-Mead-Verfahren

• Es wird nur eine Funktionsauswertung pro Iteration benötigt.

• Damit der Algorithmus aber tatsächlich konvergiert müssen noch 
ein paar besondere Fälle abgedeckt werden. Damit kein hin-und-
her-springen zwischen zwei Simplexen entsteht, kann anstelle des 
schlechtesten der zweitschlechteste Eckpunkt gespiegelt werden 
oder die Größe des Simplexes reduziert werden.

• Nelder und Mead haben haben den Simplex Algorithmus so 
erweitert, damit folgende Probleme beseitigt werden

1. Alle Richtungen (Parameter) werden mit einem Faktor 
skaliert, wenn die Simplex-Größe reduziert wird

2. Die Größe des Simplexes kann nur reduziert werden, somit 
kann die Konvergenzgeschwindigkeit nicht erhöht werden

3. Verkleinerung des Simplexes benötigt die Neuberechung
aller Eckpunkte.

Quelle: https://en.wikipedia.org/wiki/Nelder–Mead_method

Kontraktion

Expansion

A

B

B'

C

A

B

B'
C
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5.2 Gradientenverfahren

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

particle swarm optimization
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BeispielGradientenbasierte Verfahren sind iterative 
Verfahren. Das heißt, dass der Parametervektor 
der nächsten Iteration         eine korrigierte 
Version des aktuellen Parametervektors ist

Der Gradient                   beinhaltet 
Informationen, wie die Verlustfunktion im 
direkten Umfeld von      „geformt“ ist. Da wir 
eine Verlustfunktion minimieren wollen, kann 
man den aktuellen Parametervektor um einen 
Schritt in die Richtung des negativen Gradienten 
korrigieren (der Gradient zeigt in die Richtung 
des steilsten Anstiegs!), was uns zur Update-
gleichung 

führt, der sogenannten „steepest-descent method“.
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Eigenschaften

• Einfache Berechnung

• Gradient wird benötigt

• Lineare Konvergenz

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.2 Gradientenverfahren
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Steepest Descent - Wahl der Schrittweite

Ein kritischer Schritt ist die Wahl der Schrittweite    . Wird die Schrittweite zu klein gewählt 
konvergiert der Optimierer sehr langsam, wird die Schrittweite zu groß gewählt kann es 
passieren, dass der Optimierer in „schmale“ Täler nicht gut hineinlaufen kann und 
„oszillatorisches Verhalten“ zeigt oder sogar divergiert.

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.2 Gradientenverfahren

Zu kleine Schrittweite

<latexit sha1_base64="zeX6lU/D1Ydc1Xt5I1MkKNl/39c="></latexit>

✓0

<latexit sha1_base64="/KkIWCzB6TJduF9XQyNCbL0j7Kw="></latexit>

✓1
<latexit sha1_base64="rvDJQjLMQrEDV+PTK1QkCSPL0Eo="></latexit>

✓2

<latexit sha1_base64="H4cqEh8TmXv/XoyiE3ME4CsH3UY="></latexit>

✓3

<latexit sha1_base64="+pFR9aAqG5d4DimiDmJK4T92qjc="></latexit>

✓10

<latexit sha1_base64="7MtHobwfmPg13s4tgsuLw8SwE3c="></latexit>⌘

<latexit sha1_base64="M3ofkuzFN62R1cTeWWBRoup+/YY="></latexit>

I(✓) = ✓4 + 7 · ✓3 + 5 · ✓2 � 17 · ✓ + 3

<latexit sha1_base64="zeX6lU/D1Ydc1Xt5I1MkKNl/39c="></latexit>

✓0

<latexit sha1_base64="+pFR9aAqG5d4DimiDmJK4T92qjc="></latexit>

✓10

<latexit sha1_base64="JqTJOYXHxX1CdO7Ek/LjkHVbWc8="></latexit>

..
.

Zu große Schrittweite

<latexit sha1_base64="vUb1XB3aJLX+v8uVDOy7mAfSI7Y="></latexit>

✓4

<latexit sha1_base64="pHr22KaGn0X0XDXzJf1PLVDJm8Q="></latexit>

⌘ = 0.07
<latexit sha1_base64="uah4i1WZQBcjUZtz9HiHseypZ4Y="></latexit>

⌘ = 0.005



Prof. Dr.-Ing. 
Oliver Nelles

Seite 143
University

of Siegen

Steepest Descent - Wahl der Schrittweite

Ein beliebtes Mittel, um den Einfluss der Schrittweite besser zu kontrollieren ist das sogenannte 
„Lernraten Scheduling“. Die Schrittweite wird mit steigender Anzahl Iterationen verkleinert, 
damit die Schrittweite zunehmend kleiner wird.

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.2 Gradientenverfahren

Step Decay Exponential Decay
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5.2 Gradientenverfahren
Initiale Parameter

Nichtlineare Optimierungsmethoden sind iterative Verfahren. In der ersten Iteration          
muss ein initialer Parametervektor     bestimmt werden. Wenn das Optimierungsproblem 
physikalischer Natur ist, kann oft durch Expertenwissen ein guter Startwert bestimmt werden. 
Der Startpunkt hat sehr großen Einfluss auf die Konvergenzgeschwindigkeit sowie die 
Qualität des lokalen Optimums, das gefunden wird.
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Zig-Zagging

Bei schlecht konditionierten Optimierungsproblemen (Probleme mit großem Unterschied 
zwischen kleinstem und größtem Eigenwert der Hesse-Matrix) kommt es bei der steepest-
descent Methode zum sogenannten „Zig-Zagging“. Dies liegt daran, dass die Richtung des 
Gradienten nur an wenigen Stellen in die Richtung des Minimums zeigt.

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.2 Gradientenverfahren

Einen tollen interaktiven Blog Eintrag zu 
diesem Thema und wie Momentum helfen 
kann gegen „Zig-Zagging“ vorzugehen gibt 
es hier: https://distill.pub/2017/momentum/
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Allgemeine Formulierung

Gradientenbasierte Optimierungsverfahren lassen sich alle als

schreiben. Hier ist      die Schrittweite und      die Suchrichtung. Für alle positiv definiten 
Matrizen      sorgt diese Updategleichung für eine Minimierung der Verlustfunktion                         

.

Die Matrix     verändert die Richtung und Länge des Gradienten    . Ersetzt man nun 
unterschiedliche Teile dieser Updategleichung gelangt man zu unterschiedlichen 
Algorithmen:

• Steepest Descent:            (Einheitsmatrix) 

• Newton Methoden: 

• Quasi-Newton Methoden:

• Konjugiertes Gradientenverfahren:

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.2 Gradientenverfahren
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Nonlinear Least Squares

Wenn die Verlustfunktion aus der Summe der Fehlerquadrate besteht

dann ist eine spezielle Klasse an Lösungsverfahren verwendbar. Ist der Fehler           linear 
von den Parametern    abhängig, kann Least Squares verwendet werden (siehe Kapitel 3). Ist 
der Fehler nichtlinear von    abhängig, dann handelt es sich um ein Nonlinear Least Squares
Problem. 

Zur Lösung dieser Problemklasse können der Gauss-Newton (Newton Verfahren auf 
Nonlinear Least Squares Problem angewandt) und Levenberg-Marquardt Algorithmus 
(Mischung aus steepest descent und Gauss-Newton) eingesetzt werden. Sie nutzen effiziente 
Matrix-Vektor-Schreibweise und Approximationen der Hesse-Matrix, die die spezielle Form 
der Verlustfunktion ausnutzt, zur Optimierung von   . 

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.2 Gradientenverfahren
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5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.3 Newton-Verfahren

1. Wähle initialen Parameter
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5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.3 Newton-Verfahren

1. Wähle initialen Parameter

2. Bilde quadratische Approximation
um 
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5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.3 Newton-Verfahren

1. Wähle initialen Parameter

2. Bilde quadratische Approximation
um 

3. Finde das Minimum     der 
quadratischen Approximation. 
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5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.3 Newton-Verfahren

1. Wähle initialen Parameter

2. Bilde quadratische Approximation
um 

3. Finde das Minimum     der 
quadratischen Approximation. 

4. Bilde quadratische Approximation 
um
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5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.3 Newton-Verfahren

1. Wähle initialen Parameter

2. Bilde quadratische Approximation
um 

3. Finde das Minimum     der 
quadratischen Approximation. 

4. Bilde quadratische Approximation 
um

5. Finde das Minimum     der 
quadratischen Approximation.

6. ...

7. Konvergenz
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Das Newton Verfahren basiert auf einer quadratischen Approximation der nichtlinearen 
Verlustfunktion um den alten Parametervektor    . Das heißt im ersten Schritt um den initialen 
Parametervektor     .

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.3 Newton-Verfahren
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Umformen liefert den optimalen Parametervektor der quadratischen Approximation

Der optimale Parametervektor entspricht dem globalen Optimum der Verlustfunktion, wenn 
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5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.3 Newton-Verfahren
Was passiert, wenn man für die Suche des Optimums mit dem Newtonverfahren bei 
folgender Verlustfunktion von unterschiedlichen Startpunkten aus beginnt?

1
23
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5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.3 Newton-Verfahren
Was passiert, wenn man für die Suche des Optimums mit dem Newtonverfahren bei 
folgender Verlustfunktion von unterschiedlichen Startpunkten aus beginnt?

1
23

1) konvergiert zum globalen Optimum, 2) zum rechten lokalen Optimum

3) konvergiert zum globalem Maximum (                  )! Warum ist das so?
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Updategleichung Newton Verfahren

Die Hesse-Matrix (im eindimensionalen Beispiel ein 
Skalar), ist negativ im Bereich [-3,25 -0.25]. Somit läuft 
der Algorithmus nicht entgegengesetzt der 
Gradientenrichtung (zu kleineren Verlustfunktionswerten) 
sondern in Gradientenrichtung und somit zu höheren 
Verlustfunktionswerten.

Das Optimalitätkriterium gibt keine 
Aussage über Minimum oder Maximum, sondern besagt 
lediglich, dass es sich um ein Optimum handelt. 

Ein Optimum ist nur ein Minimum, wenn die Hesse-
Matrix positiv-definit ist (im skalaren Fall, wenn die 
zweite Ableitung > 0 ist).
(Startet das Newton-Verfahren in der Nähe der Null-Durchgänge von der zweiten Ableitung, dann ist die Inverse der 
zweiten Ableitung sehr groß. Der neue Parameter liegt somit weit weg vom vorherigen und das Newton-Verfahren 
konvergiert möglicherweise zu einem völlig anderem Optimum. Die roten Linien sind somit weniger eine exakte 
Grenze ab der das Newton-Verfahren zum Maximum konvergiert als vielmehr ein Bereich, in dem das Verfahren 
zunehmend zum lokalen Maximum konvergiert.)

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.3 Newton-Verfahren
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5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.3 Newton-Verfahren
Die Updategleichung des Newton-Verfahrens

reduziert die Verlustfunktion nur, wenn      positiv definit ist. Dies ist nahe eines lokalen 
Minimums gegeben, aber nicht notwendigerweise zu Beginn der Optimierung. Zwei 
mögliche Modifikationen, falls       nicht positiv definit ist

1. Laufe in die steepest-descent Richtung                       , falls      nicht positiv definit ist 

2. Modifiziere die Hesse-Matrix, sodass sie positiv definit wird. Hierfür kann die Update-
Richtung hin zur steepest-descent Richtung korrigiert werden
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5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.3 Newton-Verfahren
Eigenschaften

• Benötigt zweite Ableitungen

• Kubischer Rechenaufwand wegen Matrix-Inversion

• Quadratischer Speicherbedarf, um Hesse-Matrix zu speichern

• Normalerweise schnellere Konvergenz als Verfahren erster Ordnung

• Benötigt nur einen Schritt zum Optimum, wenn es sich um eine quadratische 
Verlustfunktion ohne Nebenbedingungen handelt (Least Squares)

• Für kleine Anzahl Parameter gut geeignet (           )

• Quadratische Konvergenz (Anzahl der signifikanten Stellen steigt quadratisch an)
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5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.3 Newton-Verfahren
Parallele zu Nullstellensuche

1
23

Newton-Verfahren zur Optimierung Newton-Verfahren zur Nullstellensuche
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5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.3 Newton-Verfahren
Parallele zu Nullstellensuche

1
23

Newton-Verfahren zur Optimierung Newton-Verfahren zur Nullstellensuche
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5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.3 Newton-Verfahren
Parallele zu Nullstellensuche
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Wenn die Hesse-Matrix analytisch nicht berechnet werden kann, muss sie numerisch 
berechnet werden. Dies benötigt           Gradientenberechnungen. Außerdem muss eine

Hesse-Matrix invertiert werden. Das Newton-Verfahren kann deshalb schon für 
mittelgroße Probleme an seine Grenzen stoßen.  

Die Idee von Quasi-Newton Methoden ist es, die Hesse-Matrix (oder ihre Inverse) zu 
approximieren.

Die Approximation der inversen Hesse-Matrix hat den Vorteil, dass keine Inversion mehr 
stattfinden muss. Diese Variante ist auch die am meisten verwendete. Gestartet wird der 
Algorithmus mit der initialen Hesse-Matrix             (steepest-descent Suchrichtung).

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.4 Quasi-Newton-Verfahren
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�1

i g
i

<latexit sha1_base64="CYMlA3iz8ML/EaIsMBBo5a2zHJY="></latexit>

Ĥ
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�1

i + Q̃
i

<latexit sha1_base64="DGz2RmUaKFgdHKqzs+p2e8TK0U0="></latexit>
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Die bekanntesten Quasi-Newton Verfahren basieren auf der Broyden-Fletcher-Goldfrarb-
Shanno (BFGS) Formel mit                               und  

.

Wichtigste Eigenschaften:

• Keine Ableitungen zweiter Ordnung benötigt

• Quadratische Rechenkomplexität wegen Matrix-Multiplikation

• Quadratischer Speicherbedarf

• Sehr schnelle Konvergenz

• Benötigt maximal     Iterationen für eine quadratische Verlustfunktion

• Gut geeignet für Probleme mit Anzahl Parametern in Größenordnung um 100

• Wenn                     , dann ist die Hesse-Matrix nach dem Update weiterhin positiv definit

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.4 Quasi-Newton-Verfahren

Ĥ
−1

i+1 =

(
I −

∆θi∆gT
i

∆θTi ∆g
i

)
Ĥ
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Alle Quasi-Newton Methoden haben quadratisch ansteigenden Speicherbedarf mit der 
Anzahl Parameter    . Für große Probleme lohnt es sich oft nicht die Hesse-Matrix zu 
approximieren. Konjugierte Gradientenverfahren approximieren deshalb nicht die Hesse-
Matrix (linearer skalierender Speicherbedarf und Rechenaufwand) sondern suchen pro 
Iteration ein Update der Such-Richtung    in   

.

Der Parameter     unterscheidet unterschiedliche konjugiere Gradientenverfahren. Die 
bekannteste Wahl ist nach Fletcher und Reeves 

.

Der Faktor     beinhaltet das Wissen, das von vorherigen Iterationen mitgenommen wird. Er 
stellt den Kompromiss zwischen steepest descent (kein Wissen über vergangene Update-
Richtungen) und von der Quasi-Newton Methode (Approximationen der Hesse-Matrix) ein.

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.5 Konjugiertes Gradientenverfahren
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Eigenschaften

• Benötigt für schnelle Konvergenz eine genaue Liniensuche (wird in Kapitel 5.6 erklärt) von   
• Auf einer quadratischen Verlustfunktion konvergiert das Verfahren in maximal    Iterationen

• Konjugierte Gradientenverfahren werden auch genutzt um Least Squares Probleme zu lösen, 
wenn diese groß oder „sparse“ sind.

• Das Verfahren bekommt seinen Namen durch die Updategleichung 

in der konjugierte Suchrichtungen berechnet werden. Zwei Suchrichtungen sind konjugiert, 
wenn gilt                    . Dies impliziert, dass     und     unabhängige Suchrichtungen sind. 
„Konjugiert“ (    beliebig) ist eine Erweiterung von „orthogonal“ (            Einheitsmatrix).

• Es werden keine zweiten Ableitungen benötigt

• Linearer Rechenaufwand

• Schnelle Konvergenz
• Am besten für große Probleme geeignet (Ordnung 1000 oder mehr Parameter)

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.5 Konjugiertes Gradientenverfahren
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Die Liniensuche ist ein wichtiges Verfahren überall dort, wo Schrittweiten    nicht als fester 
Wert gewählt sondern eingestellt werden müssen. Gradientenbasierte Optimierungsverfahren 
lassen sich alle als

schreiben. Hier ist     die Suchrichtung. Für alle positiv definiten Matrizen      sorgt diese 
Updategleichung für eine Minimierung der Verlustfunktion                         .

Anstelle einfach eine Schrittweite (Lernrate)     „heuristisch“ zu bestimmen, welche die 
Verlustfunktion beliebig viel oder wenig minimiert, probiert die Liniensuche, die optimale 
Schrittweite mit maximaler Reduktion der Verlustfunktion in die gegebene Richtung 
zu finden.

Das Verfahren besteht aus zwei Schritten:

1. Das Intervall, das entlang     das Minimum enthält, muss gefunden werden.

2. Das Minimum muss in diesem Intervall gefunden werden.

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.6 Liniensuche
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Intervallsuche

Um das Intervall zu finden, in dem das lokales Minimum bezüglich der Schrittweite      
liegt, wird die Verlustfunktion an unterschiedlichen Stellen ausgewertet (im Beispiel A 
(Startpunkt), B, C und D) bis die Verlustfunktion wieder anfängt zu steigen. Um schnelle 
Konvergenz zu garantieren, wird die Schrittweite für jede Stelle verdoppelt.

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.6 Liniensuche
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Intervallreduktion

Ist ein Intervall [A, B] (B = D aus vorheriger Folie!) gefunden, in dem ein Minimum liegt, 
muss die Intervallgröße reduziert werden, um näher ans Optimum zu gelangen. Teilt man das 
Intervall nur durch einen Punkt C (linkes Bild), kann das Intervall nicht reduziert werden. 
Das lokale Minimum kann links oder rechts von C liegen. 

Unterteilt man [A, B] hingegen durch zwei Punkte C und D also in in drei Teile (rechtes Bild) 
kann das Intervall auf [C, B] reduziert werden. Dies ist möglich, weil davon ausgegangen 
wird, dass nur ein Minimum in [A, B] existiert. Intelligente Platzierung von den Punkten C 
und D (bspw. Fibonacci oder Golden Section Search) machen es möglich, in der nächsten 
Iteration die Auswertung am Punkt D weiter zu verwenden und in jeder Iteration nur eine 
weitere, neue Auswertung der Verlustfunktion zu machen.

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.6 Liniensuche
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Das Problem beim Gradientenverfahren „Zig-Zagging“ wurde bereits beschrieben. Anstelle 
einer fixen Schrittweite soll nun in jedem Schritt die ideale Schrittweite berechnet werden.

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.6 Liniensuche im Gradientenverfahren
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5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.7 Nichtlineare Probleme mit Nebenbedingungen
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Bis jetzt können die Parameter im Parameterraum beliebige Größen annehmen. Häufig liegen 
allerdings Nebenbedingungen (NB) vor, die während der Optimierung eingehalten werden 
müssen. Die zu optimierenden Parameter sind in solchen Fällen meist physikalisch 
interpretierbar, da sonst keine Nebenbedingungen für sie sinnvoll erstellt werden könnten.

Im allgemeinen kann ein nichtlineares Optimierungsproblem mit Ungleichungs- und 
Gleichungsnebenbedingungen wie folgt formuliert werden:

Wir führen nun einen Strafterm ein, der bei Verletzung der Nebenbedingungen die 
Verlustfunktion vergrößert, um den Optimierer davon wegzutreiben:

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.7 Nichtlineare Probleme mit Nebenbedingungen
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<latexit sha1_base64="rJIGsyG8Ro5BIiaM1EO4Sgot14g="></latexit>

hj(✓) = 0, j = 1, . . . , l

<latexit sha1_base64="Gk0ARBKgejj9c9u0FCrXly+gri0="></latexit>|
{z

}

<latexit sha1_base64="K6W5fqKAXAMtiwS7qi4EAhxlHjE="></latexit>

min
✓

I(✓)

<latexit sha1_base64="ada8FHHqyV1db8PxzZmK/wF5+9I="></latexit>

min
✓

I(✓) + P (gi(✓), hj(✓))
<latexit sha1_base64="tJPW5LvCwWYyQcM5GKy7gz5yt6I="></latexit>

für alle i, j
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Was ist der beste Strafterm                                                          ?

Am einfachsten wäre ein Strafterm, der im zulässigen Bereich 0 hinzuaddiert und      überall 
sonst. Die Verlustfunktion würde nur im unzulässigen Bereich „verzerrt“ werden. Dieser 
ideale Strafterm sähe dann so aus:

Beispiel

Problem:         ist nicht differenzierbar und die Optimierung unmöglich, wenn der Initialwert 
außerhalb des gültigen Bereiches liegt. Wie kann man          sinnvoll annähern?

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.7 Nichtlineare Probleme mit Nebenbedingungen

<latexit sha1_base64="ai7Ffd073+gij5BI27nv7nZTWj8="></latexit>

s.t.

<latexit sha1_base64="Gk0ARBKgejj9c9u0FCrXly+gri0="></latexit>|
{z

} <latexit sha1_base64="opmennz/Dx3bmLDjNU3AC/9gPj8="></latexit>1 sonst

<latexit sha1_base64="W/T9cWq8TVHLESimIt0YfdsNdDo="></latexit>

0 wenn y  0

<latexit sha1_base64="l4vws5tpzjK6D2GUgCuxNHsqbxc="></latexit>1

<latexit sha1_base64="Osf1SmTs0gr4lX3CIYv62ELhN7k="></latexit>

P (y)

<latexit sha1_base64="+FoyLcse+Fyg1E8RioWKlwDeXk4="></latexit>

P (y(✓)) = P (gi(✓), hj(✓))

<latexit sha1_base64="pyj9C80kD2exNC+3dYowyAPC/OE=">AAAC5XichVFNa9tAEH1Wv/LVxm1u6UXUBOyLkUJoeyk1pA25BByo40AcwkpeK8KyJFZrgxsC+QO5lVx767X9O82vyA/oIW/XSqE1IStWM/vmzduZnSBP4kJ73u+K8+jxk6fPFhaXlleev1itvnx1UGRjFcpOmCWZOgxEIZM4lR0d60Qe5kqKUZDIbjDcNvHuRKoiztIveprL45GI0ngQh0ITOqmut+vTem+c9qUyEm5Pn0otGg 33g3tSrXlNzy533vFLp/bxBna1s+o1eugjQ4gxRpBIoeknECj4HcGHh5zYMc6IKXqxjUucY4m5Y7IkGYLokP+Ip6MSTXk2moXNDnlLwq2Y6WKDe8cqBmSbWyX9gvYP91eLRffecGaVTYVT2oCKi1Zxj7jGKRkPZY5K5l0tD2earjQGeG+7iVlfbhHTZ/hX5xMjitjQRlx8tsyIGoE9T/gCKW2HFZhXvlNwbcd9WmGttCppqSiop2jN67Mejtn/f6jzzsFm03/b9Pe3ai1vNm8s4DXeoM6pvkMLu2izjhAX+IGf+OVEzqXzzbmaUZ1KmbOGf5bz/RbyOZl7</latexit>

P (y(✓)) =

<latexit sha1_base64="Osf1SmTs0gr4lX3CIYv62ELhN7k="></latexit>

P (y)

<latexit sha1_base64="b8HfMTwktQFr1TD5IK3f/v0qAfs="></latexit>

min
✓

Ip(✓, p) = min
✓

I(✓) + P (gi(✓), hj(✓))

<latexit sha1_base64="oLJHfX2y79YlZRcDfheNivZWcpk=">AAAC3XichVFNS8NAEH3G7/pV69FLsAh6KYmIehEFP9CDUMFWQaVs4lpD0yQkW7GKR2/i1ZtX/Uv6K/wBHnzZpoKKuGEzb9/MvJ3ZcSLfS5RlvfYYvX39A4NDw7mR0bHxifxkoZqErdiVFTf0w/jIEYn0vUBWlKd8eRTFUjQdXx46jY3Uf3gp48QLgwPVjuRpU9QD79xzhSJVyxd2507UhVRi3lw1O6iWL1olSy/zN7AzUFx7h1 7lMP+GE5whhIsWmpAIoIh9CCT8jmHDQkTuFDfkYiJP+yVukWNui1GSEYJsg/86T8cZG/CcaiY62+UtPnfMTBOz3Nta0WF0eqskTmg/uK81V//zhhutnFbYpnWoOKwV98grXDDiv8xmFtmt5f/MtCuFc6zobjzWF2km7dP90tmkJybX0B4TWzqyTg1Hny/5AgFthRWkr9xVMHXHZ7RCW6lVgkxRUC+mTV+f9XDM9s+h/gbVhZK9VLL3F4vrVmfeGMI0ZjDHqS5jHTsosw4XV3jCM16MmnFn3BsPnVCjJ8uZwrdlPH4CMMWWig==</latexit>

I(✓) = ✓
<latexit sha1_base64="GQwgUlaN93H3V2GGuACSYKkj76o="></latexit>

g(✓) = (✓ � 2)2 � 1  0

<latexit sha1_base64="Xn71VZIzLfAll8DtGkeJAv+IA6U=">AAADD3ichVHLbtNAFD11ebTlFcqSjUWElAg1siME7KjUgmCBFCTSVmpKNHam6Sj22BpPKqVWPoLf4AfYIbbs2LZfwQew4HjiIEGFOtb43jn33DP3zo3yRBU2CM5XvNVr12/cXFvfuHX7zt17jfube0U2NbHsx1mSmYNIFDJRWvatsok8yI0UaZTI/WiyU8X3T6UpVKY/2Fkuj1Ix1upYxcISGjZ2B6nSw3JgT6QVc/9ta+G1/S d+rzWY6pE0kRGxLOvAVrf9sbsVzoflbEmdt4eNZtAJ3PIvO2HtNF/+hFu9rHGBAUbIEGOKFBIaln4CgYLfIUIEyIkdoSRm6CkXl5hjg7lTsiQZguiE/zFPhzWqea40C5cd85aE2zDTx2Pu104xIru6VdIvaH9xnzls/N8bSqdcVTijjai47hTfEbc4IeOqzLRmLmu5OrPqyuIYL1w3ivXlDqn6jP/o7DJiiE1cxMcrxxxTI3LnU76Apu2zguqVlwq+63hEK5yVTkXXioJ6hrZ6fdbDMYf/DvWys9fthM864funze1gMW+s4SEeocWpPsc23qDHOmJ8xg+c48L75H3xvnrfFlRvpc55gL+W9/03I8SqNg==</latexit>

min
✓

I(✓) + P ((✓ � 2)2 � 1| {z }
y(✓)

)

<latexit sha1_base64="RDr61XuJ4c1JU/nEMWTjUhwHBbA="></latexit>

✓⇤

<latexit sha1_base64="tJPW5LvCwWYyQcM5GKy7gz5yt6I="></latexit>

für alle i, j
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Äußere Barrierefunktionen

Beispielsweise durch Barrierefunktionen. Wenn alle NB erfüllt sind 
(               und                ,                  ), dann soll auch                     sein. 
Durch die quadratischen Terme ist ein glatter Übergang von zulässigem 
und unzulässigem Bereich sichergestellt. Da nun alle 
Nebenbedingungen in die neue Verlustfunktion              eingebaut 
wurden, kann ein beliebiger nichtlinearer Optimierer ohne 
Nebenbedingungen verwendet werden.

Für kleine p kann das Optimum außerhalb des zulässigen Bereiches 
liegen, dafür ist die eigentliche Verlustfunktion        wenig verändert. 
Für große p kann die Initialisierung schwierig sein, dafür muss das 
Optimum näher am zulässigen Bereich liegen. Strategie: Mit kleinem p
die Optimierung beginnen und dann immer weiter erhöhen.

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.7 Nichtlineare Probleme mit Nebenbedingungen

<latexit sha1_base64="XhWNO5IyYwqWtRlLxA0lUYyY3Pc="></latexit>

gi(✓)  0
<latexit sha1_base64="0edgurPMMlikMfbDvvuF/4cORaM="></latexit>

hj(✓) = 0

<latexit sha1_base64="AWUQnlHkxtMSsY2LCGy6nMgwCPI="></latexit>

p = 1

<latexit sha1_base64="Hx2n56knG6Ysg04x38qLTe2HieY="></latexit>

Ip(✓, p)

<latexit sha1_base64="MNiG/zfKv87BCyQcuc5um2dmb1k="></latexit>

I(✓)

<latexit sha1_base64="YRJNUfUpQ6rqiWExA2LTHKkw3jE="></latexit>

✓̂

<latexit sha1_base64="X166YCsFnL2PygL1RGbLb8ZPskk="></latexit>

min
✓

Ip(✓, p) = min
✓

I(✓) + P (gi(✓), hj(✓))
<latexit sha1_base64="XC44MbqMHHhegz7SwjFiQB9rmwI="></latexit>

Pexterior (y(✓)) = p ·

0

@
mX

i=1

(max (0, gi(✓)))
2 +

lX

j=1

(hj(✓))
2

1

A

<latexit sha1_base64="RDr61XuJ4c1JU/nEMWTjUhwHBbA="></latexit>

✓⇤
<latexit sha1_base64="yPMWno6uIZPFJlRQCRSJ2cfLWWk="></latexit>

p = 0.2

<latexit sha1_base64="2JsqlDsVampw12mHN/Gk71tK42M="></latexit>

p = 20

<latexit sha1_base64="xf/PAMPTUuGDbvMOmO16yQ7kc3U="></latexit>

P (y(✓)) = 0
<latexit sha1_base64="tJPW5LvCwWYyQcM5GKy7gz5yt6I="></latexit>

für alle i, j

beispielsweise
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Innere Barrierefunktionen

Die inneren Barrierefunktionen verfolgen die gegensätzliche 
Philosophie zu den äußeren Barrierefunktionen. Die 
Barrierefunktion strebt nach unendlich, wenn man sich den 
Grenzen der NB vom zulässigen Bereich aus nähert.

Für kleine p liegt das geschätzte Optimum nahe dem echten 
Optimum. Für große p wird die Verlustfunktion immer weiter 
verzerrt.

Für Probleme mit einfachen Nebenbedingungen können 
Barrierefunktionen effektiv und einfach eingesetzt werden. 
Zum Beispiel sind Stellgrößenbeschränkungen oft durch solche 
Barrierefunktionen gut umsetzbar.

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.7 Nichtlineare Probleme mit Nebenbedingungen

<latexit sha1_base64="AWUQnlHkxtMSsY2LCGy6nMgwCPI="></latexit>

p = 1

<latexit sha1_base64="YRJNUfUpQ6rqiWExA2LTHKkw3jE="></latexit>

✓̂

<latexit sha1_base64="X166YCsFnL2PygL1RGbLb8ZPskk="></latexit>

min
✓

Ip(✓, p) = min
✓

I(✓) + P (gi(✓), hj(✓))
<latexit sha1_base64="dkMLGaxEXwRgM5k9SzSEC4bNnCk="></latexit>

Pinterior (y(✓)) = p ·

0

@
mX

i=1

�1

gi(✓)
+

lX

j=1

(hj(✓))
2

1

A

<latexit sha1_base64="RDr61XuJ4c1JU/nEMWTjUhwHBbA="></latexit>

✓⇤
<latexit sha1_base64="hLKZH6D5icoEjzEVAmhnBUWIrWk="></latexit>

p = 0.5

<latexit sha1_base64="1oVK22fqRIJi8KHCUUETHhyCDzk="></latexit>

p = 5

beispielsweise
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Lagrange-Funktion

Äußere und innere Barrierefunktionen verzerren die ursprüngliche Verlustfunktion. 
Die 0-Unendlich-Barrierefunktion führt zu einer nicht differenzierbaren Verlustfunktion. 
Wir versuchen nun die ideale 0-Unendlich Verlustfunktion anders aufzufassen. 

Diese Funktion kann man auch als Maximierungs-Problem schreiben:

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.7 Nichtlineare Probleme mit Nebenbedingungen

<latexit sha1_base64="Gk0ARBKgejj9c9u0FCrXly+gri0="></latexit>|
{z

} <latexit sha1_base64="opmennz/Dx3bmLDjNU3AC/9gPj8="></latexit>1 sonst

<latexit sha1_base64="W/T9cWq8TVHLESimIt0YfdsNdDo="></latexit>

0 wenn y  0<latexit sha1_base64="pyj9C80kD2exNC+3dYowyAPC/OE="></latexit>

P (y(✓)) =

<latexit sha1_base64="cqcO3EM/8pgYVnmvxIsJ7RYr9LA="></latexit>

P (y(✓)) = max
��0

� · y(✓)

<latexit sha1_base64="NQtiQbCfIVldGp09nM4ph4h9OY8="></latexit>

� = 0
<latexit sha1_base64="WQPxT/SGopSet7YKU9mB0utD6iA="></latexit>

� = 1
<latexit sha1_base64="BZgztkb6fvgip8ELcmdOEKn8NRo="></latexit>| {z }<latexit sha1_base64="BZgztkb6fvgip8ELcmdOEKn8NRo="></latexit>| {z }
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Lagrange-Funktion

Nun setzten wir in unser Beispielproblem die umgeschriebene Barrierefunktion ein.

Problem:

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.7 Nichtlineare Probleme mit Nebenbedingungen

Der max-Operator kann nun nach vorne gezogen werden (kein    in        ) 
<latexit sha1_base64="MNiG/zfKv87BCyQcuc5um2dmb1k="></latexit>

I(✓)
<latexit sha1_base64="hKyMN3lhLUBEIdtOnousWIhez2g="></latexit>

�

Dieses Problem wird primales Problem genannt. Dies ist oft nicht einfach zu lösen. Das 
Funktional             heißt Lagrange-Funktion.

<latexit sha1_base64="P+K4laRVGj5IBuU7i4bXG1bOpiI="></latexit>

L(✓,�)

<latexit sha1_base64="ai7Ffd073+gij5BI27nv7nZTWj8="></latexit>

s.t.

<latexit sha1_base64="oLJHfX2y79YlZRcDfheNivZWcpk="></latexit>

I(✓) = ✓
<latexit sha1_base64="GQwgUlaN93H3V2GGuACSYKkj76o="></latexit>

g(✓) = (✓ � 2)2 � 1  0
<latexit sha1_base64="Xn71VZIzLfAll8DtGkeJAv+IA6U="></latexit>

min
✓

I(✓) + P ((✓ � 2)2 � 1| {z }
y(✓)

)
<latexit sha1_base64="RDr61XuJ4c1JU/nEMWTjUhwHBbA="></latexit>

✓⇤
<latexit sha1_base64="d12DjtFDfplwwwi3MjjQgq6C0M0="></latexit>

min
✓

✓
✓ +max

��0
� ((✓ � 2)2 � 1)

◆

<latexit sha1_base64="jamx2S6FMX386X7vo6tBP/VzuvQ="></latexit>

min
✓

0

B@max
��0

(✓ + � ((✓ � 2)2 � 1))| {z }
L(✓,�)

1

CA
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Lagrange-Funktion

Oft ist es viel einfacher das duale Problem (vertauschen von min- und max-Operator) zu 
lösen:

Das Lösen dieses Problems ist oft deutlich einfacher und führt (wenn gewisse Annahmen 
erfüllt sind, was bei diesem Beispiel der Fall ist) zum gleichen Ergebnis wie das Lösen des 
primalen Problems.

Im Allgemeinen kann jedes nichtlineare Problem mit Nebenbedingungen als Lagrange-
Funktion geschrieben werden:

Für Gleichungsbedingungen kann     beliebige positive wie negative Werte annehmen, für 
Ungleichungsbedingungen ist nur            zulässig.

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.7 Nichtlineare Probleme mit Nebenbedingungen

<latexit sha1_base64="Nd2fUAgAFL9aqpb42us7qEIAL8E="></latexit>

µj
<latexit sha1_base64="hogCA21EEzdP7AsviWecA6Jw8Hc="></latexit>

�i � 0

<latexit sha1_base64="QGz+ONlfiHyIHoIfkmOOFzVmJ4o="></latexit>

max
��0

0

B@min
✓

(✓ + � ((✓ � 2)2 � 1))| {z }
L(✓,�)

1

CA

<latexit sha1_base64="FqiU8F2CLv4ZlbyZ0ZPgyvvbcy8="></latexit>

L(✓,�, µ) = I(✓) +
mX

i=1
�i�0

�igi(✓) +
lX

j=1

µj hj(✓)
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Lösen des Beispielproblems via des dualen Problems (im allgemeinen Fall nicht immer 
so einfach möglich)

Lösen des Minimierungsproblems:

Einsetzen in Lagrange-Funktion liefert Maximierungsproblem

Lösen des Maximierungsproblems liefert

Einsetzen in obige Beziehung zwischen     und     liefert das Ergebnis

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.7 Nichtlineare Probleme mit Nebenbedingungen

<latexit sha1_base64="GPcrRXPoEYg4NERPJvWhB5Fl1nM="></latexit>!

<latexit sha1_base64="GPcrRXPoEYg4NERPJvWhB5Fl1nM="></latexit>!

<latexit sha1_base64="QGz+ONlfiHyIHoIfkmOOFzVmJ4o="></latexit>

max
��0

0

B@min
✓

(✓ + � ((✓ � 2)2 � 1))| {z }
L(✓,�)

1

CA

<latexit sha1_base64="CXq8VU/spJ9rArIYGpuh8W+46ec="></latexit>

@L(✓,�)
@✓

= 1 + 2�(✓ � 2)
!
= 0

<latexit sha1_base64="YpFIJf3sFFkLVJYUqEri5x2nAO4="></latexit>

✓ = � 1

2�
+ 2

<latexit sha1_base64="z3I7jc0VHYmgUMZ0ijPZWK6nt+0="></latexit>

d

d�

✓
� 1

4�
+ 2� �

◆
!
= 0

<latexit sha1_base64="ZcW94eSq2dbRY7K9FFV0/bdCj4k="></latexit>

� =
1

2

<latexit sha1_base64="QQh44zJJUEEwz4mLNbgThbe+gZU="></latexit>

✓⇤ = 1

<latexit sha1_base64="Uw0EaRDhtXrvOq7tA4ZPEWaovBg="></latexit>

✓

<latexit sha1_base64="RDr61XuJ4c1JU/nEMWTjUhwHBbA="></latexit>

✓⇤
<latexit sha1_base64="RDr61XuJ4c1JU/nEMWTjUhwHBbA="></latexit>

✓⇤

<latexit sha1_base64="X3KmNXm2+UF0BAuHmthkrvh/dug="></latexit>

max
��0

� 1

2�
+ 2 + �(� 1

2�
)2 � � = max

��0
� 1

4�
+ 2� �
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Lösen des Beispielproblems via des primalen Problems

Lösen des Maximierungsproblems:

Einsetzen von     in Verlustfunktion liefert Ergebnis 

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.7 Nichtlineare Probleme mit Nebenbedingungen

<latexit sha1_base64="GPcrRXPoEYg4NERPJvWhB5Fl1nM="></latexit>!

<latexit sha1_base64="QQh44zJJUEEwz4mLNbgThbe+gZU="></latexit>

✓⇤ = 1

<latexit sha1_base64="RDr61XuJ4c1JU/nEMWTjUhwHBbA="></latexit>

✓⇤
<latexit sha1_base64="RDr61XuJ4c1JU/nEMWTjUhwHBbA="></latexit>

✓⇤

<latexit sha1_base64="4eZsibvwgSbUSbHXQA7aXXiiRsY="></latexit>

min
✓

0

B@max
��0

(✓ + � ((✓ � 2)2 � 1))| {z }
L(✓,�)

1

CA

<latexit sha1_base64="OAhwDvbDfMIpKmDcblTyQ1TKlG0="></latexit>

dL(✓,�)
d�

=
�
(✓ � 2)2 � 1

� !
= 0

<latexit sha1_base64="Uw0EaRDhtXrvOq7tA4ZPEWaovBg="></latexit>

✓
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Duales Problem

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.7 Nichtlineare Probleme mit Nebenbedingungen

und Lagrange-Funktion
<latexit sha1_base64="vJuchNzyG0jbYrY2gKV7ARGDYqE="></latexit>

L(✓,�) = ✓ + � ((✓ � 2)2 � 1)

<latexit sha1_base64="NQtiQbCfIVldGp09nM4ph4h9OY8="></latexit>

� = 0

<latexit sha1_base64="jqE2318hF9mwNDp6sOFSIJ9AW/w="></latexit>

� = 11

Die duale Funktion ist immer konkav und ist 
kleiner oder gleich dem Optimum des primalen
Problems (siehe nächste Folie)

mit dualer Funktion

Hier starke Dualität (strong duality), da

Schwache Dualität (weak duality) wäre

Duality gap

Primales Problem

<latexit sha1_base64="ai7Ffd073+gij5BI27nv7nZTWj8="></latexit>

s.t.
<latexit sha1_base64="GQwgUlaN93H3V2GGuACSYKkj76o="></latexit>

g(✓) = (✓ � 2)2 � 1  0

<latexit sha1_base64="wJXhClhXiV6e3TMCw22/Bvqvd7A=">AAAC9XichVHLSiNBFD32+H5NHJdugkFQF6FbZHQjBnwwLgQFo4KRUN2WsUi/6K44ZIL/4A+4E7fu3I6/oV/hB7jwdKUVVMRqqu+pc+89dW9dN/ZVqm37ocf60dvXPzA4NDwyOjb+szDxaz+NWoknq17kR8mhK1Lpq1BWtdK+PIwTKQLXlwducy3zH5zLJFVRuKfbsTwORCNUp8oTmlS9MF8LVFjv1PSZ1OJia7YL5lbe0V1TL5 Tssm1W8TNwclBafYJZO1HhETWcIIKHFgJIhNDEPgRSfkdwYCMmd4wOuYRIGb/EBYaZ22KUZIQg2+S/wdNRzoY8Z5qpyfZ4i8+dMLOIGe5No+gyOrtVEqe0z9z/DNf48oaOUc4qbNO6VBwyitvkNc4Y8V1mkEe+1vJ9ZtaVximWTTeK9cWGyfr03nTW6UnINY2niA0T2aCGa87nfIGQtsoKsld+VSiajk9ohbHSqIS5oqBeQpu9PuvhmJ2PQ/0M9hfKzu+ys7tYqtjdeWMQU5jGLKe6hAr+YId1eLjEHf7j3vprXVnX1k031OrJcybxblm3Lz8eogw=</latexit>

min
✓

I(✓) = min
✓

✓

Lagrange-Multiplikator    
stellt ein, in wie weit die 
Lagrange-Funktion             
der Verlustfunktion              
oder der NB         entspricht.

<latexit sha1_base64="+iRqguITCr4NYMsK9gz5MH2DmMw="></latexit>

�

<latexit sha1_base64="kg1XmWhCP/W4KF+O2ri7z2Wu/7c="></latexit>

I(✓)
<latexit sha1_base64="n1E1aVtIRB/KrukNMX14J4esqcs="></latexit>

g(✓)

<latexit sha1_base64="35xE0AKIrbA3qgGrqRlUqhOeM2c="></latexit>

L(✓,�)

<latexit sha1_base64="QQh44zJJUEEwz4mLNbgThbe+gZU="></latexit>

✓⇤ = 1

<latexit sha1_base64="amAiu9X4J4RJgdstH1WKQ/gTW68="></latexit>

✓ = 1.5

zulässiger Bereich

<latexit sha1_base64="HIt/TpL96CRAdob9r5m+pvbKyhA="></latexit>

✓ = 1.25
<latexit sha1_base64="RUOFnZldxz1ZkK2d9LdMsgqOeSs="></latexit>

✓ = 0.5

<latexit sha1_base64="tU3xsbD7+ZkHnAMriBj3rAf/yJo="></latexit>

d(�) = min
✓

L(✓,�)

<latexit sha1_base64="oiT/SMRIK4ICYPMejdE+OvIWqd4="></latexit>

max
�

d(�)

<latexit sha1_base64="rvyBp43EYPBmR/eSlKCa+Vwq9As=">AAADFnichVHLahRBFD1pX0l8jWbppnAQJhKG7iDqJhhQg6JCBCcJpONQ3VOZKab6YXdNIBnmP/yN/EB2wa070ZX+gR/gwtM1PYIGSTXV99a55566t26UG11a3/865124eOnylfmFxavXrt+42bh1e6vMRkWsOnFmsmInkqUyOlUdq61RO3mhZBIZtR0Nn1bx7QNVlDpL39nDXO0lsp/qfR1LS6jbeNVrhYb0nlxeCxOddsehHS grJ+FKmEg7iKUZv560xBRdmXFFaNQH8bI1hd/fXxZrIug2mn7bd0ucdYLaaT75Cbc2s8Y3hOghQ4wREiiksPQNJEp+uwjgIye2hzGxgp52cYUJFpk7IkuRIYkO+e/ztFujKc+VZumyY95iuAtmCtzj3nCKEdnVrYp+SfuL+8hh/f/eMHbKVYWHtBEVF5ziG+IWAzLOy0xq5qyW8zOrriz28dh1o1lf7pCqz/iPzjNGCmJDFxF47ph9akTufMAXSGk7rKB65ZmCcB33aKWzyqmktaKkXkFbvT7r4ZiDf4d61tlabQcP28HbB811fzpvzOMO7qLFqT7COl5gk3XEOMYXfMcP76N34p16n6ZUb67OWcJfy/v8G5ADrM8=</latexit>

d(�) = min
✓

L(✓,�)  I(✓⇤) = 1

<latexit sha1_base64="dyA5AgKuiFlZQVgesaGUUPZCqXU="></latexit>

d(�⇤) = I(✓⇤)

<latexit sha1_base64="VOYwHU0BCftiI0GHGc5uR8TZgII="></latexit>

d(�⇤)  I(✓⇤)

<latexit sha1_base64="qPLK+OWSdSAe9lOv4ADLiiF0x6Q=">AAAC43ichVHLLgRBFD3a+z3YSGwmJpIhMekWwY7EIywkJAaJQap7yuhMT3enu0aC8AN2Ymtny//wFT7AwqnSJIioTvW999x7T92HGwd+qmz7ucVqbWvv6Ozq7unt6x8YzA0N76ZRM/Fk2YuCKNl3RSoDP5Rl5atA7seJFA03kHtufVn7985kkvpRuKPOY3nYELXQP/E9oQgd50Y3ihV1KpU4mpqcrhYrAVOr2jjOFeySbU7+t+ JkSmHxFeZsRbkXVFBFBA9NNCARQlEPIJDyO4ADGzGxQ1wSS6j5xi9xhR7mNhklGSGI1vmv0TrI0JC25kxNtsdXAt6EmXlM8K4ZRpfR+lVJPaV8470wWO3PFy4Ns67wnNIlY7dh3CSucMqI/zIbWeRnLf9n6q4UTrBguvFZX2wQ3af3xbNCT0Ksbjx5rJrIGjlcY59xAiFlmRXoKX8y5E3HVUphpDQsYcYoyJdQ6umzHq7Z+bnU38ruTMmZKznbs4Ul+2Pf6MIYxlHkVuexhHVssQ4P13jAI54sad1Yt9bdR6jVkuWM4Nux7t8BcWuYhg==</latexit>

I(✓⇤)� d(�⇤)
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Die Duality-Gap ist 0 ( ) z.B. für LPs und QPs und die meisten anderen 
konvexen Optimierungsprobleme*, siehe Bild.                       

Dualität und Duality Gap

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.7 Nichtlineare Probleme mit Nebenbedingungen

<latexit sha1_base64="FqiU8F2CLv4ZlbyZ0ZPgyvvbcy8=">AAAD2HichVJNb9QwEJ00fLTla4EjF4sVUiuqVYIQcFlRiW8JpCKxbUVTVk7WzZq1kyVxFpUoEjfElX/HkX/QH8CBZzetKG2pLXvGb+Y9z1iOp0qWJgh+enP+ufMXLs4vLF66fOXqtc71G+tlXhWJGCS5yovNmJdCyUwMjDRKbE4LwXWsxEY8eWLjGzNRlDLP3pndqdjWPM3kjky4ATTs/Io0N+OEq/p1sxRV2UgUVqqOzFgY3q ywvzEF3dFRkEW6Wu6/OoG6fDcqKz2sscel4cmklv2QRRFrZYaSRan4xIKm+VDr5hCuZcNSu/9H82M/BEk19nacYFfG1p5EGXa6QS9wgx13wtbpPt4jN9byzh5FNKKcEqpIk6CMDHxFnErMLQopoCmwbaqBFfCkiwtqaBHcClkCGRzoBHuK01aLZjhbzdKxE9yisAowGd3Beu4UY2TbWwX8EvY31heHpafeUDtlW+EubAzFBaf4BrihMTLOYuo286CWs5m2K0M79Mh1I1Hf1CG2z+RQ5ykiBbCJizB65jJTaMTuPMMLZLADVGBf+UCBuY5HsNxZ4VSyVpFDr4C1r2/rOb077XIFMAF9RQ2+RPjvBzjurN/rhQ964dv73dVg/2/QPN2i27SEH/CQVuklraHmxHvhaW/mffbf+1/9b/73/dQ5r+XcpCPD//EHDrPvYA==</latexit>

L(✓,�, µ) = I(✓) +
mX

i=1
�i�0

�igi(✓) +
lX

j=1

µj hj(✓)

<latexit sha1_base64="IAiZihVag6tB7SwwWZHSCCc3g+M=">AAADhHichVJbTxQxFD7DKAJeWPHJ+DJhY4KRbGa8wQtK4iW+mGDiAgmDm85sma3budB2SHAyP8Ef6L8g8dUHv3YHEkVCm/acfj3fd85pmlRSaBOGP705/8bN+VsLi0u379y9t9y7v7Kry1qlfJiWslT7CdNcioIPjTCS71eKszyRfC+ZvrX3eydcaVEWX8xpxQ9zlhXiSKTMABr1fsS6zkcN9kQblk4bsRUFcRzEEhpjNhJBnP HjIGzbr03eXsCNaIPM7mtxXYy5sumb2Ey4Ye2TpzPNb1sRSBKkvMYJdn1i7f8oELZZRr1+OAjdCC47Uef035yRGztl74xiGlNJKdWUE6eCDHxJjDTmAUUUUgXskBpgCp5w95xaWgK3RhRHBAM6xZ7hdNChBc5WUzt2iiwSS4EZ0GOsD04xQbTNyuFr2N9Y3x2WXZmhccq2wlPYBIqLTvETcEMTRFzHzLvI81quZ9quDB3RputGoL7KIbbP9ELnHW4UsKm7Cei9i8ygkbjzCV6ggB2iAvvK5wqB63gMy5zlTqXoFBn0FKx9fVvP1d3lLpYD49CX1OJLRP9+gMvO7rNB9GoQfX7R3w5nf4MW6BGt0hp+wAZt00faQc0p/fIeeqte35/31/3n/stZ6JzXcR7QX8N//Qf76MxR</latexit>

mX

i=1
�i�0

�igi(✓) +
lX

j=1

µj hj(✓)  0

Lagrange-Funktion

Duale Lagrange-Funktion oder nur duale Funktion

Die duale Funktion ist im zulässigen Bereich (NB erfüllt) 
eine untere Schwelle für das Optimierungsproblem

Dies gilt im zulässigen Bereich (NB erfüllt), da alle NB kleiner oder gleich 0 sind

* Wenn Slater‘s Bedingung erfüllt ist
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5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.7 Nichtlineare Probleme mit Nebenbedingungen
Warum ist die duale Funktion immer konkav, 
unabhängig davon wie         aussieht?
Lagrange-Funktion (ein Parameter, eine NB)

Es sei    ein beliebiger fester Wert für   , dann ist die 
Lagrange-Funktion ausgewertet an     immer eine affine 
Funktion in    (siehe Bild oben rechts für unterschiedliche   )

Sucht man nun das Minimum der Lagrange-Funktion 
bezüglich „aller möglichen    für ein bestimmtes   “, erhält 
man die duale Funktion

.

Da         unterhalb aller affinen Funktionen            liegt, 
ist         konkav.  

<latexit sha1_base64="kg1XmWhCP/W4KF+O2ri7z2Wu/7c="></latexit>

I(✓)

<latexit sha1_base64="mmImsX+uS5PsuWo5MACxVOuswFg=">AAADKXichVFNaxRBEH0ZjSbR6KpHL42LsEuSZWYR9RIMaERBIUI2CWSS0DPbmR2254OZ3kBc8ov8G/4BbzHX3HIS9OjBN72zAQ2SHnpe9auq11VdQa7j0rju9xnnxs3ZW7fn5hfu3F28d7/x4OFWmY2KUPXCTGfFTiBLpeNU9UxstNrJCyWTQKvtYPi68m8fqaKMs3TTHOdqL5FRGh/GoTSkDhr7fiLNIJR6/OGkJXwzUEYu+5 oCfdlefd+aMO2lmhLRlFmdoBBLYurzl0Wrdq902/vdFa990Gi6HdcucdXwaqP56gfs2sgaZ/DRR4YQIyRQSGFoa0iU/HbhwUVObg9jcgWt2PoVTrDA3BGjFCMk2SH/EU+7NZvyXGmWNjvkLZq7YKbAU+63VjFgdHWrol0Sf3N/tlz03xvGVrmq8JgYUHHeKn4kbzBgxHWZSR05reX6zKorg0O8tN3ErC+3TNVneKnzhp6C3NB6BNZtZESNwJ6P+AIpsccKqleeKgjbcZ8oLSqrktaKknoFsXp91sMxe/8O9aqx1e14zzvep2fNNXcyb8zhMZ6gxam+wBreYYN1hPiKC/zEL+eL8805dc4moc5MnfMIfy3n/A8SH7Jo</latexit>

L(✓,�) = I(✓) + �g(✓) = ✓ + � ((✓ � 2)2 � 1)
<latexit sha1_base64="8O1u3Z3x5IESHEMO4yjd0duexVA="></latexit>

✓̃
<latexit sha1_base64="Uw0EaRDhtXrvOq7tA4ZPEWaovBg="></latexit>

✓

<latexit sha1_base64="hKyMN3lhLUBEIdtOnousWIhez2g="></latexit>

�

<latexit sha1_base64="UqOhHQbzR4nZ0JDL4JwMGhzEMmE="></latexit>

✓̃ = �5

<latexit sha1_base64="cNz/ZtlwFgszi9pC00q83HCViuk="></latexit>

✓̃ = �1

<latexit sha1_base64="p6P46iojSvqmCs10rRzGm87Na4M="></latexit>

✓̃ = 0.5

<latexit sha1_base64="kTxQO4QRykWMOy+BaTCoP4Coptc="></latexit>

✓̃ = 1 <latexit sha1_base64="UdqnVf43L7XAYaSnKbG8tgoeBzM="></latexit>

✓̃ = 1.5

<latexit sha1_base64="hKyMN3lhLUBEIdtOnousWIhez2g="></latexit>

�

<latexit sha1_base64="tU3xsbD7+ZkHnAMriBj3rAf/yJo=">AAADAXichVHLahRBFD3pmKcmjnHppnEQRghDd5CJGzEQI1koRHCSQDoM1T2VmWKqH3TXBJJhVv6GP5BdyNad2/gD+hV+gAtP1/QEYpBUU31vnXvuqXvrhplWhfG8nzPO7IO5+YXFpeWHj1ZWH9eerO0X6TCPZDtKdZofhqKQWiWybZTR8jDLpYhDLQ/CwXYZPziVeaHS5LM5y+RxLHqJOlGRMIQ6tVa3EWjSu+LlmyBWSWcUmL 40YhysB7Ew/Ujo0Ydxw52g61Nup1b3mp5d7l3Hr5z629+way+t/UKALlJEGCKGRAJDX0Og4HcEHx4yYscYEcvpKRuXGGOZuUOyJBmC6ID/Hk9HFZrwXGoWNjviLZo7Z6aLF9zvrWJIdnmrpF/Q/uE+t1jvvzeMrHJZ4RltSMUlq/iRuEGfjPsy44o5reX+zLIrgxO8tt0o1pdZpOwzutF5x0hObGAjLnYss0eN0J5P+QIJbZsVlK88VXBtx11aYa20KkmlKKiX05avz3o4Zv/fod519jeafqvpf3pV3/Im88YinuE5GpzqJrawiz3WEeErvuMaP5wvzoVz6VxNqM5MlfMUt5bz7S/Tr6Xd</latexit>

d(�) = min
✓

L(✓,�)

<latexit sha1_base64="8O1u3Z3x5IESHEMO4yjd0duexVA="></latexit>

✓̃

<latexit sha1_base64="U6T/MskHKPg8zvJVbItrg6S/ZKE="></latexit>

d(�)

<latexit sha1_base64="hIICBMTjLhGquLdUpbxhHP2Kxd4=">AAADKHichVFNSxxBEH1OTKLmw01yzKVxERTDMiMSvYQI+cBAAgZcFZxFembb2WZ7PpjpFcziH8rfyB/ILZhjbt5Ccs0hb9rZgEqwh56qfq/qdVVXVBhdWd8/m/JuTd++c3dmdu7e/QcP51uPHu9W+aiMVTfOTV7uR7JSRmeqa7U1ar8olUwjo/ai4aua3ztWZaXzbMeeFKqXyiTTRzqWltBhqxem0g5iacbvT5dCq01fidAOlJ XPQkOZvlwWL8S7y9TySsOJ5ArB2FRMyJXosNX2O75b4roTNE775U+4tZ23viNEHzlijJBCIYOlbyBR8TtAAB8FsR7GxEp62vEKp5hj7ohRihGS6JD/hKeDBs14rjUrlx3zFsNdMlNgkfutU4wYXd+q6Fe0f7g/OSz57w1jp1xXeEIbUXHWKX4gbjFgxE2ZaRM5qeXmzLoriyNsuG406yscUvcZ/9N5TaYkNnSMwBsXmVAjcudjvkBG22UF9StPFITruE8rnVVOJWsUJfVK2vr1WQ/HHFwd6nVnd7UTPO8EH9fam/7FvDGDp1jAEqe6jk1sYZt1xPiCc/zCb++z99X75p1dhHpTTc4TXFrej7+Wo7N8</latexit>

L(✓̃,�) = I(✓̃) + �g(✓̃) = m�+ b

<latexit sha1_base64="VqKbBeNpBzaUnmRD1FbZ5k/Sdgc="></latexit>

L(✓̃,�)

<latexit sha1_base64="8O1u3Z3x5IESHEMO4yjd0duexVA="></latexit>

✓̃

<latexit sha1_base64="U6T/MskHKPg8zvJVbItrg6S/ZKE="></latexit>

d(�)

Für        
minimiert
die Lagrange-
Funktion

<latexit sha1_base64="qBGjKQcaIw341yCSozFp6DSCntk="></latexit>

� = 0.3
<latexit sha1_base64="ser5enVBdPfnIpzGFZbbm6dcxSQ="></latexit>

✓̃ = 0.5

<latexit sha1_base64="ser5enVBdPfnIpzGFZbbm6dcxSQ="></latexit>

✓̃ = 0.5

<latexit sha1_base64="8O1u3Z3x5IESHEMO4yjd0duexVA="></latexit>

✓̃
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Nützlichkeit einer unteren Schwelle (lower bound), selbst wenn Duality Gap > 0

• Die untere Schwelle gibt Orientierung, 
wie gut ein gefundenes Optimum sein
könnte. 

• Findet man Optimum 1 (globales) oder 
2 (gutes lokales) und der Abstand zur
unteren Schwelle in I ist klein, weiß man, 
dass nicht mehr viel Verbesserungspotential 
existiert.

• Findet man Optimum 3 (schlechtes lokales), 
dann ist der Abstand zur unteren Schwelle 
groß. Dann könnte sich eine weitere Suche
nach einem besseren Optimum lohnen. 

• Da man nicht weiß, wie groß der duality gap
ist, sind diese Überlegungen oft nur grobe 
Anhaltspunkte – aber besser als nichts!

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.7 Nichtlineare Probleme mit Nebenbedingungen
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Die berühmten Karush-Kuhn-Tucker-Gleichungen geben die folgende notwendigen (und oft 
auch hinreichenden) Bedingungen für Optimalität für nichtlineare Probleme mit 
Nebenbedingungen

Die meisten nichtlinearen Optimierer, die Nebenbedingungen berücksichtigen, tun dies 
mittels der Lagrange-Multiplikatoren. Das wahrscheinlich mächtigste Verfahren ist hier das 
Sequential Quadratic Programming (SQP), welches die Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen 
quadratisch approximiert.

Interior Point: Möglichkeit die KKT-Bedingungen zu erfüllen, um das Problem mit 
Nebenbedingungen zu einem unconstrained nichtlinearen Problem zu machen.

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.7 Nichtlineare Probleme mit Nebenbedingungen

<latexit sha1_base64="L7oXotuGv07IgYM/z3LNWmAIhSQ="></latexit>

✓⇤
<latexit sha1_base64="WiTM5bDl12S7fINohHnazJB0m2g="></latexit>

@I (✓⇤)

@✓
+

mX

i=1

�⇤
i
@gi (✓

⇤)

@✓
+

lX

j=1

µ⇤
j
@hj (✓

⇤)

@✓
= 0

<latexit sha1_base64="lWlUqQC+azBWjjnjJ7tDX+wQznA="></latexit>

gi(✓
⇤)  0, i = 1, . . . ,m

<latexit sha1_base64="lbFUMBJ0dF68BNqqzi+mnr1/Aqg="></latexit>

hj(✓
⇤) = 0, j = 1, . . . , l

<latexit sha1_base64="e+3P7YEr9DbFXi/H8CznoCy6Rc8="></latexit>

�⇤
i gi(✓

⇤) = 0, i = 1, . . . ,m

<latexit sha1_base64="i2VS5B8WtT2Vzzyi/SiVGQgYC/U="></latexit>

�⇤
i � 0, i = 1, . . . ,m

<latexit sha1_base64="qm89Q09zB3aeI48Jw6espHoYlHA="></latexit>

Primal feasibility:

<latexit sha1_base64="RTJBz+vxdRxiIEDd+9njQE6c/D0="></latexit>

Dual feasibility:

<latexit sha1_base64="pMTVsLpzLy6tPXmrKF6uo25OJQI="></latexit>

Stationarity:

<latexit sha1_base64="Ky1aIaaIBOthErq7Ok6xFSTMGjc="></latexit>

Complementary slackness:

An einem Optimum sollen 
die Nebenbedingungen 
keinen Einfluss auf die 
Verlustfunktion haben.

<latexit sha1_base64="fBH3WeuR3pzDlX4BMWzQ04OkKKc="></latexit>

gi(✓
⇤) < 0 ! �⇤

i = 0
<latexit sha1_base64="Y6uAFex4DFJTEouqsjrOL5pSRvM="></latexit>

gi(✓
⇤) = 0 ! �⇤

i � 0

<latexit sha1_base64="Rmu3Dp98Uyl62Fc489IEMfPZu+c="></latexit>

is feasible if
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Wichtige Eigenschaften 
der Lagrange-Funktion

• Es wird ein Sattelpunkt (stationärer Punkt)
der Lagrange-Funktion gesucht: 
ein Minimum bzgl. x bzw. θ
ein Maximum bzgl. λ

• Das Bild zeigt in blau die Höhenlinien der 
Verlustfunktion in x = x1, y = x2 und in rot
die Nebenbedingung

• Am Optimalpunkt bildet die Nebendingung
eine Tangente zur niedrigsten Höhenline d1

• An dieser Stelle sind die Gradienten 
entgegen gerichtet: 

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.7 Nichtlineare Probleme mit Nebenbedingungen

Quelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Lagrange-Multiplikator

Hier wird  , x und y 
anstelle von      ,    und    
verwendet. 

<latexit sha1_base64="kLmSJmTpOCHEi3H+hVy3lLVaroc="></latexit>

f(·)
<latexit sha1_base64="8CgnsA+Hys8Ltmgk2hRSi4eqBVk="></latexit>

I(·)
<latexit sha1_base64="Xd8LNBT7Il5IogiqI/1uXHVsMwY="></latexit>

✓1
<latexit sha1_base64="5FG+2d3GcuKsI6FungSxmGtiFK4="></latexit>

✓2
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Wichtige Eigenschaften der Dualität

• Da das duale Problem immer konkav ist, kann es relativ leicht über konvexe Optimierung 
(statt max I → min −I) gelöst werden und das globale Optimum wird gefunden. 

• Die Dimension des dualen Problems (d.h. Anzahl an dualen Variablen) ist gleich der 
Anzahl an Nebenbedingungen des primalen Problems. Oft ist es einfacher mit 
hochdimensionalen Problemen umzugehen als mit sehr viele Nebenbedingungen. 

• Die Anzahl an Nebenbedingungen des dualen Problems ist je nach Problemtyp anders; 
oft einfacher. Immer gelten aber die Nebenbedingungen, 
dass alle Lagrange-Multiplikatoren der Ungleichheits-
nebenbedingungen λi ≥ 0.

• Beispiel 1: Lineares Programm (LP) (Standardproblem aus dem Operations Research)

Primales Problem Duales Problem

s.t. s.t. 
n Variablen, m Nebenbedingungen m duale Variablen, n Nebenbedingungen

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.7 Nichtlineare Probleme mit Nebenbedingungen

n = dim{θ}
m = dim{b}

LP: Z.B. Erntemenge ist proportional 
zu vielen Produktionsfaktoren, wie 
Fläche, Arbeitszeit, Dünger, Wasser, ...

Beide Beispiele hier sind 
konvex und haben „nur“ 
lineare Nebenbedingungen. 
Sie ermöglichen einen 
einfachen, ersten Start. 
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Beispiel 2: 2-dimensionale quadratische Verlustfunktion, 1 lineare Nebenbedingung

s.t. 

Lagrange-Funktion:

x1 und x2 aus der Lagrange-Funktion eliminieren:

0 1 2

1/2
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Interpretation der Lagrange-Multiplikatoren

• Besonders intuitiv im ökonomischen Kontext

• Zielfunktion: Gewinn eines Unternehmens oder Wohlstand einer Volkswirtschaft

• Nebenbedingungen: Limitationen auf Abgase, z.B. CO2: 

über den Umhüllungssatz gilt auch: 

• Was bedeutet das? Die Größe von λ ist der Preis, den man für eine Reduktion von c zahlen 
muss (Gewinnrückgang bzw. Wohlstandsverlust). Je größer λ*, desto empfindlicher reagiert 
die Lagrange-Funktion und die Verlustfunktion darauf. In der Ökonomie verwendet man 
typischerweise Nutzenfunktionen, die maximiert werden statt Verlustfunktionen, die 
minimiert werden – das Prinzip bleibt aber das Gleiche, nur die Vorzeichen drehen sich. 

• λ nennt man in der Mikroökonomie und Wohlfahrtsökonomik Schattenpreis. 

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.7 Nichtlineare Probleme mit Nebenbedingungen

am Optimum

Emissionslimit
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Null-Summen-Spiel

• Bei einem Spiel (z.B. Schach oder Mühle) versucht der eine Spieler einen möglichst 
großen Wert für I zu erreichen, maximiert also. Der Gegenspieler versucht einen 
möglichst kleinen Wert für I zu erreichen, minimiert also. 

• Jeder Spieler muss ich für den besten Zug des Gegenübers wappnen. Daher handelt es sich 
um Maximin- bzw. Minimax-Optimierungsprobleme. 

• Der Duality Gap kann als der Vorteil interpretiert werden, den Zug des Gegners zu kennen.

Optimale Regelung

• Zielfunktion: Regelperformance, z.B. als Integral über den quadratischen Regelfehler

• Nebenbedingung: Systemdynamik in Zustandsraumdarstellung, 
die der Zustand erfüllen muss.

• Primale Variablen Zustand x(t) und duale Variablen Kozustand (costate) λ(t) sind 
zeitabhängig. Der Kozustand folgt der sog. adjungierten Differentialgleichung. 

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.7 Nichtlineare Probleme mit Nebenbedingungen
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2D-Beispiel mit Lagrange-Funktionen 

Problem:

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.7 Nichtlineare Probleme mit Nebenbedingungen
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Lösen des Beispielproblems via dualem Problem (im allgemeinen auch nicht so einfach 
möglich)

Lösen des Minimierungsproblems:

Einsetzen in Maximierungsproblem

Lösen des Maximierungsproblems liefert

Einsetzen in obige Beziehung zwischen     und     liefert

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.7 Nichtlineare Probleme mit Nebenbedingungen
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Lösen des Beispielproblems via des primalen Problems

Lösen des Maximierungsproblems:

Einsetzen in Minimierungsproblem

Lösen des Minimierungsproblems liefert

Einsetzen in     liefert die beiden Kandidaten

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.7 Nichtlineare Probleme mit Nebenbedingungen
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• Lagrange Multipliers | Geometric Meaning & Full Example
von Dr. Trefor Bazett: 
https://www.youtube.com/watch?v=8mjcnxGMwFo

• Mini-Serie zu konvexer Optimierung (inkl. KKT Bedingungen) 
von Visually Explained:
1) What Is Mathematical Optimization?
https://www.youtube.com/watch?v=AM6BY4btj-M

2) Convexity and The Principle of Duality
https://www.youtube.com/watch?v=d0CF3d5aEGc

3) The Karush–Kuhn–Tucker (KKT) Conditions and the Interior Point 
Method for Convex Optimization
https://www.youtube.com/watch?v=uh1Dk68cfWs

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.7 Nichtlineare Probleme mit Nebenbedingungen

https://www.youtube.com/watch?v=8mjcnxGMwFo
https://www.youtube.com/watch?v=AM6BY4btj-M
https://www.youtube.com/watch?v=d0CF3d5aEGc
https://www.youtube.com/watch?v=uh1Dk68cfWs
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Die bisherigen nichtlinearen Optimierungsverfahren sind alle lokale Verfahren. Dies 
bedeutet, dass Informationen der direkten Umgebung (Gradient, Hesse-Matrix) zur 
Optimierung verwendet werden. Alle diese Verfahren konvergieren zu einem lokalen 
Minimum. Es ist aber völlig unklar, ob andere initiale Parameter nicht zu einem viel besseren 
lokalen Optimum hätten führen können.

Globale Suchverfahren werden eingesetzt, um nicht nur ein lokales sondern das globale
Minimum (oder zumindest ein gutes lokales Minimum) zu finden.

Multistart

Der Multistart-Ansatz ist dabei der triviale. Man startet unabhängige lokale Optimierungen 
von unterschiedlichen initialen Parametern aus und wählt aus allen erreichten Minima, 
dasjenige mit dem kleinsten Verlustfunktionswert.

Parameter verrauschen

In jeder Iteration werden die Parameter (leicht) verrauscht. Dies verlangsamt die Konvergenz, 
kann aber dazu führen, dass der Optimierer aus flachen lokalen Optima entkommt. 

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.8 Globale Suchverfahren



Prof. Dr.-Ing. 
Oliver Nelles

Seite 195
University

of Siegen

Wann sollten globale Suchverfahren eingesetzt werden?

• Suche nach einem sehr guten lokalen oder Suche nach dem 
yglobalen Optimum wird benötigt

• Oberfläche der Verlustfunktion oder der Ableitungen ist sehr unglatt

• Einige Parameter sind nicht reell sondern ganze Zahlen oder binäre Größen etc.

• Es handelt sich um kombinatorische Optimierungsprobleme

Nachteile

• Sehr großer Rechenaufwand

Globale Suchverfahren sind gut, um Regionen zu finden, 
lokale Verfahren sind gut, um Punkte zu finden

→ Globale Suchverfahren konvergieren langsam zu einem exakten Parametervektor (Punkt).

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern
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5.8 Globale Suchverfahren
Mögliche
Kombinationen
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Simulated Annealing (SA)

• Idee: Ein warmes Partikel wird in einem Potentialfeld simuliert. Grundsätzlich bewegt 
sich das Partikel zu geringeren potentiellen Energien. Da es aber eine gewisse Temperatur 
hat (es besitzt kinetische Energie) bewegt es sich zum gewissen Teil zufällig und springt 
ab und zu zu höheren Energielevels. Der Grad der zufälligen Bewegung hängt von der 
Temperatur T ab: 
T hoch  →  große zufällige Bewegung,        T niedrig  →  kleine zufällige Bewegung
Somit kann dieses Verfahren lokalen Optima entfliehen, je höher T, desto besser. 

• Das Partikel wird über die Iterationen hinweg nach einem Annealing Schedule 
„abgekühlt“, d.h. die stochastische Bewegung wird weniger im Laufe der Zeit und die 
Wahrscheinlichkeit zu höheren Energielevels zu steigen sinkt.

• Im Falle der Optimierung entspricht das Partikel dem Punkt im Parameterraum und die 
potentielle Energie entspricht der Verlustfunktion.

• Spezielle Form ist Boltzmann Annealing (BA), für das garantiert werden kann, dass in 
unendlicher Zeit das globale Optimum gefunden werden kann. Wichtig zu wissen: 
Man bleibt in keinem lokalen Optimum “stecken“.

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern
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Evolutionäre Algorithmen (EA)

• Idee basiert auf Evolution. 

• Population von Individuen (unterschiedliche Punkte im Parameterraum)

• SA: Ein Partikel entspricht einem Punkt im Parameterraum

• EA: Viele Individuen werden gleichzeitig (parallel) verwendet

• Neue Individuen entstehen aus Mutation und Rekombination

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern
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Kosten

Auto

nicht möglich

möglichLösung 1

Lösung 2

Suboptimale Lösung

Lösung 3

Pareto Front

Oft kommt es vor, dass nicht nur ein Kriterium sondern mehrere Kriterien gleichzeitig 
optimiert werden sollen. Beispiele:
• Reglerperformance vs. geringer Stellaufwand in der Regelungstechnik
• Effizienz eines Verbrennungsmotors vs. NOX-Emissionen
• Produktqualität vs. Produktkosten
• Erwarteter Gewinn vs. Risiko eines Investments
• Modellperformance vs. Modellkomplexität

5. Optimierung: Nichtlinear in den Parametern

5.9 Multikriterielle Optimierung

Beispiel

• Lösungen 1, 2 und 3 liegen auf der Pareto-Front. Für die 
jeweiligen Kosten gibt es keine Maschine mit besserem 
Wirkungsgrad und anders herum. 

• Eine Lösung ist suboptimal, wenn zu gleichen Kosten ein 
höherer Wirkungsgrad möglich wäre (und anders herum).

• Die Steigung der Kurve (gestrichelt rote Linie bei Lösung 2) 
in einem Punkt gibt an, wieviel Mehrkosten zu wieviel 
Wirkungsgradsteigerung führen (und anders herum).

Maschine

Statt dem inversen Wirkungsgrad 
hätte man auch 1-Wirkungsgrad 
o.ä. an der senkrechten Achse 
abtragen können. 
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Kosten

Auto

nicht möglich

möglich

Pareto Front

Kosten

Pareto Front

Optimum
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5.9 Multikriterielle Optimierung
Berücksichtigung von mehreren Zielen

Neben echten multikriteriellen (multi-objective) 
Optimierungsverfahren, welche die gesamte Pareto-
Front erkunden, kann man das Problem aus auf 
gewöhnliche Optimierungen zurückführen:

• Verlustfunktion als gewichtete Summe: Eine einfache 
Möglichkeit mehrere Ziele zu berücksichtigen ist durch 
die Gewichtung der unterschiedlichen Ziele in einer 
Verlustfunktion, bspw.:

.

• Durch Nebenbedingungen: Mehrere Ziele können 
durch Nebenbedingungen berücksichtigt werden. 
Es könnte bspw. nur bezüglich des Wirkungsgrades 
optimiert werden unter der Nebenbedingung, dass die 
Kosten unter einem Maximalwert                     liegen:

<latexit sha1_base64="+qHMkVfoxmqnSjs/s45k5fRwGQs="></latexit>

IGesamt = a IKosten + (1� a)IWirkungsgrad

<latexit sha1_base64="s9xjW/GGZ8BJrvYMDYvn/WfMnJQ="></latexit>

IKosten < K
<latexit sha1_base64="8MguyDynZcjDEx8/BD1BYL59FlU="></latexit>

min IWirkungsgrad s.t. IKosten < K

Maschine
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