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Abstract

Seien X und Y Hilbertrdume und A : X — Y ein beschrénkter linearer
Operator mit nichtabgeschlossenem Bildbereich R(A) sowie y € R(A). Zur
Losung des Problems

(1) Az =y

kann man Projektionsverfahren verwenden. Seien dazu X;, C X und ¥, C Y
lineare Unterraume mit endlicher Dimension. Man erhéalt dann die Petrov-
Galerkin-Gleichung

(2) ApTh = Y-

Selbst wenn y in Gleichung (1) genau bekannt ist, mufl eine Lésung x} von
(2) nicht eine gute Approximation einer Losung x, von (1) sein. In dieser
Arbeit wird fiir einige Verfahren (etwa die Methode von Tikhonov, das Ver-
fahren von Landweber beziehungsweise die Methode der konjugierten Gradi-
enten), die sonst zur Losung der Gleichung (2) gedacht sind, eine geeignete
Parameterwahl angegeben (bei den beiden Iterationsverfahren ist damit ein
Abbruchkriterium gemeint), so dal man eine gute Néaherung fiir z, erhélt.
Dabei werden auch gestorte Daten auf der rechten Seite der Gleichung (1)
zugelassen.

Fiir diese, dem Diskrepanzprinzip von Ivanov-Morozov vergleichbare Pa-
rameterwahl wird Konvergenz bewiesen. Grob formuliert heifit dies, dafl bei
feinerer Diskretisierung und mit besseren Néherungen an die rechte Seite
y der Gleichung (1) die angegebenen Verfahren mit dieser Parameterwahl
bessere Approximationen an x, liefern. Mithilfe einiger Resultate {iber ge-
brochene Potenzen von nichtnegativen selbstadjungierten Operatoren lassen
sich schliellich auch Konvergenzraten nachweisen.
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1 Einleitung

Seien X und Y Hilbertraume iiber IR. Mit < -,- > werden wir das
Skalarprodukt in X beziehungsweise Y bezeichnen, mit ||-|| ist je nach
Gebrauch die induzierte Norm in den Rdumen X, Y oder Ly(X,Y) =
{A: X — Y : Aist ein beschriankter linearer Operator} gemeint. Sei
nun A € Ly(X,Y) . Wir betrachten die Gleichung

Ax =y, y € R(A). (1.1)

Hier ist R(A) = {Ax : x € X}. Wir nehmen nun an, daf§ nur eine
Néaherung y. € Y fiir y bekannt ist mit ||y — y.|| < €, wobei € > 0 eine
bekannte Fehlerschranke ist. Wir suchen nach Verfahren R, : ¥ — X,
die fiir eine gegebene Anfangsnaherung x,, € X eine gute Approxima-
tion Ry, an die Losung x, € X von (1.1) liefern, die am néchsten bei
Tan liegt. Genauer gesagt, wir suchen nach Regularisierungsverfahren
im folgenden Sinne.

Definition 1.1 Seien A € Ly(X,Y), 2gn € X und R : Y — X, e >
0, gegeben. (Re)e=o heifit Regularisierungsverfahren fir A (beziglich
Tan), falls

sup |2+ = Reyel| = 0 (e — 0)
Ye€Y, ||Az.—yc||<e

fiir jedes x. € X mit x, — Ton € N(A) gilt,

Fiir injektives A stimmt diese Definition mit der in Tikhonov and Ar-
senin[37] iiberein, da es dann in Definition 1.1 nicht von x,, abhéngt,
ob (Re¢)eso ein Regularisierungsverfahren ist.

Zur Angabe eines Losungsverfahrens mufl das Problem zunéachst dis-
kretisiert werden. Wir beschranken uns hierbei auf Projektionsver-
fahren. Sei dazu fiir A > 0 (damit ist in der Regel die Schrittweite
der Diskretisierung gemeint) P, beziehungsweise ()}, eine orthogonale
Projektion in X beziehungsweise Y. Im folgenden nehmen wir an,
daf

JA( = P =0, (I = QWA =0 (h—0).  (12)
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Hier bezeichnet I die identische Abbildung in X beziehungsweise Y
sowie A* den zu A konjugierten Operator. Wir werden diese und die
anderen einmal erklarten Bezeichnungen auch im folgenden verwen-
den.

Wenn R(P;) und R(Q)},) endlich-dimensional sind (dies ist auch der
uns zumeist interessierende Fall), so ist fiir Bedingung (1.2) notwen-
dig und hinreichend, daf8 (siche Anselone[l], Proposition 1.8) A ein
kompakter Operator ist, dafl P, — I (h — 0) punktweise auf R(A")
und dafl @, — I (h — 0) punktweise auf R(A). Nun kann man zum
Beispiel die Schrittweite h, in Abhéngigkeit von € wahlen (das heifit,
nicht zu fein und nicht zu grob diskretisieren) und die Losung xj €
R(Py,) der Gleichung @, Az, = Qp.ye (fiir den Moment nehmen wir
an, dafl diese existiert und eindeutig bestimmt ist) als Approximation
der Losung z, von (1.1) nehmen (siche Natterer[24|, Hamarik[12],
Vainikko und Hamarik[41] oder Louis[21]). Bei geeigneter Wahl von
he ist dann durch R.y. = x5, ein Regularisierungsverfahren (beziiglich
Tan = 0) definiert.

Besser ist es jedoch, eher zu fein zu diskretisieren und Verfahren zu
verwenden, die erzeugt werden durch borelmefibare Funktionen

gr:10,a] = IR,

(r >0, ||A]]* < a) mit gewissen Eigenschaften (siche Kapitel 2 fiir die
linearen Verfahren und Kapitel 5 fir das Verfahren der konjugierten
Gradienten). Sei x,, € X eine Anfangsnidherung fiir eine Losung von
(1.1) und h fest gewéhlt. Mit einer angemessenen Wahl von r (siehe
dazu Kapitel 4 und 5) ist dann

r, = (I — g, (AL An) Ay An) Puvan + g0 (AL An) Ajye (1.3)

(hier ist Ay, = QrAP, : X — Y) eine Naherung der Losung x, von
(1.1), die am néchsten bei x,, liegt. Da h fest gewéahlt ist, haben wir
auf Indizierung von x, mit A verzichtet. Man sieht leicht, dal x, € X},
fur alle r > 0.

Wir wollen Verfahren (1.3) noch kurz fiir den Fall z,, = 0 erldu-
tern, ohne dabei jedoch zu exakt zu werden. Dazu bezeichnen wir
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mit Bt die verallgemeinerte Inverse fiir ein beliebiges B € Ly(X,Y),
néheres hierzu findet man zum Beispiel in Louis[21]. Gleichung (1.3)
wird fiir z,, = 0 zu z, = ¢,(A;An)Aye. Wenn nun g,(A;A,) —
(A; Ap)™ (r — oo) punktweise (dies wird sich schlieflich aus den im
folgenden Kapitel angegebenen Bedingungen (2.1) und (2.2) an g,
ergeben), so folgt g,(A;A,) A5 — (A7 Ap)TA; = AT (r — 00) punkt-
weise. Fiir groBe Parameter r wird z, also Ajy. approximieren, falls
ye im Definitionsbereich von A} liegt (was sicher immer dann der Fall
ist, wenn P, oder @)}, eine endlich-dimensionale Projektion ist). Selbst
im Fall y = y. kann nun aber Ay, eine schlechte Naherung fiir die
Losung z. der Gleichung (1.1) mit minimaler Norm sein, was dann an
der durchgefithrten Diskretisierung liegt, siche Seidman[35]. Daher
darf im allgemeinen der Parameter r nicht zu grofl gewahlt werden.
Natiirlich aber auch nicht zu klein; wie er nun gewahlt werden soll,
darum geht es in dieser Arbeit.

Wir fassen nun zusammen, was in den einzelnen Kapiteln behan-
delt wird. In Kapitel 2 werden lineare Verfahren zur Lésung von (1.1)
vorgestellt. In Kapitel 3 werden Resultate iiber gebrochene Poten-
zen von positiven selbstadjungierten Operatoren geliefert, die fur die
Beweise von Konvergenz beziehungsweise Konvergenzraten benotigt
werden. In Kapitel 4 schlagen wir sowohl eine a priori- als auch eine a
posteriori-Parameterwahl fiir lineare Verfahren vor. Letztere ist ver-
gleichbar mit dem Diskrepanzprinzip von Ivanov-Morozov (Ivanov[13],
Morozov[22]): mit einer Konstanten d > 1 und fiir festes h wéihle man
r so, daB ||Apx, — Qnye|| = de gilt. Wir werden allerdings eine weit-
ere Bedingung an den Parameter r stellen. Fir eine vergleichbare
Parameterwahl beim nichtlinearen Verfahren der konjugierten Gradi-
enten (g, in (1.4) hangt von A, ., und y. ab) werden in Kapitel 5
Konvergenzraten bewiesen.

Gilt fir A € Ly(X), das heifit, A : X — X ist ein beschrankter
linearer Operator, auflerdem A = A* > 0, das heifit, A ist nichtnega-
tiv und selbstadjungiert, so lassen sich obige Verfahren (mit weniger
Aufwand) auf die Gleichung P, AP,z = P,y. anwenden. In Kapitel 6
werden fiir eine Kapitel 4 und 5 analoge Parameterwahl Konvergenz-
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raten angeben, wenn die gesuchte Losung in einem gewissen Sinne
glatt ist. Die theoretischen Ergebnisse werden in Kapitel 7 numerisch
illustriert. Schliellich gehen wir in Kapitel 8 auf die Optimalitat von
Verfahren ein und erhalten nebenbei auch als Ergebnis, dafl das Ver-
fahren der konjugierten Gradienten mit dem in Kapitel 5 angegeben
Abbruchkriterium bei gentigend feiner Diskretisierung zu einem Re-
gularisierungsverfahren wird.

Es soll abschlieBend nicht unerwahnt bleiben, dafi die folgenden
Betrachtungen auch den ”klassischen” Fall A, = A enthalten, fiir
den die Ergebnisse der Kapitel 4, 5 und 6 bekannt sind (Vainikko[3§],
Vainikko und Veretennikov[42], Nemirovskii[25], Louis[21]).

Ich mochte Herrn Professor Dr. Louis herzlich danken fir den
Anstofl zu dieser Arbeit. Weiterhin gilt mein Dank Herrn Professor
Dr. Vainikko fur die Zusammenarbeit wahrend seines Aufenthaltes
in Kaiserslautern Anfang 1989, ohne die diese Arbeit in dieser Form
nicht entstanden ware.



2 Lineare Verfahren zur Losung schlecht gestell-
ter Probleme
2.1 Ein allgemeiner Zugang

Wie in der Einleitung angedeutet wollen wir zur Losung von (1.1)
lineare Verfahren erzeugen durch borelmef3bare Funktionen

gr:[0,a] — IR,
r >0, ||A||*> < a. An diese Funktionen g, stellen wir die folgenden
Bedingungen:
sup tP|1 —tg.(t)] < ~r?, r>0, 0<p<py, (2.1)
0<t<a
sup Vilg. ()| < yur?, v >0, (2.2)
0<t<a

wobei py > 0, 7, und v, Konstanten sind.

Sei x,, € X eine Anfangsndherung und z, die (eindeutig be-
stimmte) Losung von (1.1), welche den geringsten Abstand zu x,, hat.
, ist charakterisiert durch die Bedingung Az, =y, o, —x4, € N(A)*
oder auch durch die Bedingung z. = = + Py(4)Tan, Wobeil hier x die
Losung von (1.1) mit minimaler Norm ist.

Seien nun fir A > 0 orthogonale Projektionen P, und @), in X
beziehungsweise Y gegeben. Wir setzen A, = QAP : X — Y und
nehmen fiir den Rest dieses Kapitels h als fest gewahlt an. Daher
werden in diesem Kapitel neu eingefiihrte Variablen nicht mit h in-
diziert. Weiterhin sei y. € Y mit ||Az, — y.|| < € fest gewahlt. Mit
einer angemessenen Parameterwahl r (siehe dazu Kapitel 4 und 5) ist
eine Approximation an z, gegeben durch

xr = (I = g (AR An) AL Ap) Pattan + 90 (AR An) Apye,  (2.3)

Bei festem r ist fiir P,z,, # 0 also z, "nur” affin-linear in Abhéngig-
keit von y.. Wir werden trotzdem von linearen Verfahren sprechen.
Die Bedingungen (2.1) und (2.2) an g, garantieren die Wohldefiniert-
heit von z,.

Mehr zu den Folgerungen aus den Bedingungen (2.1) und (2.2) in
Abschnitt 4.



2.2 Beispiele

1. Die Methode von Tikhonov: Bei diesem auf A. N. Tikhonov (siehe
[36], aber auch Phillips[27]) zuriickgehenden Verfahren ist die Losung
x, der Gleichung

(A3 Ay +r 1w = Aly. (2.4)
zu bestimmen. Die Methode ist von der Form (2.3) mit z,, = 0 und
gr(t) = (t+r~1)~L r > 0. Die Bedingungen (2.1) und (2.2) sind erfiillt
mit py =1, 7, =p’(1 —p)'? (0 <p <1)und~, =3 (Vainikko und
Veretennikov[42]).

Eine Verallgemeinerung der Methode von Tikhonov ist das folgende
Verfahren.

2. Die verallgemeinerte Methode von Tikhonov: Sei q > —%. Hier ist
im Falle ¢ > 0 die Losung x, der Gleichung

(AR AR+ r7 " e = (A3AR) ALy (2.5)
zu bestimmen, im Falle ¢ < 0 ist die Losung x, der Gleichung
(A3 A+ 77T (AR AR) )z = Ajye

zu bestimmen. Die Methode ist von der Form (2.3) mit z,, = 0 und
gr(t) = t1/(t7 1 4r=471) r > 0. Die Bedingungen (2.1) und (2.2) sind

q+1/2
(2g+1) oFT
2q+2

v = (p/(q+1) P ((g+1—p)/(q+1) TP/ (0 < p < g+1).

erfillt mit po =q+ 1, 7 = und

3. Die Methode der sukzessiven Approzimation (Explizites Verfahren):
Sei 0 < pu < 2. Dieser von L. Landweber (siehe [20]) stammende
Algorithmus ist gegeben durch xy = Pyxy,,

x, = (I — pAy Ap)x,—1 + pArye, 7=1,2, ... (2.6)
Die Methode ist von der Form (2.3) mit g,(t) = $[1 — (1 — ut)"], t #
0. Die Bedingungen (2.1) und (2.2) sind erfiillt (siche Vainikko und
Veretennikov[42]) fiir jedes py > 0 mit 7, = 1 und

p
Yp = maX{B ,aPsup |1 — pal"r?} (0 < p).
o

r>1



4. Implizites Verfahren: Sei 0 < p konstant. Dieser Algorithmus ist
gegeben durch xg = P2,

(AyAp 4+ pl)x, = pre—y + Ajye, 7=1,2,... (2.7)

Die Methode ist von der Form (2.3) mit g,(t) = }[1 — (ﬁ)r], t#0.
Die Bedingungen (2.1) und (2.2) sind erfiillt (siche wieder Vainikko
und Veretennikov[42]) fiir jedes py > 0 mit v, = 2 und Y = (p)?.

Andere durch Funktionen (g,),>¢ erzeugte lineare Verfahren sind in
Vainikko[38], Vainikko[39], Vainikko und Veretennikov[42] oder Louis|21]
zu finden. Es soll nun die Matrixdarstellung der vier hier vorgestellten
Verfahren angegeben werden.

2.3 Die Matrixdarstellung der einzelnen Verfahren

Sei die Familie A = (&1, Ps,...,P,) von Vektoren aus X eine Ba-
sis von R(P,) =: Xj. Weiter sei die Familie von Vektoren B =
(U, Uy, ..., ¥,,) aus Y eine Basis von R(Q}) =: Y. Wir definieren

Go = (
Gy = (< \Di,\l’j >>i,j:1 ..... my
B =

(

z = (< \Ifi,ye >)i:1 _____ m- (28)

Es ist dann, wie einige kleinere Rechnungen zeigen, G;B die der
linearen Abbildung A; beziiglich der Basen A und B zugeordnete
Matrix, wenn man Ay, als Abbildung von X}, nach Y} auffalt. Analoges
gilt fiir G3' BT und Af. Dies beides ist im folgenden kommutativen
Diagramm dargestellt. Wir definieren dazu die beiden Abbildungen
P:R"— Xp, a— Y o qPrund ¥ : R™ - Y, a1 apVy.
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R" R™ R"
Gy'B Gg' BT

Wir betonen, dafl die Matrix G;BTG;B, die Aj Aj, reprasentiert,
nicht notwendigerweise selbstadjungiert ist. Daher macht der Aus-
druck ¢,(G5'BTGy'B) im allgemeinen keinen Sinn. Allerdings wird
der Operator p(A; A;) durch die Matrix p(G ' BT G' B) reprisentiert
fiir jedes Polynom p und so sind die folgenden Aussagen (g, ist in den
hier angegeben Beispielen immer rational) leicht einzusehen.

Zunachst betrachten wir die Methode von Tikhonov. Die Losung
von z, der zugehorigen Gleichung (2.4) kann in der Form

n

T, = chCDj (2.9)

J=1

dargestellt werden. Einige elementare Rechnungen zeigen, dafl (2.4)
und (2.9) dquivalent sind zu dem folgenden Gleichungssystem zur Bes-

(BTG 'B+1r'Gg)c = BTGy 2. (2.10)

Die auf der linken Seite des letzten Gleichungssystems stehende Ma-
trix ist symmetrisch und positiv definit, daher kann man zur Losung
dieses Gleichungssystems das Choleskyverfahren verwenden.

Bei der verallgemeinerten Methode von Tikhonov entsteht mit der
nichtnegativen ganzen Zahl ¢ das lineare Gleichungssystem

(BTGy'B(G4' BTGy 'B)14+r'Go)c = Go(Gy' BTG ' B)1G ' BTG ».

Bei der Methode der sukzessiven Approximation (2.6) und dem im-
pliziten Schema (2.7) kann, da alle Iterierten in X}, liegen, z, wiederum
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in der Form

Te=Y (2.11)
j=1

dargestellt werden. Einige elementare Rechnungen zeigen, dafl (2.6)
(beziehungsweise (2.7)) und (2.11) dquivalent ist zu dem Iterations-
verfahren (2.12) (beziehungsweise (2.13)) zur Bestimmung von ¢ =

"= = (G BTGy B — G BTG ), (2.12)
(BTG B+ nuGa)c" = uGect + BTGy 2. (2.13)

.....

Wir mochten noch eines betonen: In allen Fallen werden die einzel-
nen Verfahren auf die Gleichung G;BTG;BC = G;lBTGg,lz ange-
wendet werden (dies ist die Matrixversion fiir die Gleichung A; Az =
Arye, wenn ¢ die Koordinaten von x sind) und nicht auf die dquivalen-
te Gleichung BT Bc = BTz. Diese letzte Gleichung erhilt man durch
Anwendung eines Projektionsverfahrens auf Ax = y. und anschlieen-
der Normalisierung.

Was die Diskretisierung angeht, so mochten wir noch zwei Spezialfalle
erwahnen. Wir betrachten zunéchst (wegen des folgenden Begriffs
siche Natterer[24]) die Fehlerquadratmethode. Sei dazu P, eine be-
liebige Orthogonalprojektion in X, so dal R(FP;) endliche Dimension
hat, und sei @), die orthogonale Projektion auf A(R(F;)). Weiterhin
sei (®;); eine Basis von R(P,) und ¥; = A®;. Wir verlangen hier
nicht, dafl (V;); eine Basis von R(Q)}) ist.

Wegen B = Gy lassen sich die Algorithmen hier in einer einfacheren
Form darstellen. Im iibrigen héatte man wegen A, = AP, anstelle
von (), auch den Einheitsoperator I nehmen konnen, es wiirden sich
die gleichen Matrizen ergeben. Wir werden spater jedoch auch den
Defekt Apx, — Qpy. berechnen miissen, und da wir daran interessiert
sind, dafl sich alle Vorgange in endlichdimensionalen Unterraumen
abspielen, haben wir ()5, so und nicht anders gewahlt.
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Auch bei der dualen Fehlerquadratmethode lassen sich die Verfahren
in einer einfacheren Form darstellen. Hier ist (); eine beliebige Or-
thogonalprojektion in Y, so dal R(Q}) endliche Dimension hat. Sei
P, die orthogonale Projektion auf A*(R(Qp)). (Wenn x4, = 0, so kann
man auch P, = I wihlen, es lduft auf das Gleiche hinaus.) Weiterhin
sei (¥;); eine Basis von R(Q}). Die einzelnen Gleichungen lassen sich
auch hier knapper fassen. Es ist B = Gy, wobei in (2.8) ¢; = A*Y;
zu wahlen ist.

Wir benotigen noch Ergebnisse iiber gebrochene Potenzen von selbst-
adjungierten nichtnegativen Operatoren, um die ersten Konvergenz-
resultate fiir die in diesem Kapitel angegebenen Verfahren beweisen
zu konnen. Diese werden in dem nun folgenden Kapitel bereitgestellt.

10



3 Einige Resultate iiber gebrochene Potenzen von
selbstadjungierten nichtnegativen Operatoren

Die Lemmata in diesem Abschnitt werden in den Kapiteln 4 bis 6
benétigt. Das erste Lemma kann man in dhnlicher Form in Gfrerer|[9]
und in King und Neubauer[18] finden, wir liefern hier einen kiirzeren
Beweis. Dazu benétigen wir die folgende, zum Beispiel in Louis[21]
zu findende Interpolationsungleichung: Fir x € X, p und « positiv
gilt

APz < || JAP a7 ||| 7. (3.1)

Hierbei ist |A| die positive Quadratwurzel von A*A, das heifit, es gilt
|A] = (A*A)z.
Lemma 3.1 Seip > 0, A € Ly(X,Y) und P € Ly(X) eine ortho-
gonale Projektion. Sei weiter b, = 1 fir p < 1 und b, = ||A||P~ fir
p > 1. Dann gilt

IPIAP|| < by||AP|™" 21,

Beweis. a) Da |A| und P selbstadjungiert sind, gilt

IPIAL = [[(PLAD* = [ [A]" Pl
= | AP} = |AP]].
Letzteres folgt, da ||Az|| = || |Alz|| fir alle x € X gilt. Fir p =1 ist

die Behauptung daher gezeigt.
b) Sei nun p > 1. Dann gilt

IPIAPI < [IPIATI AP = AP AP
Also ist die Behauptung auch fiir p > 1 gezeigt.
c¢) Sei schliellich p < 1: Wegen ||P|A]?|| = || |A|PP|| folgt mit der
”Momentenungleichung” (3.1) fiir z € X
HAPPz|| < | |A[Pz|?|| P|'" = [|APz||| Px||"
= [AP|P||Pz|"" < |[AP|?|| P].
Damit ist alles gezeigt. [

Lemma 3.1 ist nicht zu verschérfen (man betrachte die Aussage fiir
die triviale orthogonale Projektion P € L (X) mit R(P) = X).
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Lemma 3.2 Seien 0 < p < 2, A € Ly(X,Y) und P € LX) eine
orthogonale Projektion. Dann gilt

|PIAPP — |APP] < S AU - PP

Beweis. Wir benotigen die folgende, in Krasnoselskii et. al.[19] zu
findende Integralformel fiir 7 € Ly(X) mit T'=T* und T > 0: Fir
0<a<l1gilt

7o — 2T / -Vt + T) 7T dt. (3.2)

Qs 0

Wir wenden diese Formel auf B = A*A und B = PA*AP an und
erhalten die Abschatzung

sin o

IB"— PBop| < / U (t1 + B)"'B — PB(tI + B)~'P]| dt.
@ 0

(3.3)
Nun 148t sich der Integrand der rechten Seite von (3.3) mit der Glei-
chung

(tI +B)'B—PB(tI +B)'P
= (tI+B)'P[tI + B) — (tI] + B)|B(tI + B)"'P
= (tI + B) 'PA*A(I — P)A*A(tl + B) ' P. (3.4)
anders darstellen. Um die Norm von (3.4) abzuschétzen, verwenden

wir die folgenden Ungleichungen, die man leicht mit spektraltheoretis-
chen Methoden zeigen kann:

— 1 1
|(t] + B)"'PA*|| < it_l/Q und ||A(tI + B)7}Y| < it_m, (3.5)
|(tI +B)'B|| < 1und ||(t] + B)'B| <1, (3.6)
IA(I = P)A"|| < |JA(I - P)|>

(3.5) und (3.7) implizieren
|1+ B) "B — PB(t + B)"'P| < iHA(I P, (38)
mit (3.6) folgt
|(tI + B)'B — PB(tI + B)"'P|| < 1. (3.9)
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(Hierbei wurde benutzt, daf fiir selbstadjungierte nichtnegative Ope-
ratoren S und 7' mit ||S]| < 1 und |7 < 1 gilt ||S — T < 1, siche
Vainikko und Veretennikov|[42]).

Verwendet man die Abschitzung (3.9) fir 0 < ¢t < ||A(I — P)|?
und die Abschitzung (3.8) fiir ||A(I — P)||? <t < oo, so erhilt man
schliefllich aus (3.3) und (3.4)

sinam , 1 1

< (

B — PB*P S —
| | o 4(1 - «)

AL = P)*

sin o
= — (4 -30)||A( - P)||*
oS- saA - P
sinar 3sin(l —a)7

= AL = P)|*.

ma(l — «) 47(1 — )

Da % < 2 und Si;g:g%” > 0, sind wir fertig. O
Bemerkung. G.Vainikko (siehe Vainikko[38] und Vainikko und Vereten-
nikov[42]) hat folgendes bewiesen: Seien p sowie 79 > 0, es gelte p # 1.
Weiter sei T': X — Y ein stetiger linearer Operator. Dann gibt es

ein a, > 0, so dafl fiir alle 0 < n < 1y und alle stetigen linearen
T,: X — Y mit |T —T,| <n gilt

TP = |Ty Pl < apn™» Y.

Fiir p = 1 gilt dies nicht (siehe hierzu Kato[17]). Fiir p um 1 liefern
also die Lemmata 3.1 und 3.2 eine Verscharfung des eben zitierten
Ergebnisses, wenn man nur spezielle Storungen zulafit. Es folgt namlich
mit der bisher iiblichen Notation

| AP = JAPP| = O(||A — AP|=Pt)). (3.10)

Es gibt noch eine weitere Klasse von Operatoren, fiir die eine
Verscharfung des eben zitierten Ergebnisses moglich ist, wie das fol-
gende Lemma zeigt. Dieses kann man im iibrigen auch zum Beweis
von (3.10) verwenden, indem man es auf |A| und P|A|P sowie auf
(P|A|P)?> und |AP|* anwendet. Einen Beweis dieses folgenden Lem-
mas findet man in Vainikko und Veretennikov[42].
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Lemma 3.3 Sei B € Ly(X), es gelte B = B* > 0. Weiter seien
p > 0 und a > 0. Dann gilt fiir jedes B € Ly(X) mit B = B >
0, |Bl <a,

1B” = B'|| < a||B — B|"™ 1.

Hier ist a, = %, wenn p < 1, und p — a, ist beschrdnkt in (0, po] fir

jedes pg > 0.

Korollar 3.4 Seien A € Ly(X,Y) und p > 0. Fir jede orthogonale
Projektion Q € Ly(Y) gilt

H |A‘p — ‘QA‘pH < CLgH(I _ Q)AHmin{p’Q}.

4

Hier ist a, = =, wenn p < 1, und p +— a,, ist beschrdnkt in (0, po] fiir

jedes pyg > 0.

Beweis. Dies fol_gt sofort mit Lemma 3.3 mit B = A*A und B =
AQA, da |B—B|| < |[(I - Q)AJ%. D

Lemma 3.5 Seien A € Ly(X,Y) und p > 0. Dann gilt fiir orthogo-
nale Projektionen P € Ly(X) und Q) € Ly(Y)

|PLAP — |QAPP|| < e (| AL — P)mnet) 4+ (1 — @) 4]miniv)),
p — ¢y ist beschrankt in (0, po] fir jedes py > 0.
Beweis. Es gilt
|PIAP — [QAPP| < |[PIAP — [APP| + | [AP] — |QAPP.

Die beiden Summanden auf der rechten Seite der letzten Gleichung
lassen sich leicht weiter abschéatzen. Zum einen erhalten wir mit
Korollar 3.4, angewendet auf AP anstelle von A, die Ungleichung
| [AP]P = [QAPP|| < ag|/(1 - Q)A||™"{P2} Zum anderen erhilt man
mit den Lemma 3.1 und 3.2 fiir den Fall p < 2

IPIAP = [AP|| = O(|A(T — P)|[™" 71,
Wenn p > 2, so gilt
P|AP — |AP|P = P|A[(JAP™ — [AP[P™Y) + (P|A] — |[AP|)|APP™!
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und wieder mit Lemma 3.1 und Lemma 3.2 sowie vollstandiger Induk-
tion erhalten wir eine ausreichende Abschatzung. [

Mit Lemma 3.1 und Lemma 3.5 erhalt man das folgende Korollar.

Korollar 3.6 Seien A € Ly(X,Y) und p > 0. Dann gilt fir orthogo-
nale Projektionen P € Ly(X) und Q € Ly(Y)

AP = [QAPP|| < ¢(IA(L = P[P + || (1 — Q) A" P2)),

p — ¢, ist beschrdankt in (0, po] fir jedes py > 0.

4 Parameterwahl fur lineare Verfahren

In diesem Kapitel werden wir eine Wahl des Parameters r» in Abhéan-
gigkeit der Diskretisierung und des Datenfehlers fiir die in Kapitel 2
eingefiihrten linearen Verfahren angegeben. Die angegebenen Ergeb-
nisse sind teilweise in Plato[29] (dort mit einer anderen Beweistechnik
als der in diesem Kapitel verwendeten) und in Plato und Vainikko[30)]
zu finden.

Zunachst ein paar Vorbemerkungen, die man leicht mit spektraltheo-
retischen Methoden beweisen kann. Ausgehend von den Definitionen
und Annahmen der Einleitung und unter der Voraussetzung, dafl die
Funktionen g, die Bedingungen (2.1) und (2.2) erfiillen, definieren wir

Sh,r = [—gr(AZAh)AZAh, (41)
Rhﬂa = ShvrPhxanJrgT(A;;Ah)Az. (42)

Dann ist Sy, : X — X ein beschrankter linearer Operator mit (siehe

(2.1))

4
2

[ Shr|AnlP|| < yer—2, 0 <p<2py, >0, (4.3)

und R, : Y — X ist der affin-lineare Approximationsoperator.
Weiter ist (siehe (2.2)) ¢,(A;An)A; Y — X ein beschréankter li-
nearer Operator mit ||g,. (A An) ALl = |lgr(Ands)| Azl ||, es gilt

19 (AL AR ALl < vr2, 7> 0. (4.4)
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Die letzte Ungleichung kénnen wir verwenden, um ||z, — R}, ,yc|| abzuschétzen.
Zunachst gilt

Ty — Ry Ye = ShrPo(T — Tan) + 9 (A5 AR) A (AP, — ye) + (I — Pr) ..

(4.5)
Wir setzen nun wieder ||[A(I — B,)|| < &, voraus. Mit Ungleichung
(4.4) und Gleichung (4.5) folgt dann

e = Brayell < 1S Pa(ws = Tan) || + 772 (Eal| (I = Br).]| + €)
+ ||(I — Pp)x.]|. (4.6)

Diese Abschétzung ist ganz wesentlich bei dem Beweis der folgenden
beiden Satze. Wir beginnen mit dem Fall der a priori-Parameterwahl.
Zuvor jedoch noch die

Definition 4.1 Sei A € Ly(X,Y). Wir setzen fir p >0 und p > 0
My, = A{|A[Pz:z € X, ||z]| < p}.

4.1 A priori-Parameterwahl

Der erste Teil des folgenden Satzes liefert ein Konvergenzresultat. Im
zweiten Teil geben wir Konvergenzraten an fiir Losungen des Problems
Ax =y, die in einem gewissen Sinne glatt sind.

Satz 4.2 Sei A € Ly(X,Y), ||A||*> < a. Weiter seiy € R(A), x4, €
X und x, die Losung von Ax = vy, die am nachsten bei x,, liegt.
Seien P, € Lg(X) und Qn € Ls(Y) orthogonale Projektionen und
Ap = QuAP,. Es gelte [[A(I — B)|| < & und ||(I — Qu)A| < .
Weiter seien die Bedingungen (2.1) und (2.2) giiltig und Ry, wie in
(4.2) definiert.
1. (Konvergenz) Wenn P, — I punktweise, & — 0, n, — 0 (h — 0)
und

T(lfii)é — 0, T(l,ii)éh < C und rgey — 00 (h—0, € —0),
so gilt

sup |z — Rh,r(h_ﬁ)yeﬂ —0 (h—0, e—0).
yEGY, Hy*yeHSE
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2. (Konvergenzordnung) Wenn 0 < p < 2py, Ty — Tan € My ,, T, €
M, , und

min{%,l}

w@ﬁ +&)<r < 02«;)?% +g )

mat positiven Konstanten C1,Cy, so folgt
_1 min{p,1 minqp,2
o = Rasyell < e ((pe?) 7 + p(g 01 4 pnieshy),

e, ist unabhdngig von e, h und p. p v e, ist beschrdankt in (0, p1] fir
jedes endliche p; > 0.

Bemerkung. Mit der Schreibweise "7, — oo (h — 0, € — 0)”
in Satz 4.2 ist folgendes gemeint: Fiir jede Folge (hy, €,)nenv mit
hp,>0,€,>0, hy+€,#0 (n€ IN)und h,+¢, — 0 (n — o) gilt
T(hyen) — 00 (n — 00). Genauso sind vergleichbare Schreibweisen fiir
Konvergenz im Hilbertraum X zu interpretieren.

Beweis von Satz 4.2. 1. Wegen der Abschétzung (4.6) ist Konvergenz
schon bewiesen, wenn

HShJ’(h,e)Ph(x* - xan)” — 0 (h — 0, € — 0) (47)

gezeigt ist. Nun, wegen (4.3) ist ||.S,, Pl < o, die Familie (S}, P )n.r
ist also gleichméBig beschriankt. Weiter gilt wieder wegen (4.3) und
Lemma 3.5 (mit p := min{2py, 1})

[Sha Pl AP < 1Snr | AR+ 1Sk Pa(JA[” = [AR[P)]
< qer 4 Y06 (Eh + 7)) — 0 (r — 00, h—0).
Jetzt folgt aber schon (4.7) wegen x, — x4, € N(A)* = N(JA]P)* =
R(|A[P) mit Hilfe des Satzes von Banach-Steinhaus.
2. Um die Fehlerabschidtzung zu beweisen, miissen wir (siehe wieder
Ungleichung (4.6)) wegen rzg, < cr, rze < C(pe?) 7 und
(I = P)z.| < bpp&™ P (Lemma 3.1) nur noch || Sy, Py(%s — Zan) |
abschétzen. Nun, mit Lemma 3.5 und (4.3) folgt

[Sh,r Pr(@s — Tan) | 1Sh,r Pul A" || p
W Snrl ARl + Y0l Pl AJ” = [An["[)p
(ver =8 + 700, (G + PPy o (48)

IA A IA
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Jetzt ist die zweite Aussage des Satzes eine leichte Konsequenz aus
der Parameterwahl. [

Bemerkung 1. Liegt der Startvektor x,, in N(A)+ (wenn also zum
Beispiel 24, = 0), so gilt 2, € N(A)*, im ersten Teil des Satzes muf3
dann nur 7 P, — I punktweise auf N(A)1” verlangt werden, man muf3
also nicht im Nullraum von A diskretisieren.

2. Es ist durchaus moglich, da8 neben ||(1 —P,)A*|| < &, auch noch
(I — Py)A*A|| < & gilt. Dann ergibt sich unter den Voraussetzungen
des Satzes 4.2 Teil 2 die Fehlerabschatzung

1 min{p,2 min{p,2
|22 — Ru,yell < ep((pe?) 7T + p(e™™ Pt ity

Dies liegt daran, daf3 sich unter diesen Voraussetzungen die Lemmata
in Kapitel 3 verscharfen lassen.

3. Bei Verwendung der Fehlerquadratmethode ( hier ist R(Qj) =
A(R(Py,)) ) ergibt sich mit der gleichen Beweistechnik unter den Vo-
raussetzungen des Satzes 4.2 Teil 2 die Fehlerabschéatzung

1 min{p,1
|2 — Risell < ep((pe?) ot + perntet)y,

Dies liegt an Q, AP, = AP,.

4. Ahnliches 148t sich bei Verwendung der dualen Fehlerquadrat-
methode (R(P,) = A*(R(Qp))) sagen. Hier ergibt sich unter den
Voraussetzungen des Satzes 4.2 Teil 2 mit der gleichen Beweistechnik
die Fehlerabschatzung

2. = Ryl < e((pe)7 + pry™ %),
Dies liegt an Q AP, = QuA und an ||(I — P,)A*A|| < n3.

5. Es ist eine angemessene Diskretisierung in Abhéngigkeit der
bekannten Fehlerschranke € zu wahlen. Ist keine Informationen iiber
die Glattheit von x, und x, — x,, bekannt, so ist eine Wahl von h,,
so dal &, + nn, ~ € gilt, vernunftig. Mit R, = Ry, erhalten wir
dann ein Regularisierungsverfahren im Sinne der Definition 1.1. Wenn
jedoch die Bedingungen des zweiten Teils von Satz 4.2 erfiillt sind mit

bekanntem p und p, so sollte man h am so wahlen, dafl 521111{]) oy

i ()7
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4.2 A posteriori-Parameterwahl

Wir schlagen die folgenden beiden Diskrepanzprinzipien vor. Dazu
nehmen wir an, daf§ die Bedingungen des Satzes 4.2 erfiillt sind. Sei
h > 0 fest gewahlt.

Regel 1. Sei 1 < dy < ds.
1. Wenn ||Apzan, — Qrye|| < dae, so wahle r = 0, das heifit, man nehme
Prx,, als Naherung.
2. Sei nun ||Apxa, — Qnye|| > dqe.
a) Wahle 0 < r < 5,;2 =: Imax, SO daf3

(I = An Ry ) Qnyell, (4.9)
H(I - Ath,r)theH' (410)

b) Gibt es kein r < ry.y, so dal (4.10) gilt, so wahle r = 7.

d1€

<
d2€ Z

Wir wollen noch kurz auf die bei der Parameterwahl (durch die im
ibrigen r nicht eindeutig festgelegt ist, was aber nichts macht) so
wichtige " Defektfunktion” def: Ry — Ry, r — |[(I — ApRn,)Qnye||
eingehen. Wegen (2.1) gilt def(0) = [|Apzan — Qnye||. Sei r — |1 —
tg-(t)| eine monoton fallende Funktion fiir alle ¢ > 0. Dann ist
auch die Defektfunktion eine monoton fallende Funktion in r, was
mit spektraltheoretischen Methoden gezeigt werden kann. Ist weit-
erhin r +— |1 — tg,(t)| stetig, so ist auch die ”Defektfunktion” eine
stetige Funktion. Diese beiden Eigenschaften haben zum Beispiel die
zur Methode von Tikhonov oder allgemeiner die zur verallgemeinerten
Methode von Tikhonov gehérenden Funktionen (g, ),>o.

Wenn also def(ryax) < doe, so gibt es auch wirklich ein » > 0, so daf§
(4.9) und (4.10) gilt.

Weiter ist das Verhalten von def(r) fiir r — oo interessant. Dazu
eine kleine Vorbemerkung. Mit (2.1) und mit dem Satz von Banach-
Steinhaus folgt (wie eine &hnliche Aussage im Beweis von Satz 4.2)
fiir jedes selbstadjungierte nichtnegative B € Ly(Y) und y € Y

(I = 9.(B)B)y — Py, r — oo.
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Mit Lemma 3.1 ergibt sich wegen N (A,4;) = N(A}) = R(A;)*

lim def(r) = lim (7 — g,(AnA;) AnAR) Quye|

= || Pxna,a)Qnyell = | Preay): Qnyell
= dist(Qnye, R(Ay)) < € + &t

Damit ist diese Parameterwahl praktikabel auch im Fall &, = 0. (An
dieser Stelle sei nochmals an die duale Fehlerquadratmethode erinnert,
die zum Ende des Abschnitts 2.3 vorgestellt wurde.)

Fiir lineare Iterationsverfahren (unter praktischen Gesichtspunkten
nicht nur fiir iterative Verfahren, sondern auch fiir die Methode von
Tikhonov) ist das folgende Abbruchkriterium interessant. Die Pa-
rameter r und s konnen dort eingeschrankt sein auf die Menge der
nichtnegativen ganzen Zahlen.

Regel 2. Seien 1 <d, 0 <6 <1 und k > 0.

1. Wenn || ApZan — Qrye|| < de, so wéhle r = 0, das heifit, man nehme
Prx,, als Naherung.

2. Sei nun ||Apxan — Qrye|| > de.

a) Wéhle 0 < r < 5,:2 = Tmax S0, daf

de 2 ||(I — Ath,r)theH- (4.11)
und weiter folgendes gilt: < k oder es gibt ein s € [Or, r] mit
de < |[( = AnRa)Quyell (4.12)

b) Wenn es kein r < rp.c gibt, so daf§ (4.11) gilt, so wahle r =
Tmax oder r = [ry.] + 1. Hier bezeichnen wir mit [z] die eindeutig
bestimmte ganze Zahl mit [z] < z < [z] + 1.

Die Fallunterscheidung ”r < k oder es gibt ein s € [fr,r] mit...” ist
aus folgenden Grunde gemacht worden: Es ist bei Iterationsverfahren
durchaus moglich, dafl der Defekt fiir die O-te Iterierte oberhalb der
Schranke de, der Defekt fiir die 1-te Iterierte aber schon unterhalb
dieser Schranke liegt, das heifit, es gilt || (I —AnRn0)Qnyel| = || AnTan—
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Qnyell > de, aber ||[(I — ApRn1)Qnyel| < de. Hier ist r = 1, aber
s=0¢|[0rr].

Wir werden den durch Regel 1 oder Regel 2 erhaltenen Parameter
immer mit r(h, €) bezeichnen, mochten aber betonen, daf hier der
Parameter zudem noch (im Gegensatz zur a priori-Parameterwahl)
von den Daten y. abhangt.

Die Idee, das folgende Lemma beim Beweis von Satz 4.4 zu ver-
wenden, stammt von G. Vainikko (private Kommunikation). Die Aus-
sage dieses Lemmas basiert auf einer Idee von T. Raus (Raus[33],
Raus|[34]).

Lemma 4.3 Seien g, : [0,a] — IR Funktionen, so daf$ (2.1) und (2.2)
gilt. Dann ¢ibt es ein k > 0, so daf8 fir 0 <r <r;y und0 <t <a gilt

(1= tg:())* < K((1 = tgr, (1))* +r1t(1 — tg,(1))%).
Beweis. (2.2) zeigt |1 — tg,, (t)] > 1 — t|gr, (t)] > 1 — 4. (tr1)2. De-
shalb ist |1 — tg.(t)] < 70 < 2790|1 — tg,, ()] fiir it < (27.)72. Wenn
andernfalls r1t > (27,) 72, so gilt |1 — tg,(t)|? < 472rt|1 — tg,(t)]2. O

Der erste Teil des folgenden Satzes liefert ein Konvergenzergebnis fiir
die in Regel 1 bezeihungsweise 2 angegebe Parameterwahl. Wie in
Satz 4.2 ist im zweiten Teil des Satzes eine Konvergenzrate fiir 7 glatte”
Losungen von Ax = y angegeben.

Satz 4.4 Sei A € L, (X,Y), ||A||?> <a, y € R(A), 24, € X und x,
die Losung von Ax = y, die am ndchsten bei x,, liegt. Seien P, €
Ly(X) und Qp, € Ly(Y) orthogonale Projektionen und A, = QnAP;.
Es gelte ||A(I — Pp)|| < &, und ||[(I — Qn)A| < np.

Weiter seien die Bedingungen (2.1) und (2.2) giltig fir Funktionen
g, mit pg > %, r— |1 —tg.(t)| sei monoton fallend fiir jedes t > 0.
Ry, sei wie in (4.2) definiert. Der Parameter r = r(h,€) sei gemdfs
Regel 1 oder Regel 2 gewdhlt.

1. (Konvergenz) Wenn P, — I punktweise, £, — 0, n;, — 0 (b — 0),
so gilt

sup |z — Rh,r(h_ye)yeﬂ —0 (h—0, e—0).
yEGY, Hy*yeHSE
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2. (Konvergenzordnung) Wenn 0 < p < 2py—1, x.—x4, € M, ,, 2, €
My, und ||y — ye|| <€, so gilt

-1 min{p,1 min{p,2
o = Ruyell < ep((pe) 7 + (g™ 4 pe2hy),
e, ist unabhangig von €, h und p.
Beweis. Zunéchst betrachten wir wieder die Ungleichung (siehe (4.6))

|2 = Riyill < (1S Ph(e = zan) | + 372 (Gl (T = Pa)a || + )
+ (I = Pr).|]
(wegen der Definition von Sy, siehe (4.1)). Da ||({ —Py)z.|| — 0 (h —
0) nach Voraussetzung, ||(I — Pj)z.|| sich fiir "glattes” x, gut ab-
schitzen 148t (siche Lemma 3.1) und 72§, < 1 gilt, reicht es, die
Ausdriicke
1ShsPr(2s — Tan)|| und  77e (4.13)

zu untersuchen. Dazu benotigen wir zwei Ungleichungen, die jetzt
hergeleitet werden. Wendet man A, auf Gleichung (4.5) an, so erhélt
man
Apxe — ARy ye = Ap(xe — Ryrye)
= ApShr (T — Tan) + Angr (AL AR Ay (AP, — ye)
= ApShr (e — Tan) + (L — 9 (ARA;) AnA;) Qn(APyx . — ye).
Eine einfache Umformung liefert
ApShr (T4 — Tan)
= Apri — ApRpyye — 9r(AnAp) A AL (AP — ye).
Erweitern wir die rechte Seite mit Q)y., so erhalten wir schliefllich
ApShp (T4 — Tan)
= (I — ApByy)Qnye + (I — g (AnAL) AnAL) Qn(APyx. — ye).
Eine Abschéitzung dieser Gleichung liefert
[AnShr (s = Zan)|| < ([T = AnRn ) Qe
+&||(I — Py)z.| + €, (4.14)

N ARShr (T — zan)|| > (I — ApRpy) Qnyel|
—&n||(I — Pz — e (4.15)
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Hier wurde ausgenutzt, da || — g,(ApA;)ApA; || < 1. Dies folgt aus
der Tatsache, dafl |1 — tg,(t)| monoton fallend in r ist und weiterhin
1 —tgo(t) =1 gilt, deshalbist |1 —tg,(t)]| <1 (0<t<a, 0 <r))und
damnit |7 — g, (An A7) Ar A} | < stpyege 11— tg.(8)] < 1.

1. Es soll nun der Konvergenzbeweis durchgefiihrt werden, das heif3t
(man beachte die Bemerkung vor (4.13)),

rie—0 (h—0, € —0), (4.16)
| ShrPr(xs — zan)|| = 0 (h— 0, € — 0), (4.17)

gezeigt werden. Hierbei sei der Parameter r = r(h, €) geméfl Regel 1
beziehungsweise Regel 2 gewahlt.

(i) Wir beweisen zuerst (4.16) und nehmen zunéchst an, dafl der Pa-
rameter r entsprechend Regel 1 gewahlt worden ist. Wenn r #£ 0, so
gilt (4.9), wegen der Ungleichungen (4.15) und r2&, < 1 erhalten wir

(di —De < ||ApSnr(zs — xan) || + &ll(1 — Pr)a.|
= r3(dy — Ve < 72| ApShr(@y — zan)|| + (I — By)x.|. (4.18)

Nun gilt nach Voraussetzung ||(I — Py)z.|| — 0 (h — 0). Wegen des
Satzes von Banach-Steinhaus folgt aber auch

r2 || ApSp (22 — Tan)|| — 0 (A — 0, € — 0)

(mit dem gleichen Argument wie bei dem Beweis der Konvergenz in
Satz 4.2; hier ist die Bedingung py > 1 wichtig). Damit ist (4.16)
gezeigt, wenn der Parameter nach Regel 1 gewahlt worden ist. Nun
noch kurz zu Regel 2. Auch hier ist (4.16) zu zeigen. Wenn es ein
s = s(h,€) € [Or,7] gibt, so daB (4.12) gilt, so 1aBt sich fir s2e wie
eben eine konvergente Majorante angeben, wegen r < #~!s also auch
fiir r3e. Wenn aber r < k, so folgt rie < ke — 0 (e — 0). Insgesamt
ist also (4.16) auch fiir den Fall gezeigt, dafl r entsprechend Regel 2

gewahlt worden ist.
(ii) Nun der Beweis von (4.17). Dazu schiatzen wir ||Sp Py (2 — Zan) |2
durch eine konvergente Majorante ab. Wir definieren r; = r1(h, €) :=

(€2 + &)
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(ii;) Wenn r = r(h, €) < ry, so folgt mit Lemma 4.3

1Sh Pr( = an)[I* = (I — g, (A} An) AL AR) P (4 — ) ||
< K = gn, (A7 AR) AL AR) Pr(e — 2an) ||
il An(L = g,(A3 AR) AL A) (20 — 200)|1?)
= K([|Shr Pr(s — 2an) [|? + 71| AnShr(2e — 2an)[|?).  (4.19)

Nun gilt aber ||Sh ., Pr(z+ — Zan)|| — 0 (b — 0, € — 0) (siehe (4.7) im
Beweis von Satz 4.2; r; erfiillt die Voraussetzungen des Satzes 4.2).
Weiter gilt (wenn r nach Regel 1 gewéhlt worden ist, sonst ist dy durch
d zu ersetzen), siche (4.14),

Pl RS (2 = 2an)II” < (€2 + &) ((da + Ve + &lI(T = P)a.[])* — 0

fir h — 0, ¢ — 0. Dabei war zu beachten, dafl aus r < r; folgt
r < &2, deshalb gilt (4.9). Damit ist der Fall r < r; geklirt.

(i) Gilt r > 7y, so folgt ||Sh,Pr(2s — Tan)|| < ||Shr Pr(2s — Tan) ||, da
| Shr Pr (2% —%4p) || monoton fallend in 7 ist. (4.17) folgt nun wiederum
wegen ||Shr, Pr(zs — Zan)|| — 0 (h — 0, € — 0).

2. (Konvergenzordnung) Wir miissen nur noch die Ausdriicke in (4.13)
abschatzen.

(1) Zunéchst soll rie abgeschitzt werden und wiederum beschéftigen
wir uns zunéchst mit Regel 1. Wenn r < (%)_ﬁ, so folgt schon
rie < (pep)ﬁ. Gilt aber r > (ﬁ)fﬁ, so folgt mit (4.18), Lemma 3.1
und Lemma 3.5.

r3(dy — 1)e < { 2] (I — g (A3 AR) AL AL) | An P
| ARSh (JAnl” = AP ] + e 1 3

1 _ — 1 min{p,1 min{p,2 min{p,1
< {3 ™ e (MY 4y g gty
€\ -2 min{p,1 min{p,2
< {ep ;)PH + (71 +0p)§, e }+cp7%nh 2, (4.20)

Diese Abschitzung ist gut genug. Mit dem gleichen Argument wie
beim Beweis der Konvergenz erhalten wir eine hinreichende Abschatzung
auch fiir Regel 2.
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(ii) Nun schétzen wir ||Sy, Ph(z. — Z4n)|| ab. Fiir

ergibt sich wegen ||Sh,Ph(x« — Zan)|| < ||Shry Pr(24 — Zan )| eine hinrei-
chend gute Abschéatzung, wenn man r; in Abschatzung (4 8) im Beweis

von Satz 4.2 einsetzt. Wenn jedoch r < ((p)pﬂ n 5mm{1 1y
folgt mit (4.19), Lemma 3.1 und Lemma 3.5

HShrPh(x* — Zan) ||?
> ( HSthh(I* Jfan)HQ‘FTlHAhShr(x* Ian)HQ )
< w1 | Anl 2l + (&Y + ) I
+71[(dy + 1)e + pby&, min{p,1}+1 2
€ min{1, }
r{ [ ye( (p)p-l—l +é,

+[ (da + 1) (p”) 7 + phyg™ vt g2 .

(Fiir Regel 2 ist dy durch d zu ersetzen). Jetzt folgt die Behauptung
leicht. [J

)72 =71, 50

IN

) (émln{p ,1} mln{p,Q}) ]2,02

Bemerkung 1. Die Bemerkungen nach dem Beweis des Satzes 4.2
lassen sich auf Satz 4.4 iibertragen.

2. Die Resultate, die man erhalt, wenn man Satz 4.4 auf die Meth-
ode von Tikhonov und die Fehlerquadratmethode anwendet und h, so
wahlt, dal &, = o(e) fiir ¢ — 0 gilt, sind vergleichbar Ergebnissen in
Groetsch[11], Kapitel 4.2.

Eine andere a posteriori-Parameterwahl wurde in letzter Zeit unter-
sucht (siehe z.B Raus[33], Raus[34], Gfrerer[9], Engl und Gfrerer[6]
und King und Neubauer[18]).

5 Die Methode der konjugierten Gradienten

5.1 Eine Einfiihrung

In diesem Kapitel soll ein Diskrepanzprinzip fiir das Verfahren der
konjugierten Gradienten angegeben werden. Wir wollen dieses Ver-
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fahren wie bisher auch auf die endlichdimensionalen Gleichungen an-
wenden und machen dazu folgende Annahmen.

Voraussetzung 5.1 Seien X undY Hilbertraume und A € Ly(X,Y)
mit ||A||* < a sowie & und 1y fest vorgegeben. Seien p > 0, w, und
Tan € N(A): mit v, — x0p € M, ), Tan € M, ,. Weiter seien P €
Ly(X) und Q € Lg(Y') orthogonale Projektionen mit ||A(I — P)|| <
€< & und ||(I—Q)A|| < n < ny. Wir setzen A= QAP, B = A*A
und C = AA*, k= c,(&nmpth 4 pminte2h) (e wie in Korollar 3.6)
und U = € + b,pc™PU+L @ wie in Lemma 8.1). Seiy. €Y mit

|APz, — y| < . (5.1)

Wir bezeichnen mit (Et)iem die Spektralschar von B und mit (F})ier
die Spektralschar von C.

Wir bemerken, dafl unter der bisher iiblichen Annahme ||Ax,—y.|| < €
mit Lemma 3.1 schon (5.1) folgt. Wir lassen hier deshalb eine groBere
Menge von Storungen zu, da wir alle Ergebisse in diesem Kapitel
zunachst nur fiir die Anfangsnaherung x,, = 0 erhalten und spater
auf den Fall "z, € M, , beliebig” verallgemeinern wollen.

Wir wollen nun zunachst einmal das CG-Verfahren vorstellen. Fiir ein
beliebige, aber feste Anfangsniherung z,, € X erzeugt die Methode
der konjugierten Gradienten iterativ (moglicherweise endliche) Folgen
T, Up, dp € X, «p, B, € IR, (r € INy) durch

Uy = —d() = A*(ACL‘O — ye),

_ Tpiq = Xy + opd
T_HACZHQ’ r+1 — 47 rUr,
r
Up41 = A*(Axqul - ye)7
o HuTJrlHQ d o d
B’I‘ - Hu H2 9 r+1 — _uT+1 +67‘ 7.
r

Hier ist xg = Px,,. Tritt der Fall v, = 0 das erste Mal auf, so setzen
wir z = x, und u; = u, fur alle £ > r.
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Wie schon in Kapitel 3 geben wir auch hier zunachst die Matrix-
darstellung dieses Verfahrens an. Seien dazu wieder ®q,..., P, eine
Basis von R(P) und ¥y, ..., ¥,, eine Basis von R(Q). Dann kann z,

in der Form
n

Ty = ZCW’(I)J" (52)
j=1
dargestellt werden. Sei weiter a, beziehungsweise b, der Koordinaten-

vektor von wu, beziehungsweise d, beziiglich der angegebenen Basis
von R(P). Mit der Notation aus Kapitel 2 (siehe (2.8)) und Startvek-

.....

mit (5.2) dquivalent zu dem folgenden Iterationsverfahren zur Be-

stimmung von ¢, = (¢yj)j=1,.0, " = 1,2, ... :
ayg — —bo = G;lBTG\;,l(BCO — Z),
Cry1 = Cp + arbra
a1 = Gg'B'Gy'(Be, — 2),
br+1 = —Qp41 T+ 67’67’-

Hier seien «,. und 3, wie auf Seite 27 gewahlt. Es werden nun die
grundlegenden Eigenschaften des CG-Verfahrens angegeben. Sei dazu
zunachst r > 1 fest, so dal w,_; # 0. Dann gibt es ein eindeutig
bestimmtes (von A, x, und y, abhéingiges) Polynom g, € II,_; = {p:
p ist ein Polynom vom Grade kleiner gleich r — 1} mit x, = s,(B)xo+
g-(B)A*y.. Hier ist s,(t) = 1 — tg,(t). Die folgenden Eigenschaften

von z,, s, und g, kann man in Nemirovskii[25] oder Louis|21] finden.

1. s, € II, und s, hat einfache Nullstellen (¢, )r=1
tor < ... <t., <a. Wegen s,.(0) =1 gilt

»mit 0 < tl,r <

.....

r

s(t) = JJ(1 - 1), (5.3)

t
b1 k,r

Es gilt
Spi=ge(0) =)t (5.4)
k=1
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Wegen S7 = g sowie

arlﬁr2>sr_1 . 057"7157"72

S, =(1+
p—2 p—2

Sr—2 + g

fiir » > 2 (nur fiir diese Rekursionsformel sei Sy = 0) 148t sich S, leicht
berechnen. Weiter gilt ¢;_1, < t;,41 < tr, und deshalb S, < 5,44,
wenn u, # 0. Wir halten zwei weitere wichtige Eigenschaften fest.
Zum einen gilt s,.(t) € [0, 1] fir alle ¢ € [0,¢;,], wie man auch leicht
an der Produktdarstellung (5.3) erkennen kann. Zum zweiten gilt
gr(t) > 0 fiir alle t € [0,¢1,] und

Sy =g:(0) = sup g,(t) > by, (5.5)
t€[0,t1 ]

wobei die letzte Ungleichung mit (5.4) folgt.
Wir setzen noch (abweichend von der Rekursionsformel fiir S;)
Sy = a~'. Wenn ug # 0, so gilt Sy < ti% = 5.

2. Orthogonalitat. Es gilt fiir 0 < k& < r (mit so(t) = 1 fiir alle
t e R)

/O "t (0)su(t) dI| F(Azo — Qul)2 = 0. (5.6)

-0
Dies folgt aus u, = A*(Az, — Qy.) = A*s,(C)(Azo — y) und damit
0 = <upup>= < C(s.5:)(C)(Azg — we), Azg — ye >

- /0 ts, (t)si(t) d|| Fy(Azg — Que)|*.

-0

3. Minimaleigenschaft. Wir setzen zunachst
wy = || Az, — Qyl|.
Es gilt w, = [[(1 = Cg,(C))(Azo — Quo) || < [|(I = Cp(C))(Amo — Quc) |

fur alle p € II,_; oder aquivalent
wy < ||s(C)(Azg — Que)||, wenn s € II, mit s(0) = 1. (5.7)

(5.7) gilt trivialerweise auch fiir r = 0. Wir wollen nun ein Abbruchkri-
terium fiir das CG-Verfahren angeben.
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Stopregel. Es gelte die Voraussetzung 5.1. Weiter sei (), durch
das CG-Verfahren erzeugt. Sei d > 1.

1. Wenn wy < de oder ug = 0, so stoppe man das Verfahren mit 7 = 0
und wahle T = x( als Naherung.

2. Seien nun wy > de und ug # 0. Man stoppe das Verfahren mit
7, wenn wy < de oder £72 < S» oder uz = 0. Dann nehme man als
Naherung

_ { T7_1, wenn £ 2 < Sy,

€Tr =
TF sonst.

Bevor wir zeigen, dafl das CG-Verfahren mit dieser Stopregel auch

wirklich einmal abbricht, wollen wir noch eines festhalten. Es gilt

(siehe Gilyazov[7] oder Gilyazov|8])

rie%\ffo HACET - deH = dlSt(R(A)a de)

und damit wegen dist(R(A), Qu.) < ¥

inf ||Az, — Quel| < V. (5.8)
relNy

Es ist jedoch durchaus méglich, daB || Az, — Q.|| > de fiir alle r €
INy, dafl also der Defekt nie unter die in der Stopregel angegebene
Schranke fallt. Auch der Fall u, = 0 (was dquivalent zu der Identitét
| Az, — Q.|| = dist(R(A), Qu.) ist) und || Az, — Q|| > de ist moglich.

Nun soll aber gezeigt werden, dafl diese Stopregel dennoch immer
zum Abbruch fithrt. Sei zunachst & # 0. Wenn dann fiir alle » > 0
u, # 0 und ||Az, — Qyc|| > de ist, so gilt wegen t, < ||A||? fiir alle
r>1lundallel <k<r S — oo (r— oo)und damit gibt es ein
r € INy mit €2 < S,. Ist andererseits £ = 0, so gilt ¥ = ¢, wegen
(5.8) gibt es also ein 7 € IVy mit w, < de, das CG-Verfahren wird also
nach endlich vielen Schritten abgebrochen.

Es gilt das nun folgende Hauptergebnis, welches wir im nachsten Ab-
schnitt beweisen.
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Satz 5.2 Es gelte die Voraussetzung 5.1 und die weiteren Notationen
aus Sektion 5.1. Die Approrimation T sei gemdfs der eben angegeben
Regel gewahlt worden. Dann gilt mit einer nur von p abhangigen Kon-
stanten e,

. = T|| < ey ((pe) 7 + p(emrt} gpinte2hy),

Bemerkung. Die in Abschnitt 4.1 nach dem Beweis von Satz 4.2
gemachten Bemerkungen lassen sich (bis auf die erste) auf Satz 5.2
ubertragen.

Es ist zu erwihnen, daB fir z, — 24, € N(A)*\ Up=o R(|A]P) Kon-
vergenzaussagen, so wie sie in Satz 4.2 und Satz 4.4 gemacht wurden,
nicht mit den nun folgenden Lemmata gemacht werden konnen. Auf
die Frage der Konvergenz kommen wir in Kapitel 8 zurtick.

Jedenfalls gibt es fiir das CG-Verfahren im allgemeinen keine verniinftige

a priori-Parameterwahl. Damit meinen wir, dafl es keine (auch wirk-

lich nur von h und e abhéngende) Familie (7). gibt, von der man

Ty, — T+ (b — 0, € — 0) erwarten kann. Dies ist in Eicke, Louis,

Plato[5] (ohne Beriicksichtigung einer Diskretisierung) begriindet. Man
beachte, dafl bei der in diesem Kapitel angegebenen Stopregel der ge-

fundene Parameter r auch noch von der rechten Seite y. abhangt.

5.2 Der Beweis des Satzes 5.2

Zur besseren Orientierung wird in dem folgenden Diagramm darge-
stellt, wie die einzelnen Lemmata und Korollare in diesem Abschnitt
zusammenhangen.

Lemma 5.4 = Korollar 5.5
Lemma 5.3 = Lemma 5.6 . Korollar 5.8
Lemma 5.7

= Lemma 5.9

Dabei liefert Korollar 5.5 eine Aussage iiber den Fehler ||z, — z,|,
wahrend Korollar 5.8 eine Aussage iber den Defekt w,_1 macht. Mit

Korollar 5.8 und Lemma 5.9 kann man dann schlieflich Satz 5.2 be-
weilsen.
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Lemma 5.3 Sei A € Ly(X,Y), (Ei)ier die Spektralschar von A*A
und (Fy)ier die Spektralschar von AA*. Dann gilt fir allet € IR E;A*
A*F;.

Beweis. Mit Satz 7.17 und Aufgabe 7.25 aus Weidmann[44] folgt leicht
<z, B Ay >=<x, A*Fyy > firallex e X undy e Y. O

Die Beweisideen der folgenden Lemmata findet man in Nemirovs-
kii[25]. Die einzelnen Aussagen sind dort in gréflerer Allgemeinheit
formuliert, die Abschatzungen sind dafiir schwacher. Das nachste
Lemma hat nichts mit dem CG-Verfahren zu tun. Wir werden es
in groftmoglicher Allgemeinheit angeben, da es an anderer Stelle ein-
setzbar ist. So kann man es auch zum Beweis von Satz 4.4 verwenden
und dort dann auf Lemma 4.3 verzichten.

Lemma 5.4 Es gelte die Voraussetzung 5.1. Sei g : [0,a] — IR
borelmefbar und beschrinkt und w = ||[(I — Cg(C))Qy||. Dann gilt
fiuralle0 <7 <a

lzs = g(B)A*yel| < 773w +¥) + W sup (#2]g(¢)])

+p{ sup (|1 —tg(t)[t2) + r sup [1 —tg(t)|}.

0<t<r 0<t<r

Beweis. Es gilt

2. = g(B) A yell < (1 = E) (s — g(B)A"yo) | + 1| B (2 — g (B) A'ye |-

Wir werden nun die beiden Ausdriicke auf der rechten Seite nachei-
nander abschatzen.

1. Esist |A|T|A| = Py e = I—Ep. Hier ist |A|* die verallgemeinerte
Inverse (dieser Begriff ist zum Beispiel in Louis[21] erklirt) von |A|.
Wegen R(I — E;) C R(I — Ey) ergibt sich

(T = ). = g(B)AwI? = | A AT — By (. — g(B)Ayo)|
= [ |AI*(I = B)|Al(z. — g(B) A"y

- /0 ot_l dl| B — E;)|Al(z, — 9(B)A"yo) ||
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= [ i - B Al - B AP

T

< 77! / d||(E; — E.)A|(z, — g(B) A"y, ||?

< Al - g(B) Ay
< 7_1(6 + bppgmln{p,l}-i-l + w)Q = 7'_1(\If + w)2.

Die letzte Ungleichung folgt dabei aus der folgenden Ungleichung
(5.9), die sich wiederum aus Lemma 3.1 ergibt:

Al(z. = g(B) A"yl = || Az, — 9(C)Cyel| < || Az, — Quel| +w
< e bypemintp il 4 (5.9)

2. Es gilt mit x, = |A]Pz, ||z]] < p,

vo— g(B)Ay = (1= g(B)B)|APz+ (1 - g(B)B)(AP — |A])>
+ g(B)A"(Ax, ~ y.),

folglich

| Br (22 — g(B)Aye)| o )
< (T = gBYBAPE. 2| + (T - gBYBIE. (AP — |Ap)z]
+Hg(B)A*FT(Ax* - de)H (510)

Wir schitzen die Summanden der rechten Seite von (5.10) weiter ab.
Es gilt

(I — g(B)B)|APE,2||* = /O0\1—tg(t)\2tpd|\EtEsz2

< p sup (|1 —tg(t)[*).

0<t<r
Analog schatzt man die anderen beiden Summanden der rechten Seite
von (5.10) ab und erhélt mit den Lemmata 3.1 und 3.6 insgesamt

B = g(B)Aw) | < W sup (Hg(0)]) +of sup (1~ tg(D)t?)

0<t<r

+k sup |1 —tg(t)] }. O

0<t<r
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Nun zuriick zum Verfahren der konjugierten Gradienten. Wegen der
recht umfangreichen Darstellung wollen wir zunachst z,, = 0 an-
nehmen. Wegen der in Sektion 5.1 gemachten Bemerkungen erhalt
man aus dem vorausgegangenem Lemma 5.4 das folgende Korollar.

Korollar 5.5 Es gelte die Voraussetzung 5.1 mit x,, = 0. Mit den
Notationen aus Sektion 5.1 qilt fir alle r > 0 mit u,—1 # 0 und fur
alle 7 € (0,11,

1 P
2 — ]| < 7720 4+ w,) + USE + p(r% + k).

Beweis. Sei 0 <t < 7 beliebig, aber fest. Es ist, wie in Abschnitt 5.1
begriindet ist, 0 < s,(t) = 1 — tg,(t) < 1. Eine einfache Anwendung
von Lemma 5.4 ergibt die Behauptung, wenn wir ¢2 gr(t) < Sé zeigen
kénnen. Nun gilt aber wegen (5.5) t2g,(t) = (tg,(t))2g,(t)2 < go(t)2 <
Sz O

Damit ist ein erstes Teilziel erreicht, wir haben eine Abschatzung fiir
den Fehler x, — x, erhalten. Die nun folgenden beiden Lemmata
liefern, wie eingangs dieses Abschnitts schon erwahnt, Abschatzungen

fir den Defekt w,. Die Ergebnisse dieser Lemmata werden dann
zusammengefaf3t in Korollar 5.8.

Lemma 5.6 FEs gelte die Voraussetzung 5.1 mit x,, = 0. Mit den
Notationen aus Sektion 5.1 gilt fir r € INy mit u,—1 # 0 (falls r #0)
pt1 _ptl _1
wr SV Hp((p+1) T8, 2 +kS,2).

Beweis. Der Fall r = 0 ist schnell erledigt: Es gllt wo = ||Quel| <

1QAz. — Qul| + Az < U+ AP 1p < W+ pS, . Sei mun v > 1.
Es ist

W = / 2(t) d|F Q. (5.11)
0-0

abzuschéitzen. Dazu definieren wir p(t) = s,.(¢)(1 — L) L. Dann gilt
p € II,_;, mit der Orthogonalititseigenschaft (5.6) folgt

a t 3 t177-
[ s0GE -0 diEQu? = [ s wple) dIFQu
t, 0—0

1,r
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Damit erhalten wir wegen t(tf )7L >y, fir by, <t

a B a t B
/ 20 dFEQul? < / 1520 — 1) dIFQu?

tl,r tl,r

tl,-
- / L2 dIFEQu. (5.12)

ot —t"

Insgesamt ergibt sich mit (5.11) und (5.12)

t

1,r t

w? < / s2(1) (1 + ) d|| FQye|)?
0-0 tiy—1

t1.,

N t

_ / L)1 A FQu?
0—0 tl,r_t

tl,r t _
= [0 = dEQuI? = 1o OB, Qul?

-0 1,r
mit (siehe (5.3))
d t

u(t) = ([J0 - D)) - 1),

e tk,r tl T

Zu beachten ist, daB v,(t) € [0, 1] fiir alle 0 <t < t;, gilt, denn fiir
T>0gilt 0<1-L<160<t< 7. Mita, =|APz, [z]] < p, gilt
nun aber

Qu. = A|APPz + A(AP — |A]P)2 — Az, + Qy.. (5.13)

Ahnlich wie beim Beweis von Lemma 5.5 folgt

N[ =

wr < p{ sup (Ur(t)t“ )2 + Kk sup (tvr(t))%} + U sup wv.(t)2.
0<t<ty,r 0<t<ty,r 0<t<ty,r
(5.14)

Es mufl nun zur weiteren Abschitzung von (5.14) fiir festes s > 0 der

Ausdruck ¢(t) = t°v,(t), 0 <t < t1,, abgeschétzt werden. An der
Darstellung von ¢ erkennt man sofort ¢(0) = ¢(¢;,,) = 0 und ¢(t) > 0

Weiter ist
1
v = —v 2 )
ol Z tk = — t)
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Sei nun 0 < t < ¢y, mit

o(t) = sup &(t).

0<t<ty,
Dann gilt also 0 = ¢/(¢) und damit

st (t) = Fu@)E)] Lo

—2 tk,r —1 tl,r —1
> %svr(%)sra

es folgt £ < sS! und damit
sup ¢(t) = ¢(t) = v (1) < < (sS71)". (5.15)

0<t<ty,
Setzt man (5.15) in (5.14) ein und nutzt wieder aus, daf v,(t) € [0, 1]
fir alle 0 <t <t;,, erhalt man die Behauptung. U

Lemma 5.7 FEs gelte die Voraussetzung 5.1 mit x,, = 0. Es werden
wieder die Notationen aus Sektion 5.1 verwendet. Ser r € IN mit
Up—1 £ 0, 03 >2und 2 <17 <2(0y—1). Falls dann 0:5,_1 < S,, so

gilt mit a 1= 1_—?1
T—2 p+1 1
e < U p((aS,) 7T 4 k(as,) 7).

Beweis. Sei s(t) = s,(t)(1 — 7 ) 1. Dann gilt s € IT,_; und s(0) = 1,
mit der Minimaleigenschaft (5 7) folgt

a

Ttlﬂ-
G < [s(C)Qul? = / 2(1) d| FQud + / 2(t) d|FiQudP
0-0

Tﬁlﬂ-

Tﬁlﬂ- a
< [ TS dIEQuE+ -1 [ 20 dlFQu?
0

-0 Ttl,r
< |s(C)Frt,, Quell® + (1 — 1) 7wy}, (5.16)
denn fiir ¢ > 71, gilt (1 — —)_2 < (7 —1)72. Wenn wir jetzt noch
im Fall r > 2 die beiden Unglelchungen
Ttl,r S 2t2 T (517)
t, < (1—6;7181, (5.18)
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((5.18) wird auch fiir » = 1 bendtigt) zeigen konnen, so liefert eine
weitere Abschétzung von (5.16) wegen |s(t)] < 1 fiir alle ¢t < 2ty
(letzteres kann man wieder aus der Produktdarstellung von s folgern)
und (5.13)
wit < p{ sup [sET |4k sup [s(t)t]}
0<t<7t1,, 0<t<Tt1,

+0 sup |s(t)] + (7 — 1) w,
0<t<rt;,
P+l

U+ p{(7t1,) 7 + k(rt,)? ) + (7 — 1)
U4 p{(r(1 = 6,11 )™ 4 w(r(1 - 6,115 1)2)
1 — 1),y (5.19)

IA A

Hier wurde w, < w,_1 ausgenutzt. Im tibrigen ist zu erwahnen, dafl
bei der eben durchgefiihrten Rechnung der Fall » = 1 trivial ist: Es
gilt in diesem Fall s(¢) = 1 fiir alle t € IR.

Mit einer einfachen Umformung der Ungleichung (5.19) ist dann die
Behauptung gezeigt.

Es ist also nur noch (5.17) und (5.18) fiir » > 1 zu zeigen. Nun

gilt nach Voraussetzung (wegen der Eigenschaften der (tx,)r, siehe
Sektion 5.1)

T r—1
0251 < Sp=tip+ > tr <ttt =t + 51 (5.20)
k=2 k=1

Damit folgt zum einen S, < tfi + S,—1 (dies gilt wegen S; = tﬂ
trivialerweise auch fiir r = 1), wegen der Voraussetzung 6,5, 1 <
S, folgt (5.18). Andererseits folgt aus den Abschétzungen in (5.20)
((92 — 1)1517771"71 < ((92 — 1)87,*1 < ti}ﬂ und damit Tl < ﬁtl,r—l < 2152,7
wegen t1,_1 < to,, damit ist auch (5.17) gezeigt. O

Lemma 5.6 und Lemma 5.7 zusammen liefern

Korollar 5.8 Es gelte die Voraussetzung 5.1 mit x,, = 0. Es werden

wieder die Notationen aus Sektion 5.1 verwendet. Fir alle 0 < 6 < 1

qibt es ein ug > 0, so dafs fir alle r > 1 mit u.—1 # 0 gilt Ow,_ 1 <
_ptl 1

U+ upp(Sr 2 + KSy 2). ug hdngt neben 6 nur noch von p ab.
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Bewets. Sei 7 > 2 so, dafl § = Z—:? gilt. Weiter sei 6, > 2 so,
dafl 7 = 2(Ay — 1) gilt. Die Lemmata 5.6 und 5.7 ergeben mit der
Fallunterscheidung 70,5, 1 < .5,” und ”65S,_1 > S,” die Behauptung.
O

Mit Korollar 5.5 und Korollar 5.8 1a3t sich nun das folgende Lemma
beweisen, mit dem wir fast am Ziel sind. Es wird in gentigend grofer
Allgemeinheit formuliert, so dafl es sowohl mit » = 7 als auch mit
r =T — 1 angewendet werden kann, wenn die anderen Bedingungen
in diesem Lemma erfiillt sind.

Lemma 5.9 FEs gelte die Voraussetzung 5.1 mit x,, = 0. Es werden
wieder die Notationen aus Sektion 5.1 verwendet. Seien d > 1 und
r>1mitu_1 #0, S, <2 de <w,y und w, < de+ Cpék ( C
konstant ). Dann gilt mit einer von p abhdngigen Konstanten e,

|22 = 2| < ep((pe) 7T + p(gnmp} 4 yrin(e2ly),
Beweis. Mit Korollar 5.5 folgt fiir 0 <7 <?;,

|z, — 2,]| < CL7 2 (e + p€k) + p(7% + K) + US? (5.21)

mit einer Konstanten C;. (5.21) soll nun weiter abgeschétzt werden.

Sei dazu § := ((ﬁ)zﬁ +¢)? und 7 := min{d, S;'}. Es gilt dann 7 <

St < ty,, Ungleichung (5.21) gilt also mit diesem 7. Wir haben nur

noch die einzelnen Groflen der rechten Seite von (5.21) abzuschétzen.
a) Es gilt

(SIS

F<pCul(5)7 4 €) < (o) + p2)

mit einer von p abhangigen Konstanten Cb.

b) Da €2 < § und &2 < S nach Voraussetzung, gilt auch £2 < 7
und damit T_%f <1

¢) Es mufl noch T %€ geniigend gut abgeschatzt werden. Wir
machen dazu eine Fallunterscheidung. Wenn § < S, so gilt 7 =
J > (%)ﬁ und damit 7 z¢ < (%)_ﬁe = (pep)p%. Diese Abschétzung
ist gut genug. Sei also nun § > S 1. Mit Korollar 5.8 folgt

pT2 < pd

_ptl

dbe < Qw,_1 < €+ bpémm{p’l}ﬂ + ugp(Sy 2 + KSy ?)
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(wobei 0 < 6 < 1 so gewéhlt ist, daBl df > 1, und uy entsprechend
Korollar 5.8 gewéhlt ist). Subtrahiert man bei der letzten Ungleichung
auf beiden Seiten € und multipliziert anschliefend mit T*%, so erhalt
man schlieflich

(0d —1)7 3¢ < bye™™P) oy p(Sy 2 + k) < by P y05(65 + k),

wobei die Voraussetzung 7 = S, I'< § und noch einmal 7'_%5 <1
(siehe b)) ausgenutzt wurden. Also kann 7~ 2¢ auch diesem Fall aus-
reichend gut abgeschatzt werden.

d) AbschlieBend ist WS? abzuschiatzen. Da aber S? < 3 gilt,
erhédlt man mit den Ergebnissen aus b) und c) geniigend gute Ab-
schatzungen. [

Nun sind wir endlich in der Lage, das Hauptresultat zu beweisen.

Beweis von Satz 5.2. 1. Sei zunachst z,, = 0.

1) Wir betrachten zuerst den Fall T = xp = 0. Dies kann in den drei
Fallen "ug = 07, "wy = [|Que]| < ¥ und "7 = 1 und S; > &%
passieren. In allen drei Féllen jedoch kann man ||Qy|| gut genug
abschitzen und dann mit der Interpolationsgleichung (3.1) zum Ziel
kommen. Dies soll noch konkretisiert werden. Wenn uy = 0, so
folgt (siehe Sektion 5.1) ||Qyc|| < W. Der zweite Fall ist der, dafl
der Defekt schon im 0-ten Schritt unter die kritische Grenze fillt, das
heifit, es gilt |Azo — Quel| = ||Quel| < de. Der dritte Fall ist, wie
gesagt, T = 1 und S; > £72. Dann folgt mit Korollar 5.8 0||Qu.|| =
Oy < W + ugp(EPT + €k), wobei 0 < @ < 1 beliebig und uy wie in
Korollar 5.8 gewahlt. In jedem Fall gilt also [|Qu.|| < C(e + pék)
mit einer Konstanten C'. Weiter ist ||(I — Q)y || < ||QAz, — Qy|| <
1Az, — yel| < [AP2. — ye|| + | AT = P)a|| < e+ 2b,6™ 01 es folgt
| Az, || < || A2y — ye|| + [Jyell < Ci(e + p€k) mit einer Konstanten Cf.
Mit der Interpolationsungleichung 3.1 folgt

_ _p_ _1
|z =2 = [lz.] = | [APz]] < || [APT )77 ||2]7
P 1 P 1
= |[Az, |77 prit < (Cile + p€r)) vt prid
1 p
< Cof(pe!) 7+ ptr) 1
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mit einer Konstanten C. Es folgt nun die Behauptung, da
(g(gmin{p,l} + nmin{p,Q}))# < Oy max{émin{p,l}’ nmin{p,Q}}

mit einer Konstanten C5 gilt, wie man mit einigen Fallunterscheidun-
gen schnell einsehen kann.

2. Sei also jetzt 7 > 0 und S; < £ 2. Es gilt damit ur_; # 0 und
de < wr_1.

a) Wenn Sy < €72, so gilt wr < de oder uz = 0 , in jedem Fall also
wr < dV¥, die Voraussetzungen des Lemmas 5.9 sind mit » = 7 erfiillt,
die Behauptung folgt mit diesem Lemma.

b) Sei jetzt Sy > €72 Dannist 7 > 2und T = x7_;. Mit Korollar 5.8
folgt fiir beliebiges 0 < @ < 1 die Ungleichung w1 < ¥ +upp(EPTt +
£k). Hierbei ist ug wie in Korollar 5.8 gewahlt. Wegen de < wr_» folgt
die Behauptung, wenn man Lemma 5.9 mit »r =7 — 1 anwendet.

II. Sei nun z,, € X beliebig. Wir wenden die bisher erzielten Resul-
tate auf 7, := x, — x4, und 9. := y. — APx,, an. Nach Voraussetzung
gilt r, — x4y € My, und ||APZ, — || < ¥, die Voraussetzungen des
Satzes 5.2 sind erfiillt, das CG-Verfahren liefert also mit Startvektor
0 und rechter Seite g, eine Approximation Z an Z,, die einer Fehler-
abschatzung der Form

|7 = T < ()1 + plemnth 4 yrinte2ly)  (5.22)
genugt.

Wir nutzen nun aus, dafl fir Pz, = o € R(P) die Gleichung
zo + (0, 7.) = z,(xo,ye) gilt. Dabei bezeichnet fiir beliebiges x4 €
R(P) und y € Y x,(xg,y) die durch das CG-Verfahren erzeugte
r—te Iterierte bei Startwert x, und rechter Seite y. Da deshalb
flxr(azo,ye) — Que = flxr((),ge) — Q. gilt und auch die Groflen S,
in beiden Fallen iibereinstimmen, brechen das mit Startvektor 0 und
rechter Seite g, gestartete CG-Verfahren sowie das mit Startvektor z
und rechter Seite y. gestartete CG-Verfahren im gleichen Schritt ab
und liefern Approximationen Z sowie 7, fiir die zy+2 = T gilt. Damit
folgt schlief3lich
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also ||z, —Z|| < |2 — Z|| + ||( — P)xqyn||. Mit (5.22) und Lemma 3.1
folgt die Behauptung. [

6 Der Fall A=A4*>0

Wieder sei X ein Hilbertraum. Fiir A € Ly(X) betrachten wir wieder
die Gleichung Ar = y, y € R(A). Sei nun A, = P,AP,, wobei
Py, h > 0, eine orthogonale Projektion in X sei. Wir setzen im folgen-
den A = A* > 0, das heifit, A ist ein selbstadjungierter nichtnegativer
Operator, voraus. Dann konnen wir die in den Abschnitten 2 und 5
angegebenen Verfahren direkt auf die Gleichung A,z;, = P,y anwen-
den und nicht wie bisher auf die normalisierte Gleichung A?x), = Ayy.
Dies soll im folgenden konkretisiert werden. Allerdings werden Be-
merkungen hier nur knapp kommentiert und die Beweise der Satze
vollig entfallen, die Argumente lassen sich vollstandig aus Sektion 4
und Sektion 5 iibertragen. Zumindest die Ergebnisse des Abschnitts
6.1 sind in Plato und Vainikko[31] detailliert begriindet.

Wir nehmen wieder an, dafl nur eine Naherung y. € X fiir y bekannt
ist mit ||y —y.|| < €, wobei € > 0 eine bekannte Fehlerschranke ist. Um
eine Approximation einer Losung von (1.1) zu erhalten, verwenden wir
wieder Funktionen

gr - [O,CL] — IR,

r >0, [|[A]| < a. Sei nun wieder z,, € X eine Anfangsnéherung.
Mit einer angemessenen Wahl von r (dies wird in den Sétzen in den
Abschnitten 6.2 und 6.3 prézisiert) ist dann

x, = (I — g-(An)An) Phan + 9-(An) Prye. (6.1)

eine Ndherung der Losung x, von (1.1), die am néchsten bei x,, liegt.

Wieder ist zu sagen, dafl hier noch ¢, von A, x,, und y. abhdngen
darf.
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6.1 Lineare Verfahren

Sei (gr)r>0 fest vorgegeben. Wir nehmen an, dafi Bedingung (2.1)
erfiillt ist und auflerdem

sup |g.(t)] < Ar, v >0, (6.2)

0<t<a o

gilt mit einer Konstanten . Wir bemerken, dafl (6.2) eine schérfere
Bedingung ist als (2.2). Zunéchst wieder einige Beispiele.

1. Die Methode von Lavrentiev: Hier ist die Losung z, der Gleichung
(A +r'Da = Py, (6.3)

zu bestimmen. Die Methode ist von der Form (6.1) mit z,, = 0 und
gr(t) = (t+rH7Y r > 0. Die Bedingungen (2.1) und (6.2) sind
erfillt mit pg = 1.

2. Die verallgemeinerte Methode von Lavrentiev: Sei ¢ > 0. Hier ist
die Losung z, der Gleichung

(AT 4 =07 )z = A Py (6.4)

zu bestimmen. Die Methode ist von der Form (6.1) mit x4, = 0 und
gr(t) = t4/(t 4y~ 1 r > 0. Die Bedingungen (2.1) und (6.2) sind
erfillt mit pg = ¢ + 1.

3. Die Methode der sukzessiven Approzimation (Explizites Verfahren):
Sei 0 < p < % Dieser Algorithmus ist gegeben durch xy = Ppx,y,

x, = (I — pAp)x,—1 + pPrye, r=1,2,... (6.5)

Die Methode ist von der Form (6.1) mit g, () = +[1— (1 —put)"], t # 0.
Die Bedingungen (2.1) und (6.2) sind erfiillt fiir jedes py > 0.

4. Implizites Verfahren: Sei 0 < p konstant. Dieser Algorithmus ist
gegeben durch xg = P2,

(Ap + pDx, = prr 1 + Py, 7=1,2,... (6.6)
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Die Methode ist von der Form (6.1) mit g,(t) = [1 — (ﬁ)T], t#0.
Die Bedingungen (2.1) und (6.2) sind erfiillt fiir jedes py > 0.

Sei nun @, @y, ..., P, € X eine Basis von R(P,). Wir definieren

Go = (<P, P >)ij=1,. n
B = (<®,A®; >)j=1..n
z = (< (I)iyye >)i:1 ..... n (67)
Zunachst betrachten wir die Methode von Lavrentiev. Die Losung z,
der zugehorigen Gleichung (6.3) kann in der Form

n

Ty = Z CJ(I)]

J=1

ausgedriickt werden. Dann sind (6.3) und (6.7) dquivalent zu dem
folgenden System von Gleichungen zur Bestimmung des Vektors ¢ =

(B4+71"'Gp)c = 2.

Nun zur verallgemeinerten Methode von Lavrentiev. Die Losung =z,
der zugehorigen Gleichung (6.4) kann in der Form

n

Ty = Z CJ(I)]

j=1

ausgedriickt werden. Dann sind (6.4) und (6.7) dquivalent zu dem
folgenden System von Gleichungen zur Bestimmung des Vektors ¢ =

(B(G3'B)! + 1 'Gg)c = (BGy') .

Bei der Methode der sukzessiven Approximation (6.5) und dem im-
pliziten Schema (6.6) kann z, wiederum in der Form

n

_E { rd .
:Er_ CJQ‘].

j=1
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dargestellt werden. (¢”),ep, ist fiir (6.5) beziehungsweise (6.6) iterativ
bestimmt durch

= Cr—l . M(Gngcr—l . Gglz),
B+ uGg)c" = pGoc ' + 2. (6.8)

.....

die zu den Satzen 4.2 und 4.4 analogen Ergebnisse an. Wir setzen
dazu

Riy = (I = g:(An)An) Puan + 9-(An) Patsc (6.9)

Der nun folgende Satz betrifft die a priori-Parameterwahl, wahrend
in Satz 6.2 zwei Diskrepanzprinzipien behandelt werden.

Satz 6.1 Sei A € Ly(X), A= A" >0, ||A]| < a. Weiter sei y €
R(A), |ly —vell <€, xon € X und z, die Lésung von Az =y, die am
ndchsten bei x,, liegt. Sei P, € Ls(X) eine orthogonale Projektion
mit ||A(L — Py)|| < &,. Wir setzen A, = P,AP,. Es gelte (2.1), (6.2)
und (6.9).

1. (Konvergenz) Wenn Py, — I punktweise, & — 0 (h — 0),
T’(h,e)e i 0, T(h,e)éh S C und T(h,e) — OO (h g O, € — O),
mit einer Konstanten C', so gilt

sup | Ty — Rh,r(hﬁ)yeﬂ —0 (h—0, e—0).
ye€Y, [ly—yel<e

2. (Konvergenzordnung) Wenn 0 < p < po, p > 0, Ty — T4y €
M, ,, v.€ M,, und

€. 1 €. 1 min{%,l})

)T + &) < rol < AT+ &,

mit positiven Konstanten Ci, Csy, so gilt
|z — Rppyel| < ep((pep)ﬁ + pé“;lnin{p,l}).

e, ist unabhangig von €, h und p.
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Satz 6.2 Sei A € Ly(X), A= A">0, |A]| < a. Weiter sei y €
R(A), |ly —yell <€, xon € X und z, die Lisung von Az =y, die am
ndchsten bei x4, liegt. Sei P, € Lg(X) eine orthogonale Projektion mit
VAL — Py)|| < &, Wir setzen Ay, = PyAP,. Weiter sei (2.1), (6.2)
und (6.9) giiltig fir Funktionen g, mit pg > 1 in (2.1). r — |1 —tg,(t)|
sei monoton fallend fir jedes t > 0. Der Parameter r = r(h,€) sei
gemdfS Regel 1 oder Regel 2 (siehe Abschnitt ) gewdhlt, wobei dort
Qn durch Py, ersetzt wird und ryay gleich &' beziehungsweise [€, 1] +1
2u setzen 1st.

1. Wenn P, — I punktweise, £ — 0 (b — 0), so gilt

sup |z — Rh,r(h_ye)yeﬂ —0 (h—0, e—0).
yEGY, Hy*yeHSE

2. Wenn 0 <p<py—1, vy —24p € My, und x, € M, ,, so gilt

L min{p,1
Hx* - Rh,ryeH S Bp((p({p)erl + pgh {p })

ep ist unabhangig von €, h und p.

6.2 Die Methode der konjugierten Gradienten

Wir machen die tiblichen Annahmen.

Voraussetzung 6.3 Sei X ein Hilbertraum, A € LX), ||A]| <
a, p > 0, p >0, z, und g, € X milt x. — x4 € M,, und
Tan € M, ,. Weiter sei P € Ly(X) eine orthogonale Projektion mit
|A(I—P)|| < € < &. Wirsetzen A= PAP und ¥ = e+b,p&™n{p11+1
(b, wie in Lemma 3.1). Seiy. € X mit | APz, — y || < V.

Fiir ein beliebige, aber feste Anfangsnaherung x,, € X erzeugt die
Methode der konjugierten Gradienten iterativ (mdoglicherweise endliche)
Folgen z,, u,, d. € X,a,, (8, € IR, (r € INy) durch

uy = —dp :ACI;O_PQE

[
r=C Ad . d > Tpy1 = Tp + Qpd,y,
Ur+1 = Axr-ﬁ-l - Py,
o el ]
S PR TER r1 = —Ups1 + Grd;.
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Hier ist g = Pxg4,. Wir setzen auflerdem w, = |ju,||. Tritt der Fall
u, = 0 das erste Mal auf, so setzen wir x;, = x, und u; = u, fur k > r.

Wie schon in Kapitel 5 geben wir auch hier zunachst die Matrix-
darstellung dieses Verfahrens an. Mit der Notation aus (6.7) kann

man z, in der Form
n

Ty = ZCW’(I)J" (610)

j=1
darstellen. Sei nun a, bzw. b, der Koordinatenvektor von wu, bzw.
d, beztiglich der Basis (®y,...,®,) von R(P). Das CG-Verfahren ist
zusammen mit ¢y = Gy ((< @}, T4y >)j=1..,) und (6.10) dquivalent
zu dem folgenden Iterationsverfahren zur Bestimmung von ¢, = (¢;j)j=1,..n, 7 =
1,2,...:

apg — —b() = GngCO - G;lz,
Cry1 = Cp + @rbra
a1 = Gg'Be, —Gy'z,
br—i—l = —Qpy1 T+ Brbr-

Dabei seien «,. und (3, wie auf der vorangegangenen Seite. Wir benctigen
noch ein paar weitere Eigenschaften des CG-Verfahrens. Sei dazu
r > 1 mit u,_; # 0. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes (von A, z
und y. abhéngiges) Polynom g, € I, mit z, = sr(fl)xo + QT(A)PyE.
Hier ist s,.(t) =1 — tg,(t).

Es gilt s, € II, und s, hat Nullstellen (¢, )5=1.» mit 0 < t1, < ty, <
oo <ty < a. Weiter ist S, := g,(0) = > _ 1.

Wegen S7 = «g sowie 7

Oy —19r—2 Oy —19r—2
S, = (14 2 h2yg Gbag L
Ap—2 A2

fiir » > 1 (nur fiir diese Rekursionsformel sei Sy = 0) 148t sich S, leicht
berechnen. Sei jetzt Sy = a~'. Wir wollen nun das Abbruchkriterium
fir das CG-Verfahren angeben.

Stopregel. Es gelte die Voraussetzung 6.3. Weiter sei ()¢, durch
das CG-Verfahren erzeugt. Sei d > 1.
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1. Wenn wy < de oder uy = 0, so stoppe man das Verfahren mit 7 = 0
und wahle T = x( als Naherung.

2. Seien nun wy > de und ug # 0. Man stoppe das Verfahren mit
7, wenn wy < de oder £71 < Sy oder ur = 0. Dann nehme man als
Naherung

_ Tr_1, wenn &< Sy
xr =
Ty sonst.

Es gilt der folgende Satz.

Satz 6.4 Es gelte die Voraussetzung 6.3 und die weiteren Notatio-
nen aus Sektion 6.2. Die Approximation T sei entsprechend der eben
angegeben Regel gewahlt worden. Dann gilt mit einer nur von p abhangigen
Konstanten e,

|z = 7| < ep((pe")7 + peminteth.

7 Numerische Realisierungen

Die nun folgenden Beispiele sind Fredholmsche Integralgleichungen
der 1. Art auf [0,1],

Ax(t) = /0 k(t,s)x(s) ds = y(t),

wobei k € L*([0,1]%) und x, y € L*([0,1]). Hier ist L*([0,1]) der
Raum der quadratintegrablen Funktionen auf [0, 1]. Es gilt dann A €

Ly(L*([0, 1])) mit
| A2 g/o /0 k(t,s)|* ds dt.

A ist ein kompakter Operator.

Sei n € IN und P, die orthogonale Projektion auf den (n + 1)-dimen-
sionalen Raum der stetigen Funktionen, die auf [ih, (i 4+ 1)h] linear
sind fir alle 0 < ¢ <n-1, h = % Weiter sei (0, = P,. Um die
Theorie tiberpriifen zu konnen, benotigen wir noch eine Abschatzung
fir |A(/ — Pp)||. Dazu dienen die beiden folgenden Lemmata. Das
erste folgt leicht mit Satz 6.2 in Graf Finck von Finckenstein[10].
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Lemma 7.1 Sei A € L,(L?*([0,1])) ein Integraloperator mit R(A*) C
H?([0,1]) = {y € CY([0,1]) : o/ ist absolutstetig, y" € L*([0,1])}, so
dafs D? o A* € Ly(L*([0,1])). D sei hier der Differentiationsoperator.
Weiter sei P, die Orthogonalprojektion auf den Raum der stetigen
Funktionen, die auf [ih, (i4+1)h] linear sind fir alle 0 <i <n—1, h =
%. Dann gilt
4G~ Pl < (210?047

Um Lemma 7.1 anwenden zu konnen, miissen wir fiir y € L2([0, 1]) die
Funktion (A*y)” berechnen. Das néchste Lemma gibt an, wie dies bei
nichtdifferenzierbarem Kern zu tun ist. Den einfachen Beweis findet
man zum Beispiel in Walter[43], Paragraph 26.
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Lemma 7.2 Sei k € C([0,1]). Weiter sei fir festes s € [0,1]

k(. 8)jepa<sy € C2*({t € [0,1] = t < s}) und (-, ) e jes) €

C?({t € [0,1] : t > s}). A sei der Integraloperator mit Kern k. Fiir

jedes x € Ls([0,1]) ist dann Ax zweimal differenzierbar, es gilt fir
€(0,1)

(Ax)(t) = s) ds,

(Az)"(t) = (s) ds

(‘9
[
0?
[ e
+z(t)( lim 0 —k(t,t —h) — lim 2k(t t+h)).
h—0+ Ot h—0+ Ot

Wir erlautern jetzt die Diskretisierung, beschreiben anschlieend, welche
Verfahren getestet werden und gehen danach darauf ein, wie die Daten
gestort werden und wie die Ergebnisse der Kapitel 4, 5 und 6 nu-
merisch iiberpriift werden.

1. Zunachst gehen wir auf die grundlegenden Matrizen und den Vek-
tor ein (siche (2.8) beziehungsweise (6.7)), die bei allen Verfahren
benotigt werden. Fiir h™! =n = 2%, k =2,3,4,5,6, seien P, und Q)
wie eingangs dieses Kapitels beschrieben. Wir verwenden immer die
Standardbasis von R(FP,) = R(Q) (siehe Prenter[32] oder Graf Finck
von Finckenstein[10]). Es gilt dann G = Gy mit

(210 ..000)
141 ..000
o114 000
Gq):g
000 .. 141
\000...012)

Die Matrix B und der Vektor z werden mit Quadaturformeln exakt
berechnet. Dies ist bei unseren Beispielen moglich. Bei schwierigeren
Problemen ist dies jedoch unter Umstanden nicht moglich. Dort
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auftretende Fehler sind in dieser Arbeit ebensowenig berticksichtigt
wie Rundungsfehler.

2. Wir untersuchen das Verfahren von Tikhonov beziehungsweise
das verallgemeinerte Verfahren von Lavrentiev im selbstadjungierten
Fall. Die (einfache) Methode von Lavrentiev wird nicht betrachtet;
sie erfiillt wegen py = 1 in Bedingung (2.1) die Voraussetzungen des
Satzes 6.2 nicht. Weiter werden die Iterationverfahren von Landweber
und Fakeev-Lardy sowie die Methode der konjugierten Gradienten
untersucht. Dabei nehmen wir als Anfangsnaherung immer z,,, = 0.

3. Wir gehen jetzt auf die Storung der Daten ein. Dazu sei jetzt die
Gleichung und das Verfahren (Tikhonov, CG etc.) fest gewéhlt. Wir
setzen fiir h™' =n =2% k=2,3,4,5,6, ¢, := &,. Fiir jedes n wird y
zufallig zwanzig mal gestort, wobei fiir die gestorten Daten gy, immer
| Az, — vy, || < € gilt. Sei nun ey, := max ||z, —Z|| der maximale aufge-
tretene Fehler, den man nach Anwendung des Diskrepanzprinzips
erhalt. x, bezeichnet hier bei der jeweiligen Gleichung die Losung
mit minimaler Norm und 7 die durch das jeweilige Diskrepanzprinzip
erhaltene Néaherung an z,. Fiir z, € R(|AJP) lassen dann die Ergeb-
nisse der Kapitel 4, 5 und 6 bei dper oben angegebenen Wahl von ¢,
die Konvergenzordnung e, = O(e}™") fiir h — 0 erwarten.

Zur besseren Illustration wird zudem e — % := 100m berechnet.

Wir stellen nun die Ergebnisse der einzelnen Verfahren dar, die mit
PASCAL-Programmen auf einer MICRO - VAX erzielt wurden. Es ist
noch zu erwahnen, daf in allen Beispielen das Verfahren abgebrochen
wurde, weil der Defekt klein genug geworden war. Die Nebenbedin-
gung 7 < &% (beziechungsweise r < &' im selbstadjungierten Fall) bei
den linearen Verfahren und die entsprechende Nebenbedingung beim
CG-Verfahren kam also nicht zum Tragen.

Beispiel 7.3 Sei A der Integraloperator mit Kern

[ t(1—s5), wennt < s,
Kt s) = { s(1—t), wennt > s.
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Mit Lemma 7.2 folgt, daf fiir z, y € L?([0,1]) Az = y genau dann gilt,
wenn y € H?([0,1]), y(0) = 0 = y(1) und y” = —x. (Eigentlich ist der
Weg gewohnlich der Umgekehrte: Zu einem Anfangs- oder Randw-
ertproblem konstruiert man die Greensche Funktion £ und damit den
Operator A.) Weiter gilt N(A) = {0} und A = A* > 0, es lassen sich
also die in Kapitel 6 gewonnenen Resultate anwenden. Mit Lemma
7.1 folgt [ A(I — Py | < ()2

Zur Berechnung einer Konvergenzordnung miissen wir R(A?) kennen.
Nun, wenn (o, g, T )rev die Singularwertzerlegung von A ist, so gilt
z, € R(AP) genau dann, wenn x, € N(A)L und

0

2
E o, " <ax,xp > < 00
k=1

gilt (siche Louis[21]).

In diesem Beispiel hat der Operator A die Singularwertzerlegung ((7k) ™2, Z, Tk ) el
mit x;(s) = v/2sin(knws), s € [0, 1] (siche Courant und Hilbert[4]), es

gilt also insbesondere ||A]| = 72, Es sollen im folgenden zwei Gle-

ichungen mit dieser Abbildung A untersucht werden.

a) Seizuerst x,(s) = s, s € [0,1]. Esist ||z.]| = 0.577 und x, € R(P)
fiiralle h = n™, n € IN. Weiter gilt z, € R(AP) fiir alle p < 1, wie mit
der oben angegebenen Singularwertzerlegung leicht eingesehen werden
kann. Mit €, = &, = (£)? 1iBt die Theorie also e, = O(¢}) (h — 0)
fir alle u < 0.2 erwarten.

(i) Die verallgemeinerte Methode von Lavrentiev. Hier wird
Gleichung (6.4) gelost mit ¢ = 1 und 7, = 0", n = 0,1,2,.... Es
wird abgebrochen entsprechend Regel 2 in Kapitel 4 mit d = 2, wobei
dort wieder @), durch P}, ersetzt und ry.y gleich [§,] + 1 gesetzt wird.
Hier die Ergebnisse, die die Theorie bestatigen. Dabei geben wir fir
jedes h den kleinsten unter den 20 Storungen auftretenden Parameter
v =r~! an, mit dem abgebrochen wurde.
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n| e [en&” | Y | e—%
410.3580| 0.99 |0.0404 | 13.765
810.2766 | 1.00 |0.0138 | 3.441
161 0.1940 | 0.93 |0.0047 | 0.860
3210.1478 | 0.93 |0.0016| 0.215
64 | 0.1126 | 0.94 | 0.0006| 0.054

(ii) Die Methode der sukzessiven Approximation (siche (6.5)).
Wir wihlen hier 4 = 10 < 272, Das Iterationsverfahren wird wieder
entsprechend Regel 2 mit d = 2 abgebrochen. Dabei geben wir fiir
jedes h den grofiten unter den 20 Stérungen auftretenden Iterations-
schritt r an, mit dem abgebrochen wurde.

n €h €hf;;0'2 T'max

410.3175| 0.87 2

810.2586 | 0.94 4
16 1 0.1982 | 0.95 12
3210.1497| 0.95 34
64 | 0.1137| 0.95 | 101

(iii) Das implizite Verfahren (siche (6.6)). Wir wéhlen hier p =
0.01. Die Matrix in Gleichung (6.8) ist symmetrisch und positiv definit,
sie wird daher einmalig mit dem Choleskyverfahren zerlegt. Das It-
erationsverfahren wird wieder entsprechend Regel 2 mit d = 2 abge-

brochen.
nl en |en&,"? | rmax
410.5226 | 1.44 2
810.2841 | 1.03 3
16 | 0.1732 | 0.83 6
3210.1216 | 0.77 15
641 0.0890| 0.74 43
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(iv) Die Methode der konjugierten Gradienten (siche Abschnitt

6.2 mit d = 2).
n €h €hf;;0'2 T'max
410.3309 | 0.91 1
810.2385 | 0.87 2
16 | 0.1772 | 0.85 3
3210.1409 | 0.89 4
64 1 0.1033 | 0.86 7

Die Methode der konjugierten Gradienten ist wegen der Konvergen-
zgeschwindigkeit (siehe die letzte Spalte der Tabellen der Iterationsver-
fahren) wohl das beste Verfahren.

b) Wir wollen innerhalb des Beispiels 7.3 noch eine Gleichung mit
anderer rechter Seite betrachten. Sei x,(s) = s — 53, s € [0, 1].

Es gilt ||z.]| ~ 0.276 und z. € R(AP) fiir alle p < 2, mit ¢, = &, =
(2)? 148t die Theorie also e, = O(&}) fiir alle u < 2 (im Falle des
verallgemeinerten Verfahrens von Lavrentiev nur e;, = O(§,,)) fir h —
0 erwarten.

Die folgende Tabelle gibt die bestmoglichste Approximation von x,

durch Elemente von R(P,) an.

n 4 8 16 32 64
(I — Py)z.|| ]0.01283]0.00319 | 0.00080 | 0.00020 | 0.00005
(I — Py)a.||/& | 2.025 | 2.018 | 2.016 | 2.016 | 2.016

Die einzelnen Verfahren werden hier nicht mehr erlautert; es gelten
die in a) gemachten Bemerkungen.

(i) Die verallgemeinerte Methode von Lavrentiev.

n| en |en&y’ | Jum | e—%
410.1218 | 1.53 | 0.0824 | 22.827
810.0352 | 0.88 |0.0282| 5.707
16 | 0.0135 | 0.68 | 0.0138 | 1.427
32 10.0055 | 0.55 | 0.0068 | 0.357
64 | 0.0022 | 0.45 | 0.0033| 0.089
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(ii) Die Methode der sukzessiven Approximation.

©oluy

n €h 6h£f: T'max
410.0610 | 1.01 2
810.0290 | 1.04 2

16 1 0.0225 | 1.74 3

3210.0799 | 1.34 7

6410.0040 | 1.44 | 13

(iii) Das implizite Verfahren.

_3
n €h 6h£h ? T'max
410.3829 | 6.37 2

810.1243 | 4.47 2
16 | 0.0431 | 3.35 3
321 0.0152 | 2.54 4

64 | 0.0047 | 1.70 5

(iv) Die Methode der konjugierten Gradienten.

ol

n €h €hf;; T'max
410.0437| 0.73 1
810.0314 | 1.13 1

16 1 0.0283 | 2.20 1

32 10.0067 | 1.13 2

64 | 0.0025 | 0.92 3

An einem Beispiel sollen die Ergebnisse graphisch erlautert werden.
Wir betrachten wieder die Funktion in b) und wenden das Verfahren
von Landweber an auf gestorte Daten (e — % = 3).

Im ersten Diagramm sehen wir das Ergebnis, wenn entspechend dem
Diskrepanzprinzip abgebrochen wird (die Parameter p und d sind die
weiter oben angegebenen). Hier ist die Schrittweite h = n™1 = 61—4 und
r = 2, das heifit, es wurde nach 2 Schritten abgebrochen.
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Diagramm 1

(Diagramm existiert nicht mehr; RP, 10.11.2003)

Im nachsten Diagramm ist das Ergebnis dargestellt, das man erhalt,
wenn man nach 10 Schritten abbricht.

Diagramm 2

(Diagramm existiert nicht mehr; RP, 10.11.2003)

Im nachsten Diagramm ist das Ergebnis dargestellt, das man erhalt,
wenn man nach 20 Schritten abbricht.
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Diagramm 3

(Diagramm existiert nicht mehr; RP, 10.11.2003)

Soviel nun zu diesem ersten Beispiel. Wir wollen nun noch einen
Integraloperator betrachten, der nicht selbstadjungiert ist.

Beispiel 7.4 Sei A der Integraloperator mit Kern

k(t,s) = {

0, wenn t < s,
t—s, wennt > s.

Mit Lemma 7.2 folgt, dal Az = y genau dann gilt, wenny € H?([0,1]), 3(0)

y'(0) = 0 und ¢’ = x. Weiter gilt N(A) = {0}. Es lassen sich die in
den Kapiteln 4 und 5 gewonnenen Resultate anwenden. Mit Lemma
7.1 folgt |A(I — Py)| < (1)%

Sei ,(s) = (s — 1), s € [0,1]. Dann gilt ||z,|| =~ 0.447 und z, €
R(A*) = R(|A]), mit ¢, = &, = (£)? 148t die Theorie also e, = O(£)
fir h — 0 erwarten.

Wieder geben wir die bestmoglichste Approximation von x, durch
Elemente von R(F;) an.

n | I = Pz, | [[(I = P/
4] 0.000828 0.13
8| 0.000206 0.13
16 | 0.000052 0.13
32| 0.000013 0.13
64 | 0.000003 0.13
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Wieder werden die einzelnen Verfahren nicht mehr erlautert; es gelten
im wesentlichen die in Beispiel 7.3 Teil a) gemachten Bemerkungen.

(i) Die Methode von Tikhonov. (siche (2.4))

n| oen e Yun | €e—%
1]0.0525| 0.66 |0.01384] 9.997
8(0.0197 | 0.50 |0.00332 | 2.499
16| 0.0079 | 0.40 | 0.00080 | 0.625
32/0.0031| 0.32 |0.00019 | 0.156
64 |0.0013| 0.26 | 0.00005 | 0.039

(ii) Die Methode der sukzessiven Approximation. (siehe (2.6))

n €h €hf;;0'5 T'max
410.0242 | 0.30 3
810.0199 | 0.50 3

16 1 0.0180 | 0.91 12

32 10.0056 | 0.57 78

64 1 0.0031| 0.63 | 185

(iii) Das implizite Verfahren. (siche (2.7))

n €h 6h£f:0.5 T'max
410.0369 | 0.46 1
810.0183 | 0.46 2

16 1 0.0124 | 0.62 3

32 10.0053 | 0.53 9

64 | 0.0031| 0.62 20

(iv) Die Methode der konjugierten Gradienten. (Kapitel 5)

n €h €hf;;0'5 T'max
410.0213 | 0.27 1
810.0200 | 0.50

16 |1 0.0046 | 0.23

3210.0040 | 0.41

64 | 0.0027 | 0.55

=N N =
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Bemerkung. Es lassen sich zur Losung der Gleichung in Beispiel
7.4 einfachere Algorithmen in Erwagung ziehen, wie im folgenden
begriindet ist. Bei der dort angegebenen Abbildung handelt es sich
um einen Volterraoperator. Da solche Operatoren A nicht selbst-
adjungiert sind, wenn der zugehorige Kern k nichttrivial ist, lassen
sich die Ergebnisse aus Kapitel 6 nicht anwenden. Es gilt jedoch
o(A) = {0}, daher existiert (A+~I)7?, ist auf L?([0,1]) definiert und
stetig fiir alle v # 0. Wenn nun die Abbildung A zusétzlichen Vo-
raussetzungen geniigt (etwa < Azx,x > > 0 fiir alle x € X), so gilt
mit einem ¢ > 0 die Ungleichung |[(A + «I)7Y| < eyt fiir v > 0.
Bei geeigneter a priori-Wahl von v lassen sich dann Ergebnisse wie
Konvergenz und Konvergenzraten nachweisen. Dies soll hier nicht
weiter konkretisiert werden, das ware ein Kapitel fiir sich. Ob man in
diesem Fall auch bei den anderen Algorithmen (Landweber, Fakeev-
Lardy) auf den Ubergang zur Normalengleichung verzichten und die
Algorithmen gleich auf die Gleichung Ax = y anwenden kann, ist
offen.

8 TUber die Optimalitat von Regularisierungsver-
fahren

8.1 Eine Einfiihrung

In diesem Abschnitt seien wieder X und Y reelle Hilbertraume und
A € Ly(X,Y) mit nichtabgeschlossenem R(A). Wir betrachten wieder
die Gleichung (1.1). Ein Ziel dieses Abschnitts ist es, zu zeigen, daf
die Methode der konjugierten Gradienten zusammen mit der in Ab-
schnitt 5 angebenen Parameterwahl (bei geniigend feiner Diskretisie-
rung) ein Regularisierungsverfahren im Sinne der Definition 1.1 ist.
Dabei meinen wir aus Bequemlichkeit in diesem Abschnitt ein Re-
gularisierungsverfahren beziiglich Startvektor z,, = 0; die Aussagen
lielen sich jedoch leicht verallgemeinern.

Zur Erinnerung: In Abschnitt 5 erhielten wir Fehlerabschatzungen,
falls fiir die Losung von (1.1) mit minimaler Norm z, gilt z. € R(|AP)
fiir ein p > 0 gilt. Unklar ist jedoch noch der Fall 2, € N(A)"\ U, R(JA]?).
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Dieser Fall soll in einer allgemeineren Form in Abschnitt 8.2 behan-
delt werden. Dabei benotigen wir den Begriff der Optimalitat, der
in verschiedenen Arbeiten in aller Ausfiihrlichkeit diskutiert wird.
Wir wollen diesen Begriff zunachst erklaren. Sei dazu M C X und
e > 0 beliebig. Den "besten schlimmstmoglichsten Fehler” E(M, €)
definieren wir durch

B(M,€) = inf sup{lle, — Ryl : 2. € M, ye €, Az, —y| < e}

Wir betrachten im folgenden immer den Spezialfall (siehe Definition
41) M = M, ,. E(M,,,¢) wird in Ivanov und Korolyuk[15] (diese
Arbeit ist auch in Morozov[23] zu finden) fiir kompakte Operatoren A
berechnet, spéter in Ivanov[14] auch fiir beliebige A € Ly(X,Y). Wir
wollen daraus ein Teilergebnis zitieren: Es gilt

E(M,,,€) < (pe')71

fiir alle p, p und € > 0, und diese1 Abschatzung ist scharf bei fes;cem
p, denn es gilt E(M,,,, €) = (pe’)?# fiir alle p und € > 0 mit ()77 €
o(|A]) ={A € IR : |A| — Al ist nicht stetig invertierbar auf X }.

Diese Eigenschaften veranlassen uns zu den folgenden Definitionen.

Definition 8.1 Seien A € L(X,Y) mit nichtabgeschlossenem R(A)
und Re Y — X, € > 0, gegeben. (R¢)eso heifit ordnungsoptimal
beziiglich p > 0 (und A), wenn es eine Konstante ¢, gibt, so dafs fiir
jedes p, € >0, x. € M, , und jedes y. € Y mit || Az, — y.|| < € gilt

1
25 = Reyell < cp(pe”) .

Fiir &, = n, = 0 in den Abschnitten 4, 5 und 6 liefern die angegebenen
Diskrepanzprinzipien (nicht jedoch die a priori-Parameterwahlverfah-
ren) ordnungsoptimale Verfahren im Sinne der Definition 8.1. Be-
riicksichtigt man jedoch die Diskretisierung, so erhalt man bei noch
so kleiner Wahl von h, so daB8 A(I — P;,) # 0 (P, wie gehabt) gilt, kein
ordnungsoptimales Verfahren im Sinne der Definition 8.1. Dies liegt
daran, daf§ alle Approximationen z,,, in R(F) liegen (unabhangig
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von dem konkreten Verfahren und dem gewéhlten Parameter), somit
gilt fiir p > 0

sup inf |z — wappll = (1 = Pu)|A]"||p-

T €My Lapp € R (P
Es gibt jedoch kein ¢ > 0 mit p < c(pep)ﬁ fiir jedes p, € > 0.

Aber es ist leicht einzusehen, daffl man mit den in den Kapiteln 4 bis
6 angegeben Verfahren bei einer Wahl von h,, so daf§ &, +1n;,, < e gilt,
schwach ordnungsoptimale Verfahren erhalt im folgenden Sinne.

Definition 8.2 Seien A € Ly(X,Y) mit nichtabgeschlossenem Bild-
raum R(A) und R : Y — X, € > 0, gegeben. (Re¢)e=o heifst schwach
ordnungsoptimal beziiglich p > 0 (und A), wenn es fir jedes x, €
R(|AP) und jedes ¢g > 0 eine Konstante ¢ gibt, so daf fir jedes
0 <e<e und jedes ye € Y mit ||Ax, — ye|| < € gilt

HI* - ReyeH < cevi.

Leicht einzusehen ist, dafl ordnungsoptimale Verfahreren auch schwach
ordnungsoptimal sind. Die schwache Ordnungsoptimalitat geniigt je-
doch nicht zum Beweis des Hauptresultats im Abschnitt 8.2, dort wird

die (starke) Ordnungsoptimalitidt benétigt.

Eine weitere Diskussion der Optimalitat findet man zum Beispiel in
Ivanov, Vasin und Tanana[16], Vainikko und Veretennikov[42], Vainikko[40]
oder Louis[21], wir wollen daher diesen Begriff nicht weiter erldutern.
Nun kommen wir zu dem Hauptresultat dieses Kapitels, welches auch

in Plato[28] zu finden ist.

8.2 Das Hauptresultat

Ein Teilergebnis des folgenden Satzes ist, dafl ein beziiglich p > 0
ordnungsoptimales Verfahren (dies liefert im schlechtgestellten Fall
R(A) # R(A) Fehlerabschitzungen fiir Elemente z, einer echten Teil-
menge von N(A)+) mit einer kleinen Modifikation schon ein Regu-

larisierungsverfahren ist (dies liefert eine Konvergenzaussage fiir alle
z, € N(A)?1).
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Satz 8.3 Sei A € Ly(X,Y) mit nichtabgeschlossenem R(A). Weiter
seten R Y — X, € >0, pg > 0 und 7%6 = Ry mit einer Konstanten
b > 1 gegeben. Wenn (R¢)eso ordnungsoptimal beziglich pgy ist, so
ist (Re)eso ordnungsoptimal beziiglich p fiir jedes 0 < p < py und
auflerdem ein Regularisierungsverfahren (siehe Definition 1.1) fir A
und Anfangsnaherung xq, = 0.

Beweis. Sei b > 1. Wir werden beweisen, dafl (R.).~( erstens ord-
nungsoptimal beziiglich 0 < p < pg ist unter der zusatzlichen Voraus-
setzung pp—2 < p und zweitens ein Regularisierungsverfahren ist, falls
po < 2. Die allgemeine Behauptung des Satzes folgt dann induktiv.

Zunéachst soll nun die fundamentale Beweisidee préasentiert werden.
Sei dazu z, € R(|A[P~2), falls 2 < pg, beziehungsweise z, € N(A)*,
falls pg < 2. Wir werden im folgenden eine Familie von ”gentiigend
glatten” Elementen (z).~¢ konstruieren, die nahe genug bei z, liegen.
Dies soll noch weiter konkretisiert werden. Wir suchen nach einer
Familie (2¢)es0 C R(]A|P°) mit

ze = |A|Pz mit ||z¢]| < pe, (8.1)
[A(ze —z)|| < (b—1)e.

Im Fall py < 2 fordern wir

re — T, (e —0),

pee”® —0 (e —0).

Weiterhin soll im Fall z, € M,,, 0 < p < py < p+ 2, folgendes
gelten:

[

1
po)p +1 1
(pe({ 0 p+ ,
1
p+1

<
< C(pe’)rit.

2: — z]
Hier sind C; und C5 Konstanten, die von p abhangen.

Wir nehmen fiir den Moment an, dafl diese Familie, die im tibrigen
unabhangig sowohl von gestorten Daten als auch von dem Verfahren
(Re)eso ist, bereits konstruiert ist. Nun folgt fiir beliebiges y. € Y
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mit ||Az, — y|| < € aus (8.2) die Ungleichung || Az, — y.|| < be, (8.1)
liefert

sup HI* - RbeyeH
Y €Y, HAJ}*—y€||§6
<o =zl +  sup o — Ruewl
Ye€Y, ||A$e*ye||§b€
< [l — @el| + bR ey (pee) o (8.7)

Fiir py < 2 folgt mit (8.3) und (8.4) aus der letzten Ungleichung (8.7)

Sup Hl’* - RbGyGH — 0 (6 - 0)
yGEYa HA$**ZJ5“§€

Wenn z, € M, , (po—2 < p < py, p>0),so folgt aus (8.5), (8.6) und
(8.7)

_Po_ 1
sup [« — Raeye|| < (Co + C1b7o+ ey, ) (pe”) 7+
YeE€Y, HAx**yeHSe

und wir waren fertig.

Es soll jetzt die Familie (z).~o konstruiert werden. Dazu verwenden
wir Funktionen g, : [0,a] — IR, r > 0, wie sie auch schon in den
Kapiteln 4 und 6 benutzt wurden. Wir setzen voraus, dafl g, der
Bedingung (2.1) mit py = oo und der Bedingung (6.2) gentigt:

sup |1 —tg,(t)[tF < ~r?, 0<p, r>0,

0<t<a
sup |g-(t)] < Ar, r>0.
0<t<a
Dann folgt
sup 17g, ()] < B >0, 0<g <1 (8.8)
0<t<a
Hier ist a = ||A||* und 3, eine Konstante. Fiir jedes y; € Y erzeu-

gen diese Funktionen eine Familie (z,(ys)),>0, die definiert sei durch
z-(ys) = gr(A*A)A*ys. Sei nun k > 1 konstant. Wenn (g, ),>¢ die
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oben genannten Bedingungen erfiillt und aulerdem |1 — tg,(¢)| mono-
ton fallend in r ist fiir jedes £ > 0, so folgt mit Satz 4.4, dafl fiir festes
x € N(A)* und jedes y5 € Y mit ||Az — ys|| < 0 ein (6, y5) > 0 mit

Az (5. (ys) —ysll < K9, (8.9)
Ty (Ys) — = (0 —0) und r(d, y(g)%(S — 0 (6 —0), (8.10)

existiert. Dabei ist die zweite Konvergenzaussage in (8.10) nicht Teil
der Aussage des Satzes 4.4, sondern Folgerung aus dem Beweis von
Satz 4.4. Falls weiter z € M, ,, so gilt

1 5 2
12— (5,45 (Ys) | < C3(pe”)7T und 7(6,ys) < 04(;) P (8.11)

Hier sind C5 und C4 Konstanten, die nur von p abhangen. Analog zu
(8.10) ist die zweite Abschatzung in (8.11) nicht Teil der Aussage des
Satzes 4.4, sondern Folgerung aus dem Beweis von Satz 4.4.

Wir wenden dies nun an mit z = x,, d, = b_Tle und ys, = Ax,. Daher
gibt es fiir jedes € > 0 ein r. = r(d, Azx,), so daf} fir x. = x, (Ax,)

die Bedingungen (8.2), (8.3) und

rée —0 (e—0) (8.12)

gelten. Wenn z, € M, ,, so gilt weiterhin (8.6) und
re < @(%)#. (8.13)

Hier ist C5 eine Konstante. Dies folgt mit (8.9), (8.10) und (8.11). Fiir
die so konstruierte Familie (x,)¢~q verbleibt unter den entsprechenden
Voraussetzungen noch (8.1), (8.4) und (8.5) zu zeigen.

Zunéchst zum Beweis von (8.5), was ja dann Ordnungsoptimalitét
beziiglich p nach sich zieht. Dazu nehmen wir wieder z, € M, , an
fir pp —2 < p < pg, das heifit, es gilt z, = |A|Pz mit einem z €
X, ||z]] < p. Es gilt dann z, = g, (A*A)A*A|APz = |A|Poz, mit
ze = g (A*A)(A*A)'2" 2, daher (siche (8.8))

pP—P0

po—pP
pe = lzell < Ngr (A YA AT 2] < Byompre ™ . (8.14)
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Mit (8.13) und C4 := BHwC’;%p erhalten wir die Ungleichung p. <
CG(,OPOHEP*Z’O)#, also

po+l p—pg po+1  po+1l po+1
pegpo < CGp Pt e pr1l TP0 — Cﬁp il LT = 06(p€p) PRSI

Also ist (8.5) gezeigt und (7@6)90 ist ordnungsoptimal fiir jedes p > 0
mit py — 2 < p < po.

ja dann folgt, daBl (R¢)c~o ein Regularisierungsverfahren ist). Nun
o
2

gilt aber (siehe (8.12) und (8.14) mit p = 0) pe < [|2[|B_mre , daher

peelo < Hx*Hﬁl_p_Qo(r?e)po — 0 (¢ — 0), und wir sind fertig. O

Nun bleibt nur noch zu zeigen, daf§ im Falle py < 2 (8.4) gilt (woraus
)

Satz 8.3 zeigt, dafl das CG-Verfahren mit dem Abbruchkriterium in
Kapitel 5 (beziehungsweise Kapitel 6 im selbstadjungierten Fall) im
"klassischen” Fall &, = n, = 0 und mit Startwert z,, = 0 ein Re-
gularisierungsverfahren definiert. Dies 10st ein offenes Problem, siehe
Bertero[3] oder Bakushinskii und Trushnikov[2]. Wir mochten ab-
schlieSend die Diskretisierung beriicksichtigen.

Korollar 8.4 Die Voraussetzungen seien die gleichen wie in Satz 5.2
(beziehungsweise Satz 6.4 im selbstadjungierten Fall), wobei x4, = 0
sei. Weiter sei fiir € > 0 he so gewdhlt, dafs &, + nn, < €. Die
in den entsprechenden Kapiteln angegebene Parameterwahl definiert
dann ein Verfahren (Re)eso. Fir b > 1 definieren wir Re = Ry
Dann st (7@6)00 ein Regularisierungsverfahren (beziiglich x4, = 0).

Beweis. Die Sétze 5.2 (beziehungsweise Satz 6.4 im selbstadjungierten
Fall) zeigen, dafl

_1
2 = Reyell < o ((pe™) 07T + pet)

fir jedes p, € > 0, 0 < py <1, x, € M, , und jedes y. € Y mit || Az, —
Y|l < € gilt. Damit erfiillt zwar (R.). die Voraussetzungen des Satzes
8.3 nicht. Im Beweis des Satzes wirkt sich das zuerst in Abschatzung
(8.7) aus. Dort muf} ” (peepo)ﬁ” durch ” (peepo)ﬁ + peP” ersetzt
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werden. Da jedoch die Aussage (8.4) ihre Giiltigkeit behélt, das heifit,
pee” — 0 (e — 0) weiterhin gilt, folgt die Behauptung. O

Bemerkung In der Aussage des Korollars ware auch der Fall b =1
zulédssig. Dies liegt daran, dafl bei dem Diskrepanzprinzip fiir das CG-
Verfahren (auch bei den anderen Verfahren, um die es hier aber nicht
geht) die Schranke fiir den Defekt immer ke ist mit einer Konstanten
k, die grofer ist als 1.
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