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Aufgabe 10: (4 Punkte)

Sei (E, 〈·, ·〉) Prä-Hilbertraum, Y ⊂ E vollständiger linearer Teilraum. Zeigen Sie, dass
dann die Abbildung

P : E → Y

x 7→ Px,

definiert durch (x− Px) ∈ Y ⊥ (d. h. x = Px + z, z ∈ Y ⊥), die folgenden Eigenschaften
hat:

a) P ist eine Projektion, d. h. P 2 = P ,

b) sup
x∈E
x 6=0

‖Px‖
‖x‖ = 1, falls Y 6= {0},

c) ∀x1, x2 ∈ E : 〈Px1, x2〉 = 〈x1, Px2〉.

Aufgabe 11: (4 Punkte)

Sei (E, 〈·, ·〉) Prä-Hilbertraum und Y ⊂ E vollständiger linearer Teilraum. Zeigen Sie,
dass Y ⊥ ein abgeschlossener linearer Teilraum von E ist und (Y ⊥)⊥ = Y gilt.
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Aufgabe 12: (4 Punkte)

Sei Pol0,...,n die Menge aller Polynome auf R mit Grad ≤ n. Beweisen Sie: Für jedes
f ∈ C[a, b] existiert genau ein p ∈ Pol0,...,n, so dass∫ b

a

|f(x)− p(x)|2 dx = min

{∫ b

a

|f(x)− q(x)|2 dx

∣∣∣∣ q ∈ Pol0,...,n

}
gilt.
Hinweis: Benutzen Sie die Existenz einer Orthonormalbasis in (Pol0,...,n, 〈·, ·〉L2[a,b]).

Aufgabe 13: (4 Punkte)

Sei D ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet mit stückweise stetig differenzierbarem Rand ∂D =
D̄\D̊), F ∈ L2(D̄) heißt distributionell harmonisch (Bezeichnung: F ∈ Distharm(D̄)),
wenn ∫

D̄

F (x)∆ϕ(x) dx = 0

für alle ϕ ∈ C
(∞)
0 (D̄), d. h. alle ϕ ∈ C(∞)(D̄) mit ϕ|∂D = 0 und (∇ϕ)|∂D = 0 gilt. Hierbei

ist ∆ =
∑n

i=1
∂2

∂x2
i
der Laplaceoperator im Rn.

a) Zeigen Sie: Ist F ∈ C(2)(D̄) harmonisch im klassischen Sinne, d. h. ∆F = 0, so
ist F auch distributionell harmonisch.

b) Zeigen Sie, dass

L2(D̄) = Distharm(D̄)⊕Distharm(D̄)⊥L2(D̄)

gilt.
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