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Abgabe bis Montag, 24. November 2014, vor Beginn der Vorlesung.

Aufgabe 23: (4 Punkte)

Seien (X, ‖ · ‖X), (Y, ‖ · ‖Y ) und (Z, ‖ · ‖Z) normierte Räume. Zeigen Sie:

a) K(X, Y ) ist ein Vektorraum, d. h. sind S, T ∈ K(X, Y ) und λ, µ ∈ K, so ist
λS + µT ∈ K(X, Y ).

b) Sind S ∈ K(X, Y ) und T ∈ L(Y, Z), so ist TS ∈ K(X,Z).

c) Sind S ∈ K(Y, Z) und T ∈ L(X, Y ), so ist ST ∈ K(X,Z).

Aufgabe 24: (4 Punkte)

Sei (X, ‖ · ‖) ein Banachraum und A ∈ L(X,X) mit ‖A‖ < 1. Zeigen Sie, dass dann
I − A eine stetige Inverse besitzt, für die gilt:

(I − A)−1 = lim
n→∞

n∑
j=0

Aj =:
∞∑
j=0

Aj.

(Bemerkung: I bezeichnet die Identität und Aj die j-fache Ausführung des Operators
A: A0 := I, Aj+1 := AjA).
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Aufgabe 25: (4 Punkte)

Sei (X, ‖ · ‖) ein Banachraum über K = C. Zu A ∈ L(X,X) ist die Resolventenmenge
ρ(A) ⊂ C definiert als

ρ(A) := {λ ∈ C | λI − A hat eine stetige Inverse}

und das Spektrum σ(A) ⊂ C definiert als

σ(A) := C \ ρ(A).

Zeigen Sie, dass die Resolventenmenge offen und das Spektrum kompakt ist.

Aufgabe 26: (4 Punkte)

Untersuchen Sie, welche der folgenden Operatoren kompakt sind.

a) T : C[1, 2]→ C[1, 2], f 7→ ([1, 2] 3 t 7→ tf(t)).

b) T : `2 → `2, (bn)n 7→ (anbn)n. Hierbei sei (an)n eine gegebene

i) beschränkte Folge.

ii) Nullfolge.

(D. h. betrachten Sie zwei getrennte Fälle.)

c) T : `∞ → `∞, (bn)n 7→ (b2n)n.
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