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Aufgabe 41: (4 Punkte)

Gegeben sei der Fredholm'sche Integraloperator A : L2[0, π] −→ L2[0, π] durch

(Af)(y) :=

π∫
0

k(x, y)f(x) dx,

wobei

k(x, y) =

{
cos y sinx, 0 ≤ x ≤ y ≤ π

cos x sin y, 0 ≤ y ≤ x ≤ π .

Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenfunktionen von A. Was wäre dann zum Beispiel
ein singuläres System von A?

Aufgabe 42: (4 Punkte)

Betrachten Sie die 1D-Wärmeleitungsgleichung

∂u(x, t)

∂t
=
∂2u(x, t)

∂x2

mit den Randbedingungen
u(0, t) = u(π, t) ∀t .

Der Operator A : L2[0, π] −→ L2[0, π] bildet eine Lösung zur Zeit t = 0 auf ihre Werte
zur Zeit t = 1 ab. Sie dürfen hierbei annehmen, dass A geeignet auf L2[0, π] fortgesetzt
ist, und dass bekannt ist, dass

un(x) :=

√
2

π
sin(nx), x ∈ [0, π], n ∈ N ,

eine ONB von L2[0, π] bildet. Stellen Sie A als Fredholm'schen Integraloperator 1. Art
dar und geben Sie ein singuläres System an.
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Aufgabe 43: (2 Punkte)

Sei A : L2[0, 1] −→ L2[0, 1] der Operator, der eine Funktion f auf die Funktion g = Af
abbildet, welche durch

g′′ = −f, g (0) = g (1) = 0 ,

gegeben ist. Hierbei gelten analoge Annahmen zu denen in Aufgabe 42.
Zeigen Sie, dass A injektiv und selbstadjungiert ist und bestimmen Sie ein singuläres
System von A (ohne Aufgabe 44 zu benutzen).

Aufgabe 44: (6 Punkte)

Sei ( 1
(πn)2

, un, un)n∈N mit un(t) :=
√
2 sin(nπt) ein singuläres System des Operators A

aus Aufgabe 43. Zu ν ∈ N0 sei ferner

Mν := {f ∈ C(2ν)[0, 1] | f (2i)(0) = f (2i)(1) = 0 ∀i = 0, . . . , ν − 1} .

Zeigen Sie, dass ‖f‖ν = ‖f (2ν)‖L2[0,1] für alle f ∈Mν , und

Mν
‖·‖ν

= Xν ,

wobei Xν := R (|A|ν), siehe Vorlesung (Hinweis: Benutzen Sie die Parseval-Identität und
partielle Integration).
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