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Aufgabe 25: (4 Punkte)
Sei T: B(Ry) — B(Rg) definiert durch
(Tf)(x)=e"f(z), z€R], f€BRy),

wobei B(Rg) als der Raum aller reellen, beschrinkten Funktionen auf Ry definiert ist.
Ist T’

Aufgabe 26: (4 Punkte)

Aus der Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen ist bekannt, dass das Anfangswert-
problem

n—1
y™(z) + Z fi@)yV(z) =r(z), x€la,b]
=0
y®a)=by, k=0,...,n—1,

wobei f; € Cla,b] fiir alle j = 0,...,n—1, fiir jede gegebene rechte Seite r € Cla, b] und
jedem Vektor von Anfangswerten b € R" eine eindeutige Losung y € C™[a, b] besitzt.
Ist die Losung auch stabil?

Hinweis: C(™ [a, b] ist hier der Banachraum mit der Norm ||y|lcw = 3. |49 so-
=0
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Aufgabe 27: (4 Punkte)

Sei die Radon-Transformation R: L2(Q2) — L*(Z) mit Z = [-1,1] x [0,27],
Q= {x € R? | |z| < 1} gegeben durch

w(s)

Rf(s.p) = / F(sw(p) + tu () dt

—uw(s)
mit w(p) = (cos(p),sin(p))", w(p) = (—sin(p), cos(yp))" und

w(s) = {F =5 <1,

0 |s| > 1.
a) Beweisen Sie, dass R linear und beschrénkt ist mit ||R| < 4.

b) Zeigen Sie, dass die Adjungierte von R gegeben ist durch

Reg(z) = / g wlo) o) dp, e,

wobei - das euklidische Skalarprodukt in R? ist.

Aufgabe 28: (4 Punkte)
Sei X ein Hilbertraum.

a) Beweisen Sie die verallgemeinerte Cauchy-Schwarz-Bunjakowski-Ungleichung: Ist
A: X — X positiv und selbstadjungiert, so gilt

[(Az,y)|* < (Az,z)(Ay,y)  Va,y e X.

b) Sei A ein selbstadjungierter, kompakter Operator auf X mit der Darstellung

Ay =y un)un Yy € X

n=0
und sei z € X fest mit Az # 0. Beweisen Sie, dass

A2k+2 A2k+2 A%
H x”:a2>0, hmw:o}, lim—x=U>0,

I
e k—oo (A?kx, 1) k—oo ||A%Fx||

koo [ AZeg]

<A2k+2x,x>

wobei ||u|| = 1 und A%u = a?u. Insbesondere ist die Folge (W

) monoton
k
wachsend.

Hinweis: Nehmen Sie zunéchst an, dass A positiv ist und dass (fi,)nen, monoton

fallend ist (War}_lm ist dies keine Einschrankung?). Zeigen Sie die Aussage fiir
2k 4+ 2 = j + 1. Ubertragen Sie dann das Ergebnis auf A2



