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Aufgabe 9 (Integrierender Faktor)
Seien D C R™*! offen sowie p € C1(D,R"*"), ¢ € C1(D,R"™). Falls die Differentialgleichung

p(t,z(t))x'(t) + q(t,z(t)) =0
nicht exakt ist (vgl. Aufgabe 8, Kriterium % = %), kann man sie eventuell durch Multiplikation mit
einer nullstellenfreien Funktion u € C1(D) #quivalent zu einer exakten Differentialgleichung

p(t,x(8)p(t x(t) 2’ (t) + u(t,(t))q(t, x(t) =0
umformen. p heifit dann integrierender Faktor.
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(i) Zeigen Sie: p ist genau dann ein integrierender Faktor, wenn
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= nur von ¢ abhingt, also ¢ = ¢(t), dann ist jede
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(ii) Zeigen Sie: Falls n = 1, p # 0 und ¢ :=
, ein integrierender Faktor.
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Losung p = p(t) von p' = —pu, z.B. u(t) :=e
Bemerkung: Analog ist fir n = 1 die Funktion pu = p(x) :
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falls ¢ # 0 und ¢ := % nur von x abhangt.

ein integrierender Faktor,

(iii) Losen Sie die folgenden Anfangswertprobleme mit geeigneten integrierenden Faktoren.
(a) «/(t) + (1 — (t)) cost =0, x(0) =2
(b) ta'(t) —tx(t)? —2(t) =0, z(1)=-1
(c) 2'(t) — g(®)x(t) — h(t) =0, x(to) =x0, mit g,h € C(R), tg,x0 € R
(142+6)

Aufgabe 10 (Rauber-Beute-Modell von Lotka/Volterra)

Das Rduber-Beute-Modell hat die Form eines Anfangswertproblems
o' (t) = ax(t) — Bx(t)y(t), x(to) = o,
y'(t) = —yy(t) + oz (t)y(t), y(to) = yo,

mit Anfangswerten xg, yo > 0 und Parametern «, 3,7, > 0. Dabei beschreibt z(t) die Populationsgrofie
der Beutetiere, y(t) die Populationsgrofie der Raubtiere. In der rechten Seite modelliert ax(t) das Wachs-
tum der Beutepopulation, —yy(t) das Absterben der Raubtierpopulation und die gemischten Terme die
Interaktion beider Spezies (Wachstum der Rduber auf Kosten der Beutetiere). Durch Umskalieren der
Grofien konnen wir 0.B.d.A. o = = = 1 wahlen (skaliertes Rauber-Beute-Modell).

(i) Welche Losungen hat das skalierte Rauber-Beute-Modell, falls 2o = 0 oder yg = 07
(ii) Zeigen Sie, dass fiir 2o, yo > 0 eine eindeutige Losung mit z(¢), y(¢) > 0 fiir alle ¢ > ¢ existiert.

(iii) Zeigen Sie, dass die Funktion ¢(z,y) = ¢ + y — yIlnx — Iny entlang einer Losungskurve (z(t), y(t))
mit x(¢),y(t) > 0 konstant bleibt. Was bedeutet das fiir ¢t — oo?
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