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Aufgabe 26 (Brüsselator)

Der Brüsselator1 von Prigogine und Levever2 ist ein einfaches Modell zur Beschreibung von Oszilla-
tionen bei autokatalytischen chemischen Reaktionen. Es ist gegeben durch das Anfangswertproblem
mit Parametern a, b > 0{

x′(t) = a− (b+ 1)x(t) + x(t)2y(t)

y′(t) = bx(t)− x(t)2y(t)
, x(0) = x0, y(0) = y0, t ≥ 0. (B)

(i) Zeigen Sie, dass zu Anfangswerten x0 > 0 und y0 > 0 eine globale Lösung existiert mit x(t) > 0
und y(t) > 0 für alle t > 0.

(ii) Bestimmen Sie alle Gleichgewichte x̂, ŷ ≥ 0 von (B) und deren Stabilitätseigenschaften.

(2+4)

Aufgabe 27 (Normschranke für Matrix-Exponentialfunktion)

Seien A ∈ Rn×n mit Eigenwerten λ1, . . . , λn ∈ C und ω > s(A) := max1≤k≤n Reλk. Zeigen Sie, dass
ein M = M(ω) > 0 existiert mit ‖etA‖2 ≤Meωt für alle t ≥ 0. Gilt dies auch im Fall ω = s(A)?

(3)

Aufgabe 28 (Stabilität bei Hamilton-Systemen)

Sei H ∈ C2(R2n). Das zu H gehörende Hamilton-System ist definiert durch{
q′(t) = ∂H

∂p

(
q(t), p(t)

)
,

p′(t) = −∂H
∂q

(
q(t), p(t)

)
,

q(t0) = q0, p(t0) = p0, t ≥ t0. (H)

Typische Beispiele sind Systeme mit Energieerhaltung, z.B. das Pendel ohne Dämpfung, das Räuber-
Beute-Modell oder Modelle der Himmelsmechanik.

(i) Zeigen Sie, dass H eine Ljapunov-Funktion für (H) ist.

(ii) Wann ist ein Gleichgewicht von (H) stabil, wann asymptotisch stabil?

(2+4)
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