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Vorbemerkung

Dieser Artikel sind im Wesentlichen die Mitschriften der Vorlesung ANALYSIS
I11, die Prof. Dr. BERND DRESELER im Wintersemester 1990/1991 an der Uni-
versitat—Gesamthochschule Siegen gehalten hat. Es sind nicht sdmtliche Inhalte
der Vorlesung in diesen Script iibernommen worden, sondern nur der Teil, der
sich auf die Integration im IR? bezieht (der erste Monat des Semesters gehorte
noch der Differentiation in mehreren Verénderlichen).

Die Einfiihrung des LEBESGUE-Integrals im ersten Kapitel folgt weitgehend dem
Lehrbuch Measure and Integral von A. ZyGMUND und R. L. WHEEDEN ([WhZygd)),
was dem klassischen Zugang entspricht. Der Nachteil ist der Arbeitsaufwand,
bis das L-Integral definiert werden kann, denn dazu muss iiber das duflere Maf3
das LEBESGUE-Ma# fiir Teilmengen des IR? definiert werden, anschlieBend wird
der Begriff der messbaren Funktionen eingefiihrt und dann erst das LEBESGUE—
Integral einer messbaren nichtnegativen Funktion f iiber einer messbaren Menge
E als das Mafl der Ordinatenmenge {(x, f(x));z € E} — dies beansprucht Bj
Seiten.

Der Vorteil ist, dass dieser Zugang elementar ist, d.h. fiir die Einfithrung des
L-Integrals als solchem sind keine Vorkenntnisse erforderlich aufler Konvergenz-
betrachtungen, die im Kanon einer Vorlesung ,,Analysis [“ zu finden sind. —
In der Tat wurde einige Jahre vorher in der Analysis—-Grundvorlesung das RIE-
MANN-Integral weitgehend ausgelassen und allenfalls als Spezialfall des LEBES-
GUE-Integrals vorgestellt.

Ferner sind die meisten Schritte, die zur Einfiihrung des Integrals unternommen

werden, naheliegend.

Das zweite und dritte Kapitel behandeln Satze, die Bestandteil jeder Vorlesung
tiber Integration in mehreren Verénderlichen sind: Der Satz von FUBINI (zweites
Kapitel), der der Frage nachgeht, inwieweit bei dem Integral [[ f(z,y)d(z,y)

sukzessive nach x und y integriert werden kann; die Transformationsformel, die

v
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in Kapitel 3 untersucht wird, ist das mehrdimensionale Analogon zur Substituti-
onsregel.

Kapitel 4 stellt die LP-Rdume vor, die mit dem LEBESGUEschen Integral un-

trennbar verbunden sind. Die Raume sind definiert als
LP(E) = {f:E—>IR;/ |f(z)|Pdz < oo}, 1 <p<oo.
E

Mit der LP-Norm

1= ([ 1)

sind diese Rdume vollsténdige normierte Rédume.
Diese Erkenntnis war de facto die Geburtsstunde der Funktionalanalysis. Das
L-Integral ist aus dieser Disziplin nicht mehr wegzudenken, weshalb das vierte

Kapitel auch als ,, Appetitanreger® fiir die Funktionalanalysis gelten mag.

Den Abschluss bildet der Differentiationssatz von LEBESGUE, in gewisser Hinsicht
eine Verallgemeinerung der Fundamentalsatzes der Differential- und Integralrech-
nung von stetigen auf (lokal) LEBESGUE—-integrierbare Funktionen. Dabei wird
nur die eine Aussage des Fundamentalsatzes, namlich die Differenzierbarkeit des
unbestimmten Integrals, behandelt. Die zweite Aussage des Fundamentalsatzes,
die konkrete Berechnung des Integrals, indem die Stammfunktion iiber den Rand
des Integrationsbereiches ausgewertet wird, wird von uns nicht untersucht.

Jens Breitenbach



Kapitel 1
]Das:Lebesgue—lntegralinlIRﬂ

Das Grund, warum wir das LEBESGUE-Integral untersuchen, ist, eine Verallge-
meinerung des RIEMANNschen Integralbegriffs zu schaffen und diese simultan fiir
einvariablige und mehrvariablige Funktionen zu betrachten.

Das RIEMANN-Integral, so iiberlegen es bei seiner Einfiithrung den damals géngi-
gen Integralbegriffen auch war, hat im Laufe des 19. Jahrhunderts doch an ver-
schiedenen Stellen Schwachpunkte offenbart:

1. Die Integration mit dem RIEMANN-Integral ist von vornherein nur pro-

blemlos fiir beschrankte Funktionen und beschrinkte Integrationsbereiche.

2. Die Integrierbarkeit einer Funktion kann durch Abédnderung auf einer abzahl-
baren Menge zunichte gemacht werden, etwa indem statt der Nullfunktion
tiber [0, 1] die Indikatorfunktion 1gnjo 1) betrachtet wird.

3. Der Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung, d. h. die Ei-
genschaft

b
£(b) — fla) = / F(t) dt

fiir eine Funktion f : [a,b] — IR und deren Ableitung f’ : [a,b] — R
(eventuell bis auf eine Nullmenge), gilt nur unter verhéltnisméfig strengen
Voraussetzungen. Vito VOLTERRA, ein Schiiler von DINI, hat beispielsweise
1881 die Existenz einer Funktion f : [0,1] — IR gezeigt, deren Ableitung
f! tberall existiert und beschrankt ist, aber nicht RIEMANN—integrierbar,

weil sie auf einer Menge, deren Mafl grofier als Null ist, unstetig ist.
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4. Fiir die Vertauschung von Grenzwerten sind ebenfalls starke Voraussetzun-
gen notwendig, beispielsweise fiir eine Funktionenfolge gleichméflige Kon-

vergenz gegen eine RIEMANN-integrierbare Funktion.

5. Oder bei der Vertauschung der Integrationsreihenfolge einer zweivariabligen
Funktion f : [a,b] X [¢,d] — IR. Wann gilt:

/ab (/jf(:c,y)dy) d:c:/cd (/a”f(x’y)d@ >

Der wesentliche Unterschied des LEBESGUE-Integrals zum RIEMANN-Integral ist
seine Philosophie, die am besten mit den beiden folgenden Bildern verdeutlicht

wird.

[ | | AN I ) S I— |
L | [ 1T T T 1 |

To=a T1 X2 T3 Ty Ts Ty 11 =25

Abbildung 1.1: Das RIEMANN-Integral einer Funktion f : [a, b] — IR. Das Integral
ist der Grenzwert der Summe ), _, infoce,, o) fl@)(xp — xp_1) .

Die Berechnung des Integrals von f, indem man die z—Achse in Intervalle mit
Eckpunkten x4, ... x, zerlegt und die Rechtecke {iber diesen Intervallen summiert,

geht bis in die Anfinge der Infinitesimalrechnung zuriick.
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Demgegeniiber verfolgt das LEBESGUE-Integralf] einen entgegengesetzten Ansatz:
Man zerlegt die y—Achse in Teilintervalle yy, . . .y, mit

Yo <inf f <y1 < -+ < Ypo1 <supf < yn

und misst die Teilmengen {z € [a,b]; yp—1 < f(x) < yx} der z—Achse.

Abbildung 1.2: Das LEBESGUE-Integral einer Funktion f : [a,b] — IR. Das Inte-
gral ist der Grenzwert der Summe > ' yx - p({z; yp—1 < f(z) < yx}).

Die Haupt-Schwierigkeit bei der Berechnung der resultierenden LEBESGUEschen
Summe besteht darin, das Maf3 einer Teilmenge von IR¢ zu bestimmen.

Ein grofler Vorteil ist allerdings, dass Funktionen wie 1gn,s jetzt ohne weiteres
integrierbar sind, denn es ist

S

-~

=b—a =0

/ Larios(e) dz = 0 plla, 3]\ @) +1 - p(fa, b 1 @) = 0.

Grob gesprochen, sieht unser Weg bis zur Definition des LEBESGUE-Integrals
folgendermaflen aus:

Loder vielleicht politisch korrekter: das Maflintegral, weil wesentliche Vorarbeiten von Emile
BOREL getan wurden
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Um die LEBESGUE-Summe » ;' yr - ({2 yr—1 < f(x) < yx}) sinnvoll anwenden
zu konnen, werden wir weiter unten (Definition [[.30) den Begriff der messba-
ren Funktion einfithren. Fiir genau solche Funktionen ist das Mafl der Menge
{z;yr-1 < f(x) < yx} wohldefiniert.

Zunichst einmal muss allerdings von einer Teilmenge des IR? das Maf3 definiert
werden — soweit die Menge messbar ist.

Um das Maf} einer beschrinkten Menge £ C IRY zu bestimmen, gibt es zwei
intuitiv naheliegende Weisen: zum einen iiberdeckt man E mit abzéhlbar vielen,
paarweise nicht iiberlappenden abgeschlossenen Intervallen und summiert deren
Inhalte; das Infimum solcher Summen nennt man das duflere Mafl. Die andere
Art, F zu messen, ist, F mit abzihlbar vielen, paarweise nicht iiberlappenden
abgeschlossenen Intervallen auszuschopfen und deren Inhalte aufzusummieren.
Das Supremum davon nennt man das innere Maf}. Es liegt dann nahe, E als

messbar zu bezeichnen, wenn inneres und dufleres Maf iibereinstimmen.

Wir werden uns bei unserem Zugang auf das duflere Mafl konzentrieren; eine
Menge F werden wir messbar nennen, wenn es zu € > ( eine offene Menge
G D FE gibt, so dass das aulere Ma8 |G\ E|. < e.

Der Vorteil dieser Definition ist, dass E nicht mehr beschrinkt sein muss. Wie sich
herausstellt, ist E/ genau dann messbar, wenn es zu € > 0 auch eine abgeschlossene
Menge F' C E gibt mit |E \ F|. < ¢, womit wir das Analogon zu dem intuitiven
Messbarkeitsbegriff auch fiir unbeschrankte Mengen haben.

1.1 Mafle und ihre Eigenschaften

An ein Ma8 g : M C P(IR?Y) — R, U {oo} stellen wir folgende naheliegenden
Bedingungen:

1. p ordnet elementargeometrischen Mengen das iibliche Volumen zu, insbe-
sondere einem achsenparrallelen Quader

]:{xEIRd;ajijgbj,jzl,...,d}

das Maf

d

p() =:11) =T J(b; = ay).

J=1

2. p ist translationsinvariant, d. h. u(a + M) = p(M) fir M € 9, a € R%,
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3. Fiir ,nicht iiberlappende” Mengen My, My ist pu(MyUMs) = pu(My)+pu(Ms).

4. Fiir paarweise disjunkte Mengen My, Mo, --- € I ist

oo

p(My UM U ) =) (M)
j=1
Diese Eigenschaft nennen wir o-Additivitdt.

Zerlegungen und Inhalte von Intervallen

Sei I :=1'"xI?x---xI"mit [V = [a;,b;]. Der elementargeometrische Inhalt von

I sei dann
|| := (b1 —a1) - (bg — ag).

Zerlegungen werden wie folgt definiert:

Fiir d = 1 ist eine Zerlegung von [a,b] naheliegend definiert als die Menge der
Teilintervalle von I, die durch benachbarte Punkte des Gitters Z gebildet werden,
wobei Z = {tg,...,t,f mita=1t, < ... <t, =0b.

Fiir d > 2 sieht dies analog wie folgt aus:

bo -+ | |
2 I I
I I
I I

€ I J - -
I I

€ F--F-=---- 9---F
I I
I I
I I

€ F- - -=---- 9---r
I I
a9+ | |

| | | |

T T T T

ai b1

Seien Z; Zerlegungen der Intervalle IV (j = 1,...,d). Wir definieren eine Zerle-
gung von [ als die Menge der Teilintervalle (sprich: Quader), die durch ,,benach-
barte“ Punkte im Gitter Z := Z; x --- X Z; gebildet werden. Sind I4,..., I, die
durch Z erzeugten Teilintervalle, gilt I = |J;", L.

Wir nennen 7’ eine Verfeinerung von Z, wenn jeder Gitterpunkt von Z auch
Gitterpunkt von 7’ ist.

Die durch Zerlegungen erzeugten Intervalle haben folgende Eigenschaften:
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1. Sind Iy, ..., I,, die durch die Zerlegung Z erzeugten Intervalle, so gilt
(] = [L] + -+ [ L]

Beweis: Entweder durch Ausrechnen oder mit folgender geometrischer

Argumentation:
achsenparallele Hyperebene

bo—+
1 I,
Ao+

| |

ai 67 bl
Seien I} = [aj,a] x I*, Iy = [, by] X I* mit I* = [ag, bs] X - X [ag, byl.

Dann ist einerseits |I| = (by — a1)|I*|, andererseits sind || = (o — aq)[1*],
|I| = (by — a)|I*], also |I| = |I1] + | 2.

Alles geht genauso, wenn wir I durch die Hyperebene {z; = a} zerlegen.
Das allgemeine Ergebnis folgt durch mehrfache Anwendungs dieses Schrit-
tes. O

Bezeichnung: Intervalle I, I heiflen nicht tiberlappend oder fremd, wenn
sie keinen gemeinsamen inneren Punkt haben. Eine Intervallsumme [ =
I U- - -UI,, heiit nicht iberlappend, wenn je zwei I; und I; nicht iiberlappend
sind.

2. Sei S = |JI; eine Intervallsumme (eventuell mit Uberlappungen). Dann
existiert eine nicht iiberlappende Darstellung von S.
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3. Ist S =1, U---UI, eine nicht iiberlappende Darstellung von S, so ist
S o= L]+ + ]

unabhéngig von der nicht iiberlappenden Darstellung.

Beweis: Sei S = |JI; = |JJ; (beide Darstellungen nicht {iberlappend).
Dann ist offensichtlich S = (U ;) U (U J;).

Wenden wir B hierauf an, gibt es eine nicht iiberlappende Darstellung
S = U1} Jedes dieser I ist in je genau einem der I; und J; enthalten,
da sémtliche Darstellungen nicht iiberlappend sind; | [}, ist allenfalls eine
verfeinerte Darstellung von S.

Sei nun I = I{ U---U I (paarweise nicht iiberlappend). Dann ist nach [[
L] =[]+ + |1

(und so weiter mit I,...), also
>l => 1l
i J

Analog erhélt man, dass > |.J;| = > |I/| und hieraus die Behauptung.

4. S =J; sei eine beliebige Darstellung von S. Dann gilt: [S| < Y. ||
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Beweis: Nach [} existiert eine nicht iiberlappende Darstellung S = (J I ;
mit der Eigenschaft: Jedes Intervall I; wird durch Intervalle I} dargestellt.
Bei Uberlappung werden einige I + mehrfach , benutzt*. O

Die folgenden einfachen Eigenschaften seien dem Leser zur Ubung iiberlassen:
Seien S und T Intervallsummen. Dann gilt:

1. SCT=|S]<|TY,

2. |[SUT| <|S|+|T|. Gleichheit gilt, falls S und 7" fremd sind.

Wie mit Intervallsummen gerechnet werden kann, soll das Beispiel der CAN-
TORmenge verdeutlichen:

Die CANTORmenge definieren wir als ,,Grenzwert® der wie folgt induktiv defi-
nierten Menge:

Co :=10,1].

Ci41 entstehe aus C,, indem von jedem Teilintervall von C), das offene mittlere
Drittel entfernt wird.

Wir setzen C' :=(,—, C,

n=>0
n=1

0 3 2 1
n=2 — — _ —

Das Maf} der ,ausgerdumten” Menge ist
1 2 4 1 /2) 1 1/ 1
e R z 1l-==2(— 1) =1
3+32+33+ 2(;(3)+) 2 2(1—% )

Ubrig bleibt die Menge aller Zahlen mit der triadischen Entwicklung 0, aasas . . .
a; € {0,2}, i = 1,2,3,.... Diese Menge ist bijektiv abbildbar auf die Men-
ge aller dyaischen Entwicklungen der Zahlen in [0, 1], also auf [0, 1], und damit
iiberabzéhlbar.
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1.2 Das aullere Mafl

Es sei £ C IR?, S sei eine abzdhlbare Menge von Intervallen I,. Wir setzen

(L1 a(S) =) _ |kl

I,eS

Definition 1.1 Das dufere Maff von E C IR? wird mit |E|. bezeichnet und ist
definiert durch

|E|. :=inf o (9),

wobei das Infimum iber alle mdoglichen abzihlbaren Intervall-Uberdeckungen S

von E genommen wird.
Offensichtlich ist 0 < |E], < 400
Satz 1.2 Es sei I ein Intervall. Dann gilt |I|. = |1|

Beweis:

»<": I iiberdeckt sich selbst, also ist nach Definition |7, < |I].

,>“: Sei S = {I);} eine beliebige Uberdeckung von I, und sei ¢ > 0. I} sei ein
Intervall, das I, in seinem Inneren enthalte und fiir das |I}f| < (1 + ¢)|y| erfiillt
sel. .

Dann ist | J, £;D I eine offene Uberdeckung von I. Wegen der Kompaktheit von
I existiert eine endliche Teiliiberdeckung, sagen wir I C Uff:l I} fiir ein N € IN.
Es folgt, dass

N

N
HED I HESCEE D NIAL

k=1 k=1
also |I| < (14¢)o(S). Da wir € beliebig gewéhlt haben, ist |I| < ¢(S), und, wenn
wir das Infimum tiber alle S bilden, |I| < |I].. O

Bemerkung:

1. I sei endliche Vereinigung von nicht iiberlappenden Intervallen I, k =
1,...,n. Dann folgt mit véllig analogem Beweis: |I|. = |I| = >, _, [Ix] =

Zzzl ‘[k’e-
2. 01l =0
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Wir erhalten sofort einige elementare Eigenschaften:
(1.2) Ey C By = |Ey|e < |Esle.

Dies folgt unmittelbar aus der Definition.
(13) E = UEk:> |E|e§Z|Ek|e
k=1 k=1

Beweis: Sei |Eg| < oo fiir alle k, ansonsten ist die Aussage trivial.
Seien € > 0 und k& € IN. Wir wéhlen Intervalle I](k) mit B C U, I](k) und

Z |[J('k)’ < [Egle +¢- 27",
J

Mit B C U, I;k) folgt

Bl < Y IIPI=3"3" 1)
J.k kg
< Z (|Ek|e+ 26_k,> = <Z|Ek|e> +e.
k k

Lassen wir € gegen Null gehen, folgt die Behauptung. O

(1.4) EcCcRmit|El.=0und F C E = |F|, = 0.

Als Folge haben wir die Aussage: Ist F' abzihlbar, dann folgt |F|. = 0. Die Um-
kehrung gilt nicht, wie wir am Beispiel der CANTORmenge gesehen haben.

Beispiel 1.3  Betrachten wir die CANTORmengen noch einmal: die Mengen
C,, die wir oben induktiv definiert haben, sind alle abgeschlossen. C' selbst, als
Schnitt abgeschlossener Mengen, ist es ebenfalls.

C,, enthélt 2" Intervalle der Lange 37". C' enthélt alle Eckpunkte dieser Intervalle.
Ist x € C, so ist x € C, fiir alle n. Es folgt, dass x ein Haufungspunkt von
Eckpunkten ist.

C ist also ,,perfekt*, d. h. C' besteht nur aus Haufungspunkten und ist abgeschlos-
sen.

Das duflere Mafl von C' errechnet sich wie folgt:
CcCy,firalen=|Cl.<|C,l.=2"37"—0 (n— ),

also |C|. = 0.
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Hilfssatz 1.4 B C IRY sei perfekt. Dann ist B nicht abzihlbar.

Beweis: Nehmen wir an, B sei abzéhlbar, sagen wir B = {b;; k € IN}. Dann
setzen wir fiir k > 1: B, := B\ {bx}.

Sei x1 € By. ) sei ein abgeschlossener Wiirfel mit Zentrum x, so dass b; € Q1.
Dann ist Q1 N B # () und kompakt, denn ), ist beschrinkt und sowohl @Q; als
auch B sind abgeschlossen.

Wir approximieren x; nun mit Punkten in B, die auch in Bs liegen. Es folgt, dass
auch By N 5217& 0.

Wiéhle ein 2o € BoN 521 und wihle einen abgeschlossenen Wiirfel ()5 mit Zentrum
Tg, Q2 C Q1 und by & Q5. Dann ist ()2 N B nichtleer und eine abgeschlossene
Teilmenge von (), N B.

Induktiv definieren wir auf diese Weise eine absteigende Kette von kompakten
Mengen @ N B mit by & Q.

Es folgt, dass ) # (N, Qx N B) C B, aber andererseits enthilt (), Qx N B keinen
Punkt by, was ein Widerspruch ist. O

Cantormengen mit positivem Maf}, Volterras Funktion und
die Cantor—Lebesgue—Funktion
Sei 0 < a < 1. Wir betrachten statt der iiblichen Konstruktion einer CAN-

TORmenge einmal folgende:

0 | 1
1 1 1
510 5 5 tg0
Aus dem Intervall [0,1] entfernen wir das offene Intervall (3 — 1a, 3 + ).
Aus den verbleibenden Intrevallen (0,3 — o] U [ + 1, 1] der Lénge (1 — )

nehmen wir die jeweils mittleren offenen Intervalle der Lénge ¢ heraus. Die ver-
bleibenden Intervalle haben die Linge (1 — 3o — fa).

Nach n Schritten ist die Linge der Vereinigung der herausgenommenen Intervalle

SR S
(0% 9 1 .

~~

—1 (n— o0)

Die verbleibende Menge hat dufleres Mafl 1 — .

Mit Hilfe einer solchen CANTORmenge von positivem Mafl konnen wir nun VOL-
TERRAs Beispiel einer Funktion untersuchen, deren Ableitung iiberall existiert,
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aber auf einer wesentlichen Menge unstetig (und damit nicht RIEMANN-integrierbar)
ist.

Als Ausgangsfunktion betrachten wir

x? sm— ,x # 0,

f:01] - R, f(w)z{ T

f ist auf [0, 1] differenzierbar mit der Ableitung

) = 2$sin%—cos% ,x #0,
0,z=0

Es folgt, dass [’ in 0 unstetig ist.

C C [0,1] sei eine CANTORmenge mit positivem dufleren MaB. Sei (a,b) C [0, 1]
ein zu C' komplementéres Intervall (also eines der ,herausgenommenen*). Wir
definieren die Funktion ¢(z,a) durch

1
= —a)?si bl.
o(x,a) :=(x —a) Smx—a’ x € |a, b

Dann ist ¢(a,a) =0, und fir « € (a,b) ist

1 1
— COos
T —a r—a

¢'(r,a) = 2(x — a) sin

Betrachten wir fir £ € IN, k& > 7/(b — a) einmal das Verhalten von ¢(z,a) an
z =a+ 7= x liegt im Intervall (a,b), und ¢'(z,a) = — cos(km) = (—1)*.
Aus dem Zwischenwertsatz folgt, dass ¢’ auf (a,b) den Wert 0 unendlich oft

annimmt.

Sei a+y die groBite Nullstelle von ', die kleiner oder gleich aT”’ ist (siehe unten).

a—:_ylb—y |

| |

; P g
2

Wir definieren f nun wie folgt:

0 , zeC,
z,a) , alzx<a+
fy=q A0 !
o(z,b) , b—y<zx<b
pla+y,a) , aty<ax<b—y

Dann hat f’ die folgenden Eigenschaften:
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1. f' existiert auf (0,1) und ist gleich Null auf C,

2. f’ist auf C' unstetig.

Beweis: «) f’ existiert in z € C:

f(x) — f(xo) 0 , fallsxz e C,
— = ¢4
r — Xy

T — X mit passendem a, falls x & C.

Nun ist aber
plz,a) _ (v—a)’sin 5

r — T T — 2o
und dies konvergiert gegen 0 fiir x — x(, denn x nahert sich zuerst a.

B) [ existiert fiir a < xg < a + y, weil ¢'(-, a) existiert.

7v) Sei g = a + y. Dann ist

0 ,z>a+y (aber <b—y)
f(@) — f(o) p(z,a) —platy,a)

= , + < a-+
T — T R T —(a+vy) /

~

) Sei zy = b — y. Dann ist

(vlatya+eb-yb) o
) ~ S e
$_—x0: —p(z,b) + (b —y,b) x>b—y
z—(b—y)
—>—<p’(b—y,;)r:0 fiir 27b—y

\

N p(a+y,a) = y*siny, (b —y,b) = —y*sin, ¢'(a +y,a) = ¢'(b—y,b) = 0.
]

Als weiteres Beispiel betrachten wir die CANTOR-LEBESGUE-Funktion. Wir wer-
den zeigen, dass fiir diese Funktion der Fundamentalsatz der Differential- und
Integralrechnung nicht gilt. Dazu definieren wir die Mengen D, durch

Dk = [0, 1] \ Ck;

das entspricht der Vereinigung aller im k-ten Konstruktionsschritt der CAN-
TORmenge entfernten Intervalle.
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1__
h 7
: | ' i : : i
Dy

Dy, besteht aus 2¥~! Intervallen, die wir, von links nach rechts angeordnet, mit
I¥ bezeichnen (j =1,... k—1).
Die Funktionen fy : [0,1] — IR seien definiert durch

fe(0) =0

fe(1) =1

fulx)=j-27% welf

linear auf jedem der Intervalle in Cj

Die Funktionen fj sind monoton wachsend, und fr4q = frauf IF (j =1,...,2"1).

Ferner ist

\fr— fr| <27F

Nach dem WEIERSTRASSschen Majorantenkriterium ist > (fx — fx—1) auf [0, 1]
gleichméBig konvergent; da diese Summe allerdings eine Teleskopreihe ist, kon-
vergiert die Folge {fx} gleichméBig gegen eine Grenzfunktion f.

f ist stetig und monoton wachsend; ferner ist f auf jedem Intervall, das bei der
Konstruktion von C' herausgenommen wird, konstant; f(0) =0, f(1) = 1.

Zusammengefasst: f ist nicht konstant, aber bis auf Punkte x in einer Nullmenge
gilt f'(z) =0.
Fiir diese Funktion gilt also nicht f(z) = [ f(¢) dt.
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1.3 Messbare Mengen

Satz 1.5 Sei E C IR?, und sei ¢ > 0. Dann existiert eine offene Menge G C IR¢
mit E C G und |G| < |E|. + €. Mit anderen Worten:

Bl. = jaf [0l

ECG

Beweis: Seie > 0. Wihle Intervalle I;, mit £ C J,2, Iy und Y7 |Ii| < |E|c+5
Sei I ein Intervall mit (I;)° D I; und

17 < |Ig| + 277
Setze G := J,—,({)°. Dann ist

3

- 9
Gle <D IR <D Mkl +ed 27" < Bt 5+ 5 = Bl +e.
k k k=1

N

Bezeichnung;:

1. H C R* ist vom Typ Gs (,H ist eine Gs—Menge“), wenn H = (e G,
mit offenen Mengen Gj.

2. H c R* ist vom Typ F, (,H ist eine F,~Menge“), wenn H = (J, . Fk,
mit abgeschlossenen Mengen Fj.

Bemerkung: Ist H abgeschlossen, so ist H vom Typ Gjs. Ist H offen, so ist H
vom Typ F,.

Der Beweis als Ubungsaufgabe gestellt.

Hinweis zur ersten Aussage: Betrachte die Mengen

B

1
%(H) = {x;dist(z, H) < E}
Satz 1.6 Sei E C IR? Dann ezistiert eine Menge H vom Typ Gs mit E C H
und |E|. = |H|.

Beweis: Sei k € IN. Aus Satz [[.] folgt die Existenz einer offenen Menge G, mit
Gy D Eund |Gyl < |Ele + 1.

H := (=, Gy ist eine G5-Menge, E C H und |E|. < [H|. < |Gyle < |Ele + &
fiir alle k. O
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1.3.1 Lebesgue—messbare Mengen

Auf der Potenzmenge M = P(IR?) existiert keine Abbildung m : 9 — [0, o],
die die Eigenschaften 1. bis 3. aus Abschnitt [ hat. Wir beweisen dies spéter.
Deshalb definieren wir:

Definition 1.7 F C IR? wird (LEBESGUE)-messbar genannt, wenn es zu jedem
e > 0 eine offene Menge G gibt mit E C G und |G\ E|. < e. Falls E messbar ist,
wird das duffere Mafl von E das LEBESGUE-Mafl von E genannt: |E| := |E|.

Bemerkung: Vergleichen wir diese Definition mit der schwécheren Eigenschaft,
die wir in Satz [.L§ bewiesen haben: Ist £ C G, gilt:

G=EU(G\E) = (Gl < |El. +|G\ Bl..
Aber aus |G|, < |E|. + € folgt nicht |G\ E|. < e.

Beispiel 1.8
1. Jede offene Menge ist messbar.

2. Jede Menge vom &dufleren Maf} 0 ist messbar.

Beweis: Seien |E|. = 0 und £ > 0. Dann gibt es eine offene Menge G mit
E C G und

|G\ Ele <|Gle L |Ele+e=e.
~

=0

Satz 1.9 Ejy, k=1,2,... seien messbar. Dann ist E = |J; | Ey messbar mit
|E] < Z | B
k=1

Beweis: Seiec > 0. Fiir k = 1,2,... wahle offene Mengen G mit E;, C Gy und
|Gk \ Ek|e <eg-27F
G =, Gi ist dann ebenfalls offen. Ferner ist

(L3
G\ Ele =G\ Ele < D _IGk\ Eile <.

k
Es folgt, dass E messbar ist und hieraus mit ([.3) die Behauptung. O
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Folgerung: Ist I C IR? ein (nicht notwendig abgeschlossenes) Intervall, dann ist [
messbar. Ferner ist das LEBESGUEmaf} von [ gleich dem elementargeometrischen
Volumen von [.

Die Messbarkeit von I folgert man aus

I = U 0l

o
I
~ <~

offen  Nullmenge

Satz 1.10 Jede abgeschlossene Menge in IR? ist messbar.
zum Beweis brauchen wir einige Hilfsmittel:

Hilfssatz 1.11 Jede offene Menge in IR? ist eine abzihlbare Vereinigung nicht

tiberlappender Intervalle.

Beweis des Hilfssatzes: 7Z? C IRY erzeugt ein Gitter mit Wiirfeln K, der
Breite 1, die bei Unterteilung in 2¢ Teilwiirfel K, zerfallen. Verfeinerung der
Unterteilung ,in der Mitte* fithrt auf Wiirfel K; der Kantenlinge 277, und K
wird durch 2¢ nicht {iberlappende Wiirfel in K, iiberdeckt.

Sei G C IR? offen. Sy sei die Menge aller Wiirfel K, die ganz in G liegen, S;
solche aus K, die ganz in G liegen, aber nicht in einem von Sy enthalten sind.
Induktiv definieren wir auf diese Weise S; (j =0,1,...). Dann ist G =J; S; ©

Bezeichnung: {Q;Q € K;,j =0,1,2,...} wird ,Familie dyadischer Wiirfel
genannt.

Hilfssatz 1.12 Sei: {I;} eine Menge endlich vieler nicht iberlappender abge-

schlossener Intervalle. Dann ist | I, messbar und

ULl =D Il

Beweis des Hilfssatzes: «) Die Messbarkeit folgt aus Satz [[.9;

ﬁ_) |UIk|e:Z|]k|e- o

Hilfssatz 1.13 Fualls dist(Ey, Ey) > 0, so gilt |Ey U Es|. = |Ey|e + | E2le, wobei
der ,Abstand” zwischen Fy und Es definiert sei durch

dist(Ey, Ey) = inf{|z — y|;x € Ey,y € Es}.
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Dies ist z. B. der Fall, wenn F; und E5 kompakt und disjunkt sind.

Beweis des Hilfssatzes: «) <" ist trivial; | - | ist subadditiv. 3) ,>*: Sei
e > 0. Wihle Intervalle I}, mit (Fy U Ey) C |JIx und Y |I| < |Ey U By + €.
Ferner sei der Durchmesser der [, keiner als dist(F1, Ey), ansonsten unterteile

man die Intervalle.

{I.} zerfdllt in  {[;} U {I}}
~~~ ~~~
Ub. von E; Ub. von Es

Nun folgt:

|Bile +1Bale < Y LI+ Y 1 =) 1 < |EVU B +¢

und fiir e — 0 die Behauptung. o

Beweis von Satz : 04_) Sei F' kompakt und ¢ > 0. Wahle eine offene
Menge G D F mit |G| < |F|. + €.

Dann ist G \ F offen. Es existieren nach Hilfssatz [.11] abzéhlbar viele Intervalle
Iy mit G\ F =, Ii. Folglich ist |G\ F| <Y, |Ix].

Es bleibt zu zeigen: > oo, || <e.

Dazu schreiben wir

[e%) N
G=FU <U1k> S FU <U1k> fiir alle N.
k=1

k=1

Folglich ist
N
Gl > |

F U
N
kompakt k=

N
Ik’ =t ]F|e+’UIk‘
1€ k=1

kompakt

Hieraus folgt
U
k=1

ﬁ_) Fiir den Fall, dass F' nicht kompakt ist, schreibe man F' = | J, F mit kom-
pakten Mengen Fi := F N {z € R% [z < k},k = 1,2,.... Dann ist F' als
abzéhlbare Vereinigung messbarer Mengen wiederum messbar. ]

<|G| = |Fle <e.

Satz 1.14 Das Komplement einer messbaren Menge ist messbar.
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Beweis: Sei E messbar, und sei k = 1,2, .... Dann existieren offene Mengen Gy,
mit E C Gy (gleichbedeutend mit G¢ ¢ E®) und
1

(1L5) |G\ Bl < 7.

Die Mengen G,E sind abgeschlossen, also messbar. Folglich ist die F,,~-Menge H :=
U2, G% auch messbar.

Esist H C EC also E'=HUZ < Z=E"\ H.

Es folgt:

ZcE\GS k=12 ...
N——
=Gi\E

Wegen @ gilt |Z]. < 1 fiir alle k, also |Z|. = 0. Es folgt, dass Z und damit EC
messbar sind. O

Satz 1.15 Seien {FEy} abzihlbar viele messbare Mengen. Dann ist auch E =
Ny Ex messbar.

Beweis:
E' = J E}.
k=1
Da die E° messbar sind, ist E® und damit £ = (E®)® messbar. O

Satz 1.16 FE,, Ey seien messbar. Dann ist auch Ey \ Fy messbar.
Beweis: F) \ E, = E; N ES. O

Bemerkung: 9 sei die Menge aller messbaren Mengen in IR?.

I ist abgeschlossen unter Komplementbildung, abzédhlbarer Vereinigung und
abzihlbarer Durchschnittsbildung. Solche Systeme 9 C PB(IR?) nennt man o-
Algebren.

Sei € C P(IR?), und sei F die Familie der o-Algebren, die € enthalten. Dann ist
& = [\yer = die kleinste o-Algebra, die € enthélt. Man sagt auch, diese o-Algebra

ist die von € erzeugte.

Bezeichnung: ¢ sei die Menge aller offenen Mengen in IR?. Man nennt die
hierdurch erzeugte o-Algebra & die BOREL-Mengen des IR¢.
Beispiele fiir BOREL-Mengen sind die F,- und Gs—Mengen.
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Es folgt unmittelbar:

Satz 1.17 Jede BOREL-Menge ist messbar.

Lemma 1.18 £ C IR? ist genau dann messbar, wenn es zu jedem ¢ > 0 eine
abgeschlossene Menge F' C E gibt mit |E'\ F|. < €.

Beweis: E messbar <= EC messbar <= Fiir alle ¢ > 0 gibt es eine offene
Menge G mit E® ¢ G und |G\ E|. < ¢ <= Fiir alle ¢ > 0 gibt es eine
abgeschlossene Menge F' mit F' C E und |E \ F|. < &, ndmlich F' = GP: beachte:
G\EC=E\F. O

Bemerkung: Die in Lemma [[.T§ angesprochene Charakterisierung der Messbar-
keit entspricht dem inneren Mafl von F; analog zum &ufleren Mafl als dem In-
halt einer minimalen offenen Uberdeckung von E mit Intervallen kann das inne-
re MaB |E|; definiert werden als der Inhalt einer maximalen (abgeschlossenen)
Ausschopfung von E. In den frithen Arbeiten von BOREL oder LEBESGUE (et-
wa LEBESGUEs Dissertation [LebT902]) wird die Menge E' messbar genannt, falls
|E |e - |E |z

Allerdings macht diese Bedingung nur Sinn, wenn |E|, < co

Satz 1.19 (0-Additivitat des L-Mafles) Sei {EL} eine Folge disjunkter LEBESGUE—

messbarer Mengen. Dann gilt:

UE:| =D |E
k k

Beweis: Die Ungleichung ,,<“ brauchen wir nicht zu zeigen, denn dies folgt aus
Satz 9.

«) Seien Ey, k =1,2,... beschriankt, und sei € > 0.

Aus Lemma [[.T8 folgt fiir jedes k die Existenz einer abgeschlossenen Menge F}, C
Ey mit |Ey, \ Fi| < 27

Es gilt:

E

1.6 E:)FUE F)| = |F]+ =

(1.6) [Ek| > M\ Exl + 55
messb. messb.

Gleichzeitig ist

(m F ‘: mym fiir alle m,
Uz | =2 IF

k=1 komp.
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und

[OJ F, C [OJ Ey, folglich

k=1 k=1

UFk < UEk .
k=1 k=1

Also:

>Z\Fk| >Z|Ek—52 Z]Ek—g
k=1

ﬁ_) {I;;7 =1,2,...} sei eine aufsteigende Kette von Intervallen mit Uj; I; = IRY.
Setze Sy := I, und S; :=I; \ I;_; fiir j > 1.
Sei Ey; = EyNS; (k=1,2,...), also E} = Uj Ey;. Es folgt

JE = BB, <2 1 DS S B 2 YR
k k.j k J k

Korollar 1.20 Sei {I}eine Folge von Intervallen, die sich nicht tberlappen.
Dann gilt

‘ijlk‘ = ;|Ik|

Beweis: S “. klar.

;72“:‘Uk[k‘Z’Uk[k‘:Zk’[k|:Zk’[k" H

Korollar 1.21 Seien E, Ey messbar, Ey C Ey, |Eq] < oc.

Beweis: Ei=FEUY (El \ EQ) — |E1| = |E2| + |E1 \ EQ‘ Mit |E2’ < o0 fOlgt
die Behauptung. |

Wir gehen noch auf die Frage ein, inwieweit das LEBESGUE-Maf} , stetig” ist
d. h. wenn wir eine messbare Menge E mit messbaren Mengen {Ey; k =1,2,...}
approximieren, wie sich das Maf} verhélt.

Die Antwort gibt folgender

Satz 1.22 Sei {E}} eine Folge messbarer Mengen. Dann gilt:
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1. Gilt By T E, so ist limy_, |Ex| = |E|.
2. Gilt By, | E und ist |Ey| < oo fir ein k, so ist limy_. |Ey| = | E].

Beweis:
1. Sei |Ey| < oo fur alle k, ansonsten ist limy_, |Ex| = |E| = oo bereits erfiillt.
Dann gilt

E=FEU(E\E)U---U(Eg\ Ex_1)U. ..,

und folglich

|El = [E[+ [E2\ Ex| + -+ |[Ep \ Epa| + ...
= |Ei|+ (B2 = [EA]) + -+ (|Ek| = |Epa]) + - -

letztere Identitéit folgt aus der Uberlegung

o) k
B = B+ 32 B\ Buca| = Jin (B2 3B = 1Eaei) = i |l
2. Seio.B.d. Al |E}| < 0.
Dann ist
EleU<E1\E2>UU(Ek\Ekfl)U,
also
|Er| = |E|+ ([B1| = |E2]) + -+ (|Bk] — [Ea]) + ...

= 1B+ |Ey| - lim || = |B| = lim | E].

Bemerkung: Die Voraussetzung |Ey| < oo fiir ein k in 2. ist erforderlich.

Als Gegenbeispiel, wenn diese Voraussetzung nicht gegeben ist, betrachte man
die Mengen Ej := {z € R% |z| > k}. Dann ist (), By = 0, |Ex| = oo fiir alle k
und dementsprechend limy, |Ex| = oo, aber || = 0.
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1.3.2 Charakterisierung von Messbarkeit

Lemma 1.23 1. E C IRY ist genau dann messbar, wenn E = H \ Z mit H
vom Typ Gs und |Z] = 0.

2. E C RY ist genau dann messbar, wenn E = HU Z mit H vom Typ F, und
|Z] = 0.

Beweis: 1. < Falls E = H \ Z, folgt die Messbarkeit von FE unmittelbar,
denn sowohl H als auch Z sind messbar.
,= Sei K} messbar. Dann existieren offene Mengen Gy fiir £ = 1,2,... mit

E C Gy und |Gy \ E| < ;. Setze H := (), Gx. Dann ist H vom Typ G5 und
E C H.Ferner ist H\ E C Gy, \ E. Es folgt |H \ E| < 1 fiir k =1,2,.... Hieraus
folgt, dass Z = H \ E eine Nullmenge ist, und £ = H \ (H \ E).

——

z
2. E messbar = EC messbar = Es existieren offene Mengen Gj, mit E¢ =
Ny Gk \ Z und |Z] = 0.
Es folgt: £ =J, G% UZ. O
——

abg.

Satz 1.24 (Carathéodory) E C IR? ist genau dann messbar, wenn fiir jede
Menge A C R? gilt: |Al. = |[ANE|.+ |A\ E|..

Beweis: Siche [WhZyg]. O

Definition 1.25 7' : IR? — IR? wird LipscHITZ Transformation auf IR? ge-
nannt. falls es ein ¢ > 0 gibt mit

|Tx —T2|| < c||lz —2'|| firz,2" € R

Beispiele fiir LipscHITZ-Transformationen sind lineare Abbildungen oder Abbil-
dungen der Gestalt Tz =y, y = (fi(z),..., fa(z))" mit stetig differenzierbaren
fi : IRY — IR und gradf; beschrinkt auf IR?.

Wir vereinbaren folgende Kurzschreibweise: Ist £ C IR? und 7" : IR? — IR™ eine

(beliebige, womdglich vektorwertige) Abbildung, so schreiben wir kurz TE :=
{Tx e R™;z € E}.

Satz 1.26 SeiT eine LipScHITZ - Transformation auf IR?. Dann bildet T messba-

re Mengen in messbare Mengen ab.
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Beweis: «) E sei eine F,-Menge. Wir zeigen, dass T'F ebenfalls eine F,-Menge
ist. o

ay) E sei kompakt. Da T als LipscHITZ-Abbildung stetig ist, ist TE ebenfalls
k—ompakt.

ag) Ist E abgeschlossen, so existieren kompakte Mengen Fy, k = 1,2,... mit
E = U, Fr (z.B. F, = En{x;||z]| < k}). Es folgt, dass TE als abzéhlbare
Vereinigung kompakter (und damit abgeschlossener) Mengen vom Typ F, ist.
B) Sei Z C IRY mit |Z| = 0. Wir zeigen: T'Z ist eine Nullmenge.

Aus der LipscHITZ Eigenschaft |Tx — T2'|| < ||z — 2'|| folgt, dass T" Mengen
mit Durchmesser ¢ in Mengen mit Duchmesser ¢¢ iiberfiihrt.

I sei ein Intervall, und {W,,} seien nicht iiberlappende Wiirfel mit I = |, W,,.

Dann ist

71| = ’UTWH

< TW| <D W] =]

mit geeigneter, nur von 7' abhingiger Konstante ¢’.
Also: fiir ¢ > 0 wihle man Intervalle I, mit Z C {J, I, und ), |Ix| < . Dann
gilt TZ C |, T} und

TZ|. <> ITLI <) || < e,
k k

also ist auch T'Z eine Nullmenge.
7) Sei E messbar. Dann gibt es nach [[.23 eine Menge H vom Typ F;, und eine
Nullmenge Z, so dass E = H U Z. Es folgt, dass

TE=THU TZ
<~ =~

Fs Nullmenge

messbar ist. O

Satz 1.27 1. Sei E C IRY, und sei T eine LipscHITZ- Transformation mit
LipscHITZkonstante ¢ > 0. Dann gilt

ITE|. < a|lBl., a=(cVd)
2. Sei T : R? — IRY linear. Dann gilt fir E C IR%:

ITE|, =|detT| - |E|..
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Beweis: a) Die Punkte 1. und 2. miissen nur fiir offene Mengen gezeigt werden,
denn wenn FE messbar ist, existiert eine offene Menge G D E mit |G| < |E|. + ¢,
und es gilt

TE|, < |TG| < a|G] Fall 1. < a(|Ele +¢)
|det T||G| Fall 2. |det T|(|E|c + ¢€)

Hieraus folgt bereits die erste Aussage des Satzes.
Fiir Punkt 2. im Satz miissen wir unterscheiden, ob det T = 0.
detT = 0: Dann ist

IT~HTG)| = |det T~ |TG|.
N—— N——

=G| S
| det T|

det T'# 0: Ohne Einschrankung nehmen wir an, dass F beschrankt ist. Sei a €
R4\ {0} mit Ta = 0. Es existiert ein (beschrinktes) Rechteck I mit £ C I, und
zu x € E existiert ein A € IR mit = + Aa € dI.f (Siehe Skizze.)

Dann ist Tx = T'(x + Aa) € T(0I). Nun ist 0/ eine Nullmenge, d.h. TE C
ToI) .
——

Nullmenge

b_) Sei E offen. Dann wird E von nicht iiberlappenden Wiirfeln iiberdeckt, sagen

WIr

E= U Wi, |E[= Z [Wl.
k=1 k=1

2Dies folgt aus dem Zwischenwertsatz, denn A — z+\a : IR — IR ist eine stetige Abbildung,

und fiir hinreichend grofles A ist © + Aa auflerhalb von I.
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Dann ist TE = |J, TWy, |TE|c = >, |[TWk|.. Da T obendrein Nullmengen in
Nullmengen {iiberfiihrt, reicht es, die Aussagen des Satzes fiir Wiirfel zu zeigen.

Ad 1. Sei W ein Wiirfel mit Kantenldnge 2\ und Mittelpunkt b. ¢ sei die Dia-
gonale.

2\

J

Im zweidimensionalen Fall ist nach dem Satz von PYTHAGORAS 2 - (2))? = §2,
und allgemein gilt fiir d > 1:

5
d(2A)2:52:>5=\/E~2A;»§:\/E-A.
Somit gilt fiir x € W:
| T2 — Th|| < ||z — b|| < AeVd.

Demnach ist der Wiirfel W* = T'W in einem achsenparallelen Wiirfel mit Zen-
trum 7'(b) und Kantenlinge 2\cv/d enthalten. Es folgt

[TW| =W <a|W|.
—~—
(2x)4
Ad 2. Jede invertierbare d x d-Matrix T lédsst sich schreiben als T' = S;DS5
mit S1, S € O(R?Y) und D = diag(A1,...,Aa), Ay > 0 (i = 1,...,d). Dann ist
detT =detD = M-+ \g.

Wir zeigen: Ist W, der Einheitswiirfel in IR? und ag = [TW;|, dann ist ap =
| det T|.

Es gilt offenbar:
|DW1| = |- Ag| [WA].
—_——
|det D|

Es bleibt zu zeigen, dass ag = 1 fiir orthogonale Transformationen S. Dazu
machen wir zunéchst folgende Uberlegungen:
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Fiir einen Wiirfel W = a +rW; (a € R%,r € IRy) gilt fiir jede Transformation
T € GL(IRY):

W) =r% |TW|=|T(a+rWi)| = |T(rW))| =r|TW;| = ar|W|.

Es folgt: ist G C IR offen mit G = |~ I, so gilt:
(L7)  |TG| =) |TL| = ar|G|
k=1

Ist K die offene Einheitskugel in IR? und S € O(IR?), so ist SK = K und

K| =|SK|E as |K| = ag = 1.
0
>

Insgesamt folgt also fiir 7= S1DSs: ap =1 |-+~ Ng| - 1 = | det 7). O

1.4 Nicht messbare Mengen

Wihrend sich zu jeder Teilmenge von IR? ein dufleres Mafl angeben lisst, gilt
dies nicht fiir das LEBESGUE-Maf}. Genauer: wir werden zeigen, dass jede Menge
E C R? mit |E|. > 0 eine nicht-messbare Teilmenge enthélt. Der Einfachheit
halber formulieren wir den Satz und Beweis fiir IR.

Hilfssatz 1.28 E C IR sei messbar mit |E| > 0. Dann enthdlt die Differenz-
menge D = {d =z — y;x,y € E} ein nicht-ausgeartetes Intervall mit Null als
Mittelpunkt.

Beweis: Sei ¢ > 0. Weil E messbar ist, existiert eine offene Menge G D F mit
(1.8) |G| < (1+e)|E].

Aus Hilfssatz [.1]] folgt, dass es Intervalle {I} gibt, die hochstens einen Punkt
gemeinsam haben, so dass G = |J, .
Sei By := EN 1. Dann ist £ = J, Ej. Ferner gelten

Gl=) Il und [E]=) Bl
k k

Aus [[.§ folgt: Es gibt ein kg mit |I,| < (1 + )| Eg,|.

Wir setzen nun ¢ = 3, € 1= Ey,, T := Iy,
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Dann ist 1 +¢ = 3 und |E] > 3|Z].
& =&+ 6 mit |§] < 3|Z| hat mit £ Punkte gemeinsam.
Ansonsten wire & WE in einem Intervall der Lénge |Z| + |0] enthalten. Die Folge

ware

3
€1+ 18| < |2 + 6] < |71,
—_—— 2

21€] > 37|

ein Widerspruch.
Es folgt, dass 4+ 0 = y € & und somit (—3|Z|, 1|Z]) € D. O

Satz 1.29 In IR existeren nicht-messbare Teilmengen.

Beweis: Seien z,y € IR. Wirsetzen x ~y: <= =z —y € Q.

~ ist eine Aquivalenzrelation, wie man sich leicht klar macht. Es folgt, dass IR
in Aquivalenzklassen zerfillt. Die Aquivalenzklassen E, := {z + r;r € Q} sind
paarweise disjunkt oder identisch. Ey, = @), die anderen Klassen bestehen aus
irrationalen Zahlen.

Da IR iiberabzéhlbar ist, die einzelnen Klassen wie @) aber abzahlbar sind, miissen
iiberabzahlbar viele Klassen existieren.

Nach dem Auswahlaxiom gibt es eine Menge E, die mit jeder solchen Klasse genau
einen Punkt gemeinsam hat. Die Differenzmenge D = {§ = x —y;z,y € E} kann
kein Intervall enthalten, sonst wéare mindestens ein 6 = x —y € @ und somit
x~yfirz,ye F.

Aus [[.2§ folgt nun, dass F nicht messbar ist oder |E| = 0 gilt.

Nehmen wir an, F sei eine Nullmenge. Dann folgt:

Ur+E)=R=R<> r+E=0=Rl=0,
re® re@®

ein Widerspruch.
Also ist E nicht messbar. O

Folgerung: Jede Menge in IR von positivem dufleren Mafl enthélt eine nicht-

messbare Teilmenge.

Beweis: Sei A C IR mit |A]. > 0. E sei die nicht-messbare Menge aus dem

vorigen Beweis.
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Fiir r € Q) setzen wir E, := E + r. Die Mengen E, sind paarweise disjunkt, und

UE =R A=[JAnE,).

reQ reQ
Dannist |A|. < ) |ANE,|.. Falls ANE, messbar ist, muss nach |ANE,|. =0
fiir alle r € @ gelten. Aber da |Al. > 0 ist, folgt, dass fiir mindestens ein r die
Menge A N E,. nicht messbar ist. O

Bemerkung: Mittels einer nicht-messbaren Menge kann auch die entscheidende
Schwéche des duleren Mafles gegeniiber dem LEBESGUE-Maf} deutlich gemacht
werden: Das LEBESGUE-Ma$ ist o-additiv (Satz [.19), das duflere MafB ist dage-
gen nur sub-additiv, d.h. im Allgemeinen gilt nur |, E,| < >, |Ex| fur paar-
weise disjunkte Mengen E, (n = 1,2,...). Wir fiihren dies in der Aufgabe [[4

naher aus.

1.5 Messbare Funktionen

Rufen wir uns noch einmal der Begriff der LEBESGUEschen Summe in Erinnerung:

D we Hwsyer < fz) <widl
i

Damit diese Summanden wohldefiniert sind, miissen wir fordern, dass die Mengen
{z;yr_1 < f(x) < yx} fiir beliebige Stiitzstellen y;_; und y; messbar sind.
Wir definieren daher:

Definition 1.30 f: E C IRY — IR := [~00, +00] wird LEBESGUE-messbar (auf
E) genannt, falls fir jedes « € IR die Menge {x € E; f(z) > a} eine messbare
Teilmenge des IR? ist. Wir schreiben fiir diese Menge kurz {f > a}.

Bemerkung: Da E = {f = —oo}U (U2, {f > —n}), folgt: Falls f messbar ist,
so ist E messbar, genau dann wenn {f = —oo} messbar ist.

Wir werden von nun an nur messbare Funktionen iiber messbaren Mengen FE
betrachten.
Ein Beispiel fiir messbare Funktionen ist eine stetige Funktion f : £ = IR — IR,

-1
denn es ist {f > a} = f ((«, 00)), die messbar ist, weil sie offen ist. Also ist auch
f messbar.
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Satz 1.31 E C IR? sei messbar. f : E — IR ist genau dann messbar, wenn eine
der folgenden Eigenschaften fiir jedes a € IR gilt:

1. {f > a} ist messbar.
2. {f < a} ist messbar.

3. {f < a} ist messbar.

Beweis:

L A{f > a} = N o{f > a— 1}. Also gilt die Aussage des Satzes, falls f
messbar ist. Umgekeht ist die Menge {f > a} = U~ {f > a+ =} messbar,
wenn die Aussage des Satzes erfiillt ist.

2. {f<a}={f=a}"
3. {f<a}={f>a)}C

O

Es folgt, dass unter den Bedingungen des Satzes die folgenden Mengen messbar

sind:

{f > _00}7 {f < OO}, {f = +OO}7 {f: _00}7 {CL <f< b}7 {f = a’}'

Ferner gilt fiir den reellwertigen Fall, dass f genau dann messbar ist, wenn {a <
f < 400} fiir jedes a € IR messbar ist.
Der Beweis bleibt zur Ubung iiberlassen.

Satz 1.32 f: E — IR ist genau dann messbar, wenn fiir jede offene Teilmenge
—1
G C IR die Menge f (G) in IRY messbar ist.

-1
Beweis: ,<“ G = (a,00) ist offen, f (G) = {a < f < 0o} ist messbar fiir alle

a € IR = f ist messbar.
.= Sei f messbar, G C IR? offen. Dann 148t G sich schreiben als abzihlbare
disjunkte Vereinigung offener Intervalle (siche Aufgabe [[3), also G = |4, (ax, by).

Es ist _fl((ak, br)) = {ar < f < by} messbar. Es folgt, dass auch
-1 -1
F(@) = f ((arby))
k

messbar ist. O
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Satz 1.33 A C IR sei dicht. Dann ist f genau dann messbar, wenn {f > a}

messbar ist fir alle a € A.

n—oo

Beweis: Sei a € IR. Wéhle eine Folge {a,} in A mit a,, > a und a, — a.
Dann ist {f > a} =, {f > an}. O

Bezeichnung: Man sagt, dass eine Eigenschaft fast diberall (f.1i.) in £ C IR¢
gilt, wenn sie bis auf eine Nullmenge in E gilt, z.B. f = 0 f.{i. in £ bedeutet
f(z)=0Vx € E\ Z mit Z C F und |Z]| = 0.

Satz 1.34 f: E — IR sei messbar und fir g : E — IR gelte f = g fast iiberall.
Dann ist g messbar und |{g > a}| = [{f > a}| fir alle a € RR.

Beweis: Sei Z := {f # g}. Dannist {g > a}UZ ={f >a}UZ. Da {f > a}

messbar ist, ist g messbar, und es ist

Hg>a}l=Hg>atUZl={f>a; UZ]=[{f > a}]

Sei By CE, B, UZ=E, |Z|=0.

Bezeichnung: f : E; — R ist f.ii. auf E definiert und wird auf £ messbar
genannt, falls f auf E; messbar.

Satz 1.35 ® : IR' — IR sei stetig, f : E — IR sei f. 1. endlich, so dass ®o f f.1i.
auf E definiert ist. Dann ist ® o f messbar, falls f messbar ist.

Beweis: Es reicht anzunehmen, dass f auf ganz E endliche Werte annimmt.
Sei G C IR offen. Dann ist

(@0 f)(G) =/ (2(G)).

offen

P stetig

Diese Menge ist offen und somit nach Satz messbar. O

Typische Beispiele sind: ®(t) = |¢[, ®(¢) = [¢t|P mit p > 0 oder §(t) = .

Es folgt, dass, wenn f messbar ist, auch die Funktionen |f[P (p > 0) und e
messbar sind.

Ferner sind auch die Funktionen f* := max{f,0} und f~ := — min{f, 0} messbar,

falls f messbar ist.
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Satz 1.36 Seien f und g messbar. Dann ist die Menge {f > g} messbar.

Beweis: {rj} seien rationale Zahlen. Dann ist die Menge {f > rp > g} = {f >
1t} N{g < rx} messbar und also {f > g} = U, {f > r > g} O

Satz 1.37 Sei f messbar, und sei A € IR. Dann sind f 4+ A und \f messbar.

Die Behauptungen sind evident; man betrachte die Mengen {f > a — A} und
{f > a/A} (fir X #£0).

Satz 1.38 f und g seien messbar. Dann ist f + g messbar (hierzu sei f + g fast
tberall definiert, d. h. der Fall +00 + (—o0) trete nicht auf).

Beweis: ¢ ist messbar. Mit [.37 folgt, dass fiir alle @ € IR auch o« — g messbar
ist.%{f—i—g>a}:{f>a—g}istmessbar. O

Wir haben also gezeigt:
V(E):={f: E — R, f f.ii. endlich auf E und messbar}

ist ein IR-Vektorraum.

Satz 1.39 Seien f und g messbar und fast tiberall endlich. Dann ist f-g messbar,
und falls g # 0 fast iberall, ist auch § messbar (Konvention: 0-+o00 := +00-0 :=

0).

Beweis: a) {g >a} = {—é > —1} fiir a # 0.

{9500 =Uiado > 1 = U2 > -k},

Diese Mengen sind messbar, wenn g messbar ist. Folglich ist 1/¢g messbar.

B) f? = |f|?* ist messbar, wenn f messbar ist (siche Beispiel oben).

V) fg= 1[(f +9)* = (f — 9)?] ist messbar, wenn f und g messbar sind. O

Satz 1.40 {f.} sei eine Folge messbarer Funktionen. Dann sind supy fr und

inf, fr. messbar.

Beweis: {sup, fi > o} = U, {fr > «} ist messbar. Daher ist auch infy f; =
— supy,(— fx) messbar. O

Als Spezialfall: sind fi, ..., f, messbar, so auch maxj}_, f; und min;_, f.
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Satz 1.41 {f.} sei eine Folge messbarer Funktionen. Dann sind limsup,_, . fr
und liminfy,_, . fr messbar.
Speziell: existiert f = limy_ fx fast dberall, und sind die f, messbar, dann ist

auch f messbar.
Beweis: Verwenden wir

limsup fr = inf(sup fx), liminf f = sup(inf fy),
k—o00 Jk>j k—o0 j k2j

folgt die Behauptung unmittelbar aus Satz [.40.
Falls im Spezialfall lim_, fx existiert, so ist dies gleich dem lim sup,_, .. fx, also

fast iiberall gleich einer messbaren Funktion. O

Bezeichnung: f: F — IR wird einfache Funktion genannt, falls f nur endlich
viele Werte annimmt; eine andere gebrauchliche Bezeichnung ist Treppenfunktion.

Genauer lasst sich diese Eigenschaft formulieren durch

dFEq, ..., E, mit kUlEk:E,E! A1y ..,y :f:;aklEk.

disjunkt paarw. versch.

In diesem Fall ldasst sich das Integral von f naheliegenderweise definieren durch

/ fdx = Zak|Ek|,
E

k=1
vorausgesetzt, dass F1, ..., E, messbar sind. Die Aussage
f sei einfach. Dann ist f messbar <= Ei, ..., E, messbar.

sei als Ubung zu beweisen.

Satz 1.42 1. Jede Funktion f ist (punktweiser) Grenzwert einer Folge einfa-
cher Funktionen { fy}.

2. Falls f > 0, so konnen die Funktionen f; so gewdhlt werden, dass fr < fri1
fiir alle k.

3. Falls f in [ oder 3 messbar ist, so kann man die f; ebenfalls messbar wdihlen.
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Beweis:
Wir definieren die Funktionen f; durch
Jj—1 j-1 J
< =~
) ={ o T SIS
koo flx) =k

Offensichtlich sind die Funktionen f; einfach, und es ist (punktweise) fi < fri1-

j 2—k /

Fiir den Schritt von k — k + 1 werden die Intervalle [(j — 1)27%, j27*] halbiert.
Wir erhalten die Abschatzung

0< fla) = fulz) <27F,

fur hinreichend groBe k, falls f(x) endlich (und damit f(x) < k) ist.
Ist f(x) = +o0, so ist fr(x) =k iR
Es folgt, dass fr — f punktweise.

Hieraus erhalten wir Aussage B.

Aussage [l] folgt aus der Uberlegung, f zu schreiben als f = f* — f~. Gemsf B
gibt es Folgen {fi}, {fi'} mit fy — 7, fif — f~ (k — o0), also f; — fif —
ff=fr=r

Aussage B folgt aus der Definition von fi: Sei f messbar, und ohne Einschrinkung
gelte f > 0 (ansonsten betrachten wir f™ und f~ separat).

k2k .
J—1
fe =2 5 Lig-e-r<rapoiy th Lipony
j=1 28~ ~ - =

messbar messbar
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1.6 Das Lebesgue—Integral fiir nichtnegative Funk-

tionen

Sei E C IR messbar, und sei f : E — [0, +00].
Wir definieren den Graphen von f iiber E durch

G(f, E) == {(z, f(x)) e Rz € E, f(x) < oo}
Ferner setzen wir:
R(f,E) :={(z,y) e R"™ ;2 € E,0 <y < f(z) < o0}

(Das entspricht der schraffierten Fldche in der folgenden Skizze)

Definition 1.43 Falls R(f, E) in R messbar ist, so wird das Maf$ |R(f, E))(a+1)
beziiglich Rt das LEBESGUE-Integral von f iiber (auf) E genannt.

Bezeichnung: Fiir das LEBESGUE-Integral von f werden wir eine Reihe von
(Kurz-)Schreibweisen verwenden:

RUBany = [ f@do= [ gar= [ f= [
= /---/f(xl,...,xd)dxl---dxd

Bemerkung: Zunichst ist das Integral nur fiir f > 0 definiert. [ pJ = +ooist
sehr wohl mdglich.
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Satz 1.44 Sei E messbar und f : E — [0,00]. Dann existiert [, f (d.h. R(E, f)

ist messbar), wenn [ messbar ist.

Bemerkung: Die Umkehrung gilt auch; den Beweis dafiir holen wir spéter nach.

(Satz R.11))

Fiir den Beweis des Satzes benotigen wir zwei Hilfsaussagen.

Hilfssatz 1.45 Seien E C IR?, 0 < a < +o00. Wir definieren E* == {(x,y); v €
E,0<y<a}, falls a < oo und E*® := {(x,y); x € E,0 <y < oo}. Es sei E in
IR? messbar.

Dann ist E* in IR messbar und
1B a+1) = alEl ),
wobet wir vereinbaren, dass 0-o0o0 =00 -0 =0.

Beweis des Hilfssatzes: a_) Fiir den Fall, dass a < oo und F ein Intervall oder
eine Nullmenge ist, ist die Aussage klar.
B) Sei a < oco. E sei offen; wir schreiben E = |, I, mit nicht iiberlappenden

Intervallen I,,. Dann ist £ = 1% messbar, und es ist

- n

Bl =) il =a) || =alBl.

7v) Sei E vom Typ Gs mit E = ()~ G, und |G;| < oc.

Man wéhle eine Folge offener Mengen G}, \, E, und zwar

E=GN(GiNG)N(GiNGaNG)N....

offen offen

Dann ist |Gg| \, |E|.

Fiir die offenen Mengen Gy, ist G¢ messbar mit |G| = a|Gg|.

Es folgt aus dem Stetigkeitssatz [.22, dass G \, £ mit einer messbaren Menge
E% und

|| = lim |G| = a lim |Gy| = ol B|.

d) Sei E = H \ Z mit einer Gs-Menge H und einer Nullmenge Z; gelte ferner

H =", G, mit |G| < cc.
Dann ist £ = H®\ Z%, wobei Z* wiederum eine Nullmenge ist. Es gilt:

|E*| = [H®| = a|H| = a| E.
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¢) Lassen wir zuletzt noch die Beschréanktheit von |E| und a weg:

Im Fall |E| = +o0o schreibe E als abzidhlbare Vereinigung messbarer Mengen mit
endlichem Ma#f.
Im Fall a = +o0 wihle eine Folge {a,} mit a, T +o0o. Dann gilt

E* 1 B,

und aus dem Stetigkeitssatz [.27 folgt die Behauptung. o

Hilfssatz 1.46 Seien E C R? und f : E — [0, 0] messbar. Dann gilt: |G(f, E)| 441y =
0.

Beweis des Hilfssatzes: Seiene >0undn=1,2,....
Setze F, = {ne < f < (n + 1)e}. Diese Mengen sind disjunkt und wegen der
Messbarkeit von f messbar. Es ist

G<f’E):UG(f7En) und |G(f, En)| < g|E,l.

Es folgt

G E)le < Y |G(f. Ea)le <€) |Ea| < <lE).

Also: Falls |E| < oo, ist der Hilfssatz beweisen; anderenfalls schreibt man F
als abzéhlbare Vereinigung messbarer Mengen mit endlichem Mafl und zeigt so,
dass G(f, E) abzdhlbare Vereinigung von Nullmengen (und damit selbst eine
Nullmenge) ist. o

Beweis von Satz [.44: f: FE — [0, 00| sei messbar.
Dann existieren nach [.4]] einfache Funktionen f, mit f, T f, und es gilt

R(fn, E)UG(f,E) 1 R(f, E).
[ Nebenrechnung: Sei (z,y) € R(f, E). Dann ist entweder

oder es ist

y < f(x) = 3N mit y < fy(z) = (x,y) € R(fn, E).
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Wegen des Stetigkeitssatzes bleibt zu zeigen: R(f,, F) ist messbar firn = 1,2, ... .
Seien dazu af, .. ., a} die verschiedenen Funktionswerte von f,, auf den disjunkten
Mengen ET, ..., Ep. Dann ist

R(fa, B) = J(B7)™

messbar nach Hilfssatz [43. O

Korollar 1.47 f sei auf E nicht-negativ und messbar mit den Werten a4, ..., an
auf den paarweise disjunkten Mengen Fy, ..., Eyn. Falls E = Ujvzl E;, so gilt
fE f= Zjvd a;| Ejl

Beweis: Die Mengen (E;)% sind messbar, weil f messbar ist. Es ist R(f, E) =
N . . w
Uiz (E5)®, wobei |(E;)™ | = a;]Ej]. O

Jj=1

1.7 Eigenschaften des Integrals und Konvergenz

satze

Wir zeigen zunéchst, dass das L-Integral monoton ist, und zwar gelten die Eigen-
schaften

1. f und g seien messbar, und gelte 0 < g < f auf E. Dann ist

/gg/f und speziell /inffg/f.
E E E E

Beweis: R(g,E) C R(f,E) O

2. Fy, E5 seien messbar mit £} C FEs,, und f sei nicht negativ und messbar auf
E5. Dann gilt:

/Elfé s

Beweis: R(f, E1) C R(f, E»). O
Als Folgerung erhélt man hieraus noch die Aussage:

[ sel nicht negativ und messbar auf E. Dann folgt aus [ rf < oo,
dass f < +oo fast iiberall auf F.
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Ansonsten wire fiir den Fall, dass F keine Nullmenge ist, f = +oo auf einer
Menge E; mit |E;| > 0; also f > a auf Ej fiir ein beliebiges a € IR,.

;»/EfZ[Ele[ElazalEﬂ:&[Ef:%o

Satz 1.48 (Monotone Konvergenz fiir nichtnegative Funktionen) {f,} sei
eine Folge nichtnegativer messbarer Funktionen mit f, T f auf E. Dann gilt:

/EfnT/Ef (m.a. W.: nh_)n;o Ef":/EJI—»Hgof")

Beweis: Aus f, T f und der Messbarkeit der f, folgt die Messbarkeit von f.
Ferner folgt

R(fn, E)UG(f, E) T R(f, E)
—_—— —

messbar Nullmenge

wie bei einfachen Funktionen mit dem Stetigkeitssatz. |

Satz 1.49 Gelte f > 0 auf E = Uj E; mit paarweise disjunkten Mengen Ej.
Dann gilt

Jir=%,

Beweis: Die Mengen R(f, E;) sind paarweise disjunkt und messbar. Ferner ist

R(f7E):U]R<f7EJ) U

Satz 1.50 Sei f > 0 und messbar auf E C IR?. Dann gilt
w9 [ F=sw S Lisg FNIE)

wobei das Supremum iber alle endlichen Zerlegungen E = |4 E; mit messbaren
Mengen E; zu nehmen ist.

Beweis: o) Sei £ = U;VZI E;. Definiere

g(z) :=a;(z) == inf f(x), j=1,...,N.

J?EEJ'
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Ey Es Es

Offenbar ist g < f, folglich ist

;aj‘Ej’:/EQS/Ef-

Es folgt die Ungleichung ,>* in ([[.9).

ﬂ_) Wir verfahren hier dhnlich dem Beweis von Satz : Betrachte die Folge
von Mengen {E'}, j = 0,...,n2", mit E := {(j — )27 < f < j27"} fir
j=1,...,n2" und E} :={f > n}.

Definiere

fn ::Z[ inf f(x )}15?.

- zel?
J

Dann ist offenbar 0 < f,, T f, und es folgt
< f JET|| =
0< Y Lng, /@B [

woraus die Gleichheit in ([.9) folgt. O

Satz 1.51 Sei f >0 auf E mit |E| = 0. Dann gilt [, f =0

Beweis: 1. Variante: mittels Satz [.50
2. Variante:

O</f</Esupf z) = sup f(z)|E| = 0.

zel zeFE
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Satz 1.52 Seien f,g > 0 und messbar auf E, und gelte g < f fast tiberall auf E.

Dann ist ng < fEf
Insbesondere: ist g = f fast tiberall auf E, dann ist ng = fE f.

Beweis: «a) Seien Z :={g > f}, A:=FE\ Z. Dann ist
/f Joe oz bom Lo o= e

ﬁ_)Fiir die zweite Aussage beachte man, dass f = g f.ii. <= f<gf i und g <
f f.1i. und wende «) zweimal an. O

Satz 1.53 Sei f > 0 und messbar auf E. Dann gilt fEf =0 <= f=0 fast
tberall auf E.

Beweis: ,,<“ folgt unmittelbar aus Satz @
,="“ Sei a > 0. Dann ist

CMxEEﬂ@>aH§A;}f§Lf=Q

also ist {f > 0} = (U, {f > 1/n} als abzdhlbare Vereinigung von Nullmengen

eine Nullmenge. |

Folgerung 1.54 (Tschebyschewsche Ungleichung) Sei f > 0 und messbar
auf E. Dann gilt fir o > 0

heEﬁ@>aH§ééf

Satz 1.55 Das Integral ist linear, d. h.

1. Gelte f > 0 und messbar, und sei IR > ¢ > 0. Dann st
[egme [ s
E E

2. Seien f,g > 0 und messbar. Dann ist

/E(f+g)=[Ef+/Eg
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3. Seien f,® messbar mit 0 < f < ®, ferner sei fEf endlich. Dann gilt

Jo-n=[o-[r

Beweis: Die ersten beiden Aussagen zeigt man, indem man c- f bzw. f + g von

unten durch Treppenfunktionen approximiert. Der Beweis sei als Ubungsaufgabe

gestellt.
Die dritte Aussage folgt aus der zweiten, denn ® = f + (® — f), wobei nach
Voraussetzung f und ¢ — f nicht-negativ sind. ]

Satz 1.56 Seien f, > 0 und messbar auf E, n=1,2,.... Dann gilt

W) -5l

Beweis: {Fy} mit Fy := Y. f, ist eine monoton wachsende Folge. Daher

S hm—nles e (5

Anwendung: Sei f > 0 und stetig auf [0,00). [° f(z)dx existiert genau dann
als uneigentliches RIEMANN-Integral, wenn f auf [0, c0) LEBESGUE—-integrierbar

gilt:
O

ist, und es ist

| rwa=[ g
0 R,

Beweis: Definiere f,(x) := 1o, (2) f(x). Dann gilt f,, T f, und mit der montonen

Konvergenz folgt

/Of(a:)dx—/o fn(z)dx IR+f
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Dass Monotonie eine wichtige Rolle bei den vorangegangenen Sétzen spielt, soll

folgendes Gegenbeispiel zeigen:
Setze E := [0, 1] und definiere f,, durch

/,’L,

2n?x o <z <o
fa(z):=q —2n%z+4+2n , 4 <z < =
0 ,sonst

\
1

S =

Dann konvergiert f,, — 0 punktweise auf [0, 1]. Andererseits ist f[O,ll fn = %n% =
5 fiir alle n. Daher ist

1 1
= lim fn 7é/ lim f, = 0.
0 n—oo

n—oo 0

Satz 1.57 (Fatou) {f,} sei eine Folge nicht-negativer messbarer Funktionen
auf E. Dann gilt

/E(liminffn( ) da:’<hm1nf/fn

n—oo n—oo

Beweis: Definiere die Funktionen g, (k = 1,2,...) durch g, (z) = inf{ fx(z), frs1(2), ... }.

Offenbar ist g, messbar und gi(z) T liminf, . f.(x). Mit g, > 0 folgt aus dem
Satz iiber die monotone Konvergenz

/ gr(z)dx — [ liminf f,(z)dx

—
E’I’l o

= liminf f, < hm gk < lim mf/ fn

n—00 n—00
E

Folgerung 1.58 Seien f,, n =1,2,..., nicht negative messbare Funktionen auf
E mit punktweiser Konvergenz f, — f fast tiberall auf E. Ferner sei fE fn <M
fiir alle n. Dann gilt [, f < M.
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Beweis: Aus dem Satz von FATOU folgt unmittelbar

n—oo

:1Hn-fﬂ(x)
——

/ liminf f,(z) de < M.
E

n—oo

= f(z)

Beispiel 1.59 Die Gammafunktion ist definiert als das Integral

/ e " tdt (v >0).
0

Dieses Integral ist sinnvoll, denn es ist
n o0
lim e it dt = 11 e it dt
N—— 0 [n,n]
—_———

e 70)

S|=

fn(?)
mit f,(t) — f(¢) fur allet > 0 (n — o0).

44

Satz 1.60 (Lebesgue) {f,} sei eine Folge nicht-negativer messbarer Funktio-

nen auf E. f, — [ punktweise fast tiberall auf E. Ferner existiere eine messbare

Funktion ® mit f, < ® fast tberall und fiir alle n; fE ® sei endich.

Dann konvergiert fE fn— fE f.

Beweis:

Farou
/f:/liminffn < liminf/fn;
E E E

damit bleibt zu zeigen, dass [, f > limsup [, fn.

Es ist nach Voraussetzung ® — f,, > 0 fast iiberall. Aus dem Satz von FATOU

folgt damit

/Eq)_/Ef" _ /Eyminf?—fnlgnminf([Eq)—/Efn)

—0-
= /@—limsup/fn.
E E
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1.8 Das Integral fiir messbare Funktionen und
der Raum L(F)

f: E — IR sei messbar. Wir schreiben f = f+ — f: die Funktionen f* und f~
sind beide messbar, daher sind [, f* und [, f~ wohldefiniert.
Falls eines der beiden Integrale endlich ist, macht auch die Definition

/Ef(x)dx ;_/Ef+(x)dx—[Ef—(x)dx

Sinn (den Fall co — oo wollen wir vermeiden!). Wir sagen dann, ,,das Integral
[ f(z) dz existiert“ und schreiben kurz: [, f(z)dz =: [, f

Man beachte: diese Bezeichnung impliziert nicht, dass das Integral endlich ist;
dafiir verwenden wir den folgenden Begrift:

Definition 1.61 Fulls fE f existiert und endlich ist, so nennen wir f (LEBESGUE)-
integrierbar (auf F).

LE)={f:E—R messbar;/ f(x)dz existiert und ist endlich}.
E

Falls [, f existiert, so gilt:

‘/EﬂS/Ef++/15f_:/];(f++f_):/E|f|'

Satz 1.62 Sei f : E — IR messbar. Dann ist f genau dann auf E integrierbar,
wenn | f| auf E integrierbar.

Bevor wir den Satz beweisen, noch zwei Anmerkungen:

1. Die Voraussetzung der Messbarkeit von f ist notwendig. Ansonsten gébe es
das folgende Gegenbeispiel:

A C IR sei nicht messbar, und f sei definiert als

1 z€ A
o={ 1 e

Dann ist |f| = 1 messbar, aber f nicht (die Menge {f > 0} ist nicht
messbar).
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2. Die Funktion f(z) = 52£ ist auf [0, c0) nicht L-integrierbar, denn [ [#2£] dz =

oo. Dies diirfte zunédchst verwundern, denn diese Funktion ist ein Parade-

beispiel fiir uneigentlich RIEMANN-integrierbare Funktionen.

Beweis von Satz [1.62: ,<=" Sei |f| € L(£). Dann ist

(/Ef(S/E|f|<oo-

,="“ Sei f € L(E). Dann ist mindestens eines der Integrale [, f*, [ f~ endlich,
und aus der Endlichkeit von [, f* — [, f~ folgt, dass beide Summanden endlich
sind, also

(/15f++/Ef_> endlich:>/E\f]<oo‘

O
Bemerkung: Aus f € L(F) folgt, dass f fast iiberall endlich ist.
Beweis: |f| € L(E). Nehmen wir an, dass f = foo auf E; C E. Dann folgt:
/ /] 2/ /] 2/ o = a|Ey| fiir alle a € R = |Ey| = 0.
E Ey Ey
O

Satz 1.63 Das Integral fiir messbare Funktionen hat folgende Figenschaften:

1. (Monotonie:) f, g seien messbar, [, f und [, g migen existieren (Endlich-
keit ist nicht vorausgesetzt). Ferner gelte f < g fast tberall auf E. Dann
qgilt

aw [z

2. Sei Ey C E messbar, und das Integral | r | existiere. Dann existiert auch
Jo, 1

3. fEf ezistiere, und gelte E = |J, E, mit messbaren Mengen Ey, Es, ...,
paarweise disjunkt (oder nicht-iberlappend), wobei die Rinder Nullmengen
sind). Dann gilt

(1.11) /Ef:Z Enf.
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4. Sei f =0 fast tberall auf E oder sei E eine Nullmenge. Dann ist

(1.12) /Ef = 0.

d. fE [ existiere. Dann existiert fiir c € IR das Integral fE(cf), und es ist

(1.13) [E(c-f):c~/Ef.

6. Seien f,g € L(E). Dann ist (f +g) € L(E) und

(1.14) /E(Hg):[Eﬂ[EQ.

Beweis:
1. Der Beweis der Monotonie sei als Ubungsaufgabe gestellt.

2. [z f* oder [ f~ ist endlich. Aus Ey C E folgt, dass [, f* oder [, f~
endlich ist.

3. Aus E,, C F folgt, dass fEn f existiert. Wir zerlegen f in f* — f~ und
wenden Satz [C49 an:

(R Ran RaED o) Iae O s
- ;([Enft[%f):; R
4. (trivial)

5 Jen=[ew—rn=c( [ 1= [1r)=c[r

6. ) |f+ gl < |f] + lg|, damit folgt aus der Monotonie, dass [, |f + g <
Jelf1+ Jglgl < o0

ﬁ_) f und g haben konstantes Vorzeichen auf E. Es gibt folgende Moglich-
keiten:

(a) f>0,9>0 (folglich f +g > 0)
(b) f>20,9<0,f+9g>0
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f>0,g<0,f+9g<0
f<0,g>0,f+g>0
f<0,9>20,f+g<0
f) f<0,9 <0 (folglich f+ g <0)

()
(d)
(e)
(f)
Fall bg wurde schon zuvor gezeigt.
FallB: f > 0,—¢g >0, f +g > 0.

Dann ist f + g + (—g) = f > 0 fast iiberall. Folglich ist

téﬁ+@+£}ﬁ%=éﬁ

und hieraus folgt die Behauptung.
Die anderen Fille werden analog gezeigt.

v) Seien f,g € L(F) beliebig. Dann unterteile man F in die sechs disjunkten

messbaren Teilmengen Fy, ..., Eg, wo jeweils die Félle bq . . . erfiillt sind.
Es ist dann

6

/E(f+g)=Z/E_=;([Ejf+/Ejg):/Ef+/Eg-

j=1"5i

Folgerung 1.64 f,® seien messbar auf E, f > ® gelte fast tiberall, ferner sei
¢ € L(FE). Dann ist

Ju-o=[r-]

Beweis: [ g [ existiert, denn f~ < @7, und daher ist / 5~ endlich.
Ferner existiert [,(f —®), denn f —® >0, also [,(f —®)” = 0.
Bleibt noch nachzutragen:

f € L(E) Dann folgt die Behauptung aus ([.14)

f & L(E) Dann ist [, f = +oo (weil f~ integrierbar), und mit ® € L(E) folgt (f —
®) & L(F) und somit [,(f — @) = 4o0.
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Wir haben in Satz [[.63 gezeigt, dass L(F) ein IR-Vektorraum ist. Offen blieb
bislang, ob L(E) auch abgeschlossen ist unter Multiplikation der Integranden,
d.h. ob fiir f,g € L(F) auch f-g € L(F) gilt.

Dies ist im Allgemeinen nicht der Fall, wie folgendes Beispiel verdeutlichen soll:
f:]0,1] — IR sei definiert durch

@ :—{ C

ﬁ ,0<£L'§1

Diese Funktion ist messbar, denn sie ist stetig bis auf den Nullpunkt.
Um zu zeigen, dass das Integral von f existiert und endlich ist, definieren wir die

Folge
0 ,z<i
fn($)::{1 71_n :
Wz ,E<JZ§1

Dann konvergiert f,(z) — f(z) punktweise fast iberall, und es ist

Ude 1 1 (n—oo)
fn:/—:2\/5 =2—-2— — 2.
/[0,1] 1 VT x Vn

Aus dem Satz iiber die monotone Konvergenz folgt also
f(z)dx =2
[0,1]
(als L-Integral wie als uneigentliches R-Integral).
Demgegeniiber ist allerdings f(z) - f(z) = 1, und
Ldx

0o X

= +00.

Wir halten also fest: wenn f, g messbar sind und zusétzlich fg € L(F) gelten soll,
muss mindestens eine der beiden Funktionen zusétzliche Bedingugen erfiillen.
Welche dies sind, beantwortet der folgende

Satz 1.65 Sei f € L(FE), g sei messbar auf E, und es gebe eine Konstante
M >0, so dass |g] < M fast iberall auf E.
Dann gilt (f - g) € L(E).
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Man beachte: hier wird nur vorausgesetzt, dass g messbar und beschréankt ist,
Integrierbarkeit von ¢ ist nicht notwendig; offensichtlich ist ndmlich 1z nicht
integrierbar, wenn |E| = oo, aber [, f = [, f -1 ist endlich fir f € L(E).

Beweis: Dass fg messbar ist, wenn f und g messbar sind, wurde schon in Satz

39 gezeigt.
Ferner gilt

éUMSMLj<w=¢UmEM@-

Folgerung 1.66 Sei f € L(E), f > 0 fast diberall, g sei messbar auf E, und es
gebe Konstanten o, B mit o < g < 3. Dann gilt

aéfgéﬁﬁﬂéf

Beweis: Aus Satz [[.69 folgt fg € L(E), ferner gilt fast tiberall af < fg < Sf.
Aus der Monotonie des Integrals folgt die Behauptung. O

1.9 Konvergenzsitze

Die Konvergenzsitze, die wir oben bereits fiir nichtnegative messbare Funktionen
gezeigt haben, formulieren wir im Folgenden fiir messbare Funktionen.

Satz 1.67 (Monotone Konvergenz) {f,} sei eine Folge messbarer Funktio-

nen auf E.

1. Falls f, T [ fast dberall auf E und falls es ein ® € L(E) gibt, so dass
fn = ® fast dberall auf E fir alle n, so gilt

én%ﬁlf

2. Falls f, | f fast iberall auf E und es ein & € L(E) gibt, so dass f < ®
fast diberall auf E fir alle n, so gilt

énﬁﬁlj
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Beweis:

1. Der Satz iiber die monotone Konvergenz nichtnegative Funktionen (Satz
[.48) war nicht formuliert fiir Konvergenz fast tberall, sondern auf ganz E.

Dies umgehen wir wie folgt:

Seien Ey := {f, J f} und E, := {f, < ®} (n = 1,2,...). Diese Men-
gen sind nach Voraussetzung Nullmengen, und also die Vereinigung 7 :=
Unso Bn- Es gilt also 0 < f, =@ T f — @ auf F'\ Z, und mit (Satz [[.4§)

folgt
[ 5= [o =bgn—®zé¢m—®
—almq—@:éu—wzéfjé@

wobei wir stillschweigend die Integrale iiber die Nullmenge Z unberiicksich-
tigt gelassen haben.

2. Hierfiir betrachtet man — f,, und verfihrt genauso.

Satz 1.68 Seien f, € L(E) firn = 1,2,.... {f,} konvergiere gleichmifSig auf
E gegen f. Ferner gelte |E| < oco. Dann gilt

I = /f

Beweis: «) Da |E| beschriinkt ist, ist 15 integrierbar. Es folgt daher fiir hinrei-
chend grofle n:

[FI < |fal + [ = fol = ISl € L(E) = | € L(E).
——

<1

—\Aﬁ—h)éfw—h
sup | ﬁl|/1530

—\EI

=

JRRYE

IN
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Satz 1.69 (Lemma von Fatou) {f,} sei eine Folge messbarer Funktionen auf
E. Es existiere eine Funktion ® € L(E) mit f, > ® fast tberall auf E fiir alle n.
Dann gilt

/ (liminf f,) < liminf / fn-

E n—oo n—oo

Beweis: Man wende Satz [[.b7 auf F,, := f,, — ® an. O
Satz 1.70 (Lebesgue; majorisierte Konvergenz) f, sei eine Folge messba-

rer Funktionen auf E mit f, — [ fast tberall auf E. Ferner existiere ein ® €
L(E) mit |f,| < ® fast iberall auf E und fir alle n. Dann gilt

Jor L

P
-

Beweis: Aus —® < f < ® f.ii. folgt 0 < f+ & < 29 fast iiberall auf £. Und
da 2® € L(F) folgt die Behauptung aus Satz [L.60. O

1.10 Komplexwertige Funktionen

Zum Abschluss betrachten wir noch komplexwertige Funktionen. Wir werden

diese spéter noch bei der Betrachtung von LP-Raumen brauchen.

Bezeichnung: f : F — € = IR? wird messbar genannt, falls fiir alle offenen

-1
Teilmengen G' C IR? das Urbild f (G) messbar ist.

Als Schreibweise verwenden wir f(z) = (fi(z), fo(z)) oder auch f(z) = fi(x) +
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Bemerkung: f ist genau dann messbar, wenn f; und f; messbar sind.

Man definiert daher das Integral von f durch

[Ef:/Ef1+i[Ef2.

f wird inegrierbar genannt, falls f messbar ist und [, |f| < oo.
Das Integral hat dann die Eigenschaften:

1. Es ist komplex linear,

2. f = fi +1if, ist genau dann integrierbar, wenn f; und fs5 integrierbar sind,
und es ist

) | [ o)< [1n

Zum Beweis der zweiten Aussage bemerken wir, dass |f| < |fi| + |f2] < 2|f]. Die
Gleichung ([.15) wird wie beim RIEMANN-Integral gezeigt.



Kapitel 2

Die Satze von Fubini und Tonelli

und Anwendungen

2.1 Der Satz von Fubini

Nachdem wir das Integral einer Funktion f : E — IR definiert haben, wenden wir
und der Fragestellung zu, wie es praktisch berechnet werden kann, wenn d > 2.
Die Wunschvorstellung ist, dass

/-E-'/fm,...,mdxl...dxd

sukzessive nach xq, ..., x4 integiert werden kann. Ziel dieses Kapitels ist es, auf-

zuzeigen, unter welchen Bedingungen an f und F dies moglich ist.

Prézisieren wir dieses Ziel etwas:

Sei E C IR™™, und sei f : E — IR integrierbar. P(E) sei die Projektion von E
auf IR™, also P(E) = {(2,0) € R" x IR™; (x,y) € F fir ein y € R™}, und sei E,
der Schnitt von E mit der affinen (Hyper-)Ebene durch x parallel zu IR™, also
E, ={y;(z,y) € E}.

o4
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R

P(E)
Unser Wunsch lasst sich also formulieren als

[endwn= [ ([ o)

insbesondere
|E| :/ lEz/ |E|dz,
E P(E)
was auch als CAVALIERIsches Prinzip bekannt ist.

Bevor wir den Satz von FUBINI formulieren, stellen wir noch einige Bezeichnungen
bereit:

L = {13:(1'17wrn))azéngbzazz]-v7n} C R"
I = {y=(@ ,v)ic; <y; < dj,j=1,....m} CR"

Als Intervalle in IR"™™ bezeichnen wir Mengen der Gestalt
I = [1 X [2,

Punkte in dieser Menge werden mit dem Paar (x,y) bezeichnet.
Fiir eine Funktion

' I - R
f‘{ww+ﬁf@m

schreiben wir kurz:

/If = [[ repasay
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Satz 2.1 (Fubini) Sei f € L(I), I = I, x Iy. Dann gilt:
1. Fir fast alle x € I ist y — f(x,y) auf Iy messbar.

2. x> fb f(z,y) dy ist fast diberall definiert, messbar und auf Iy integrierbar,

und es gilt

/fa:y (z,y) //fa:ydy)dx

I

dabei ist das Integral auf der linken Seite der Gleichung als (n + m)-

dimensionales L-Integral aufzufassen.

Fiir den Beweis nehmen wir ohne Einschrankung an, dass Iy = IR", I, = IR und
I = IR"™™; ansonsten kann man die Funktion f := f - 1 betrachten.

Der Beweis des Satzes vollzieht sich mit der Hilfe von fiinf Lemmata; wenn wir die
Sprechweise ,, f hat die Eigenschaft §“ vereinbaren, falls f den Satz von FUBINI
erfiillt, liest sich der Beweis dann folgendermafen:

1. Die Aussage des Satzes gilt fiir jede endliche Linearkombination von Funk-
tionen mit der Eigenschaft § (Lemma P.2). Wir kénnen also durch eine
Zerlegung f = f* — f~ die Betrachtung auf positive messbare Funktionen

einschranken.

2. Ist f > 0 und messbar, dann ist f Grenzwert einer monotonen Folge { f; }«
einfacher Funktionen. Wir zeigen (Lemma P.3) die allgemeinere Aussage:
Sei {fr} eine Folge messbarer Funktionen mit f T f oder fr | f. Wenn
die Funktionen fy die Eigenschaft § haben, dann auch f.

Wir kénnen unsere Betrachtungen also auf einfache Funktionen einschrénken,
ja sogar auf einfache Funktionen, deren Tréger endliches Mafl haben (da wir
eine einfache Funktion f, deren Triger unendliches Maf3 hat, als monotonen
Grenzwert der Folge {f - 15,(0)} ansehen konnen).

3. Solche einfachen Funktionen sind endliche Linearkombinationen von In-
dikatorfunktionen messbarer beschrankter Mengen, d.h. nach Lemma 2.2
kénnen wir uns auf die Indikatorfunktionen messbarer beschrankter Mengen

zurtickziehen.

4. Schreiben wir eine messbare Menge E als E = H \ Z mit einer Gs—Menge
H und einer Nullmenge 7, ist 1z = 15 — 14, also reicht es zu zeigen, dass
die Indikatorfunktionen von Gs—Mengen bzw. Nullmengen die Eigenschaft
§ haben (Lemmata .4 und P2.5).
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Lemma 2.2 Jede endliche Linearkombination von Funktionen mit der Eigen-
schaft § hat auch die Figenschaft §.

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus der Linearitdt des Integrals und der Eigen-
schaft, dass mit f und g auch af + (g (a, 8 € IR) messbar ist. O

Lemma 2.3 {f;}32, habe die Figenschaft §. Falls fi. T f oder fi | f, dann hat
auch f die Figenschaft §.

Beweis: Ohne Einschrankung gelte fr T f, ansonsten betrachte —fi T —f.

Zy, C IR™ sei eine Nullmenge, so dass (y — fir(x,y)) € L(IR™) fiir alle x ¢ Z.
Dann ist Z = |J, Z) ebenfalls eine Nullmenge, und fiir alle z ¢ Z gilt (y —
fr(z,y)) € L(IR™) fiir alle k.

Gelte nun (die Konvergenzen sind monoton)

L(IR") 3 hy, == fe(y)dy T h= f(y)dy.
IR™ R™

Dann ist

/nhk(x) dz 7 - h(z)dz = /"< - f(z,y) dy) dz.

Aus der Eigenschaft § fiir die Funktionen f; folgt nun:

J[ temaen [ ([ repa)a

R (n+m)

T T
] sewaea = [ ([ finag)as
R(n+m)

mit monotoner Konvergenz auf beiden Seiten. Die Konvergenz auf der linken Seite
der Gleichung ist die monotone Konvergenz fiir L-Integrale, die auf der rechten
Seite ist die oben gezeigte. O

Lemma 2.4 Sei E C R™"™ vom Typ Gs mit E = (\,—,, Gi offen; G1 habe
endliches Mafs.
Dann hat 15 die Eigenschaft §.

Beweis: Wir betrachten fiinf Falle
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1. E ist ein beschrianktes offenes Intervall in IR"*™, sagen wir E = J; X Jy mit
beschrankten offenen Intervallen J; C IR™, J, C IR™.

Dann ist
|El(ntm) = |J1](n) - [ 2] (m)-

1g(x,y) ist als Funktion in y messbar, und es ist

hlw) = /m 1p(z,y)dy = { RARE A

0, sonst

Es folgt
[ b= |3)l21 = |EL

ebenso

/ / 1(e,y) d(z,y) = |E].

IRn+m

2. F liege am Rand eines Intervalles in IR™*™ fiir fast alle . Dann ist die
Menge {y; (z,y) € E} eine Nullmenge in IR™. Es folgt

h(z) = / 1g(z,y) dy = 0 fast iiberall,

ebenso

/ / 15(2,y) d(z,y) = | E] = 0.

Rn+m

3. E sei ein teliweise offenes Intervall in IR"™™: E :EJ UN mit N C 9E. Mit
M und P folgt, dass 1g die Eigenschaft § hat.

4. Sei E C IR™™ offen, und gelte | F| < co. Wir schreiben E als disjunkte Ver-

einigung teilweise offener Intervalle, £ = J , 1;, und setzen Ej := U;?:l I;.
Wegen E und Lemma @ hat die Funktion 15, = Z;‘le 1p, die Eigenschaft
5.

Da 1g, 1 1 folgt mit Lemma P.3, dass auch 1z die Eigenschaft § hat.
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5. Allgemeiner Fall: Wir konnen Gy \, E' annehmen (gegebenenfalls G1, Gy N
Go,G1NGa NGy, . .).

Dann gilt 1¢, | 1z, und aus Lemma P.3 folgt wieder, dass 1g die Eigen-
schaft § hat.

Lemma 2.5 Z C IR""™ habe Mafi 0. Dann hat 1 die Eigenschaft §. Fiir fast
alle v € IR™ ist also {y; (z,y) € Z} eine Nullmenge in IR™.

Beweis: Nach Satz [[.G gibt es zu E C IR"™™™ eine Gs—Menge H C IR"™™ mit
E C H und |E|. = |H]|..

Wiihle ein solches H fiir £ = Z mit |H|. = 0.

Dann ist H = [ Gg, |G1] < 00, Gy, offen.

Mit Lemma £-4 und der Eigenschaft, dass H eine Gs—Menge ist, folgt

/n< /m 1y(z,y)dy >d$://1H(x,y)d(x,y):0,

-~ Rn+m
:‘{y;(ﬂﬁ,y)eH}‘ZO f. 4.

Die Menge {y; (z,y) € Z} hat also IR™-Ma8B 0 fiir fast alle x.
Es folgt, dass 1z(x,y) in y fiir fast alle x messbar ist und [ 1z(z,y)dy = 0.
Dabher ist

/(/1Z(a;,y) dy) dz = 0.

Gleichzeitig ist auch

/ / (2, y) d(z,y) = |2] = 0.

Rn+m

Lemma 2.6 E C IR™"™ sei messbar mit endlichem Maf. Dann hat 1g die Ei-
genschaft §.

Beweis: E = H \ Z mit einer Gs—Menge H und einer Nullmenge Z, wobei
H =Gy und |G| < 0.

Es ist dann 1z = 15 — 14, und die Behauptung folgt mit den Lemmata £.4, 2.5
und P2 ]
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Satz 2.7 f : IR"™™ — IR sei messbar. Dann ist f(x,y) fir fast alle x als
Funktion von y messbar auf IR™. Insbesondere: ist E C IR"™™™ messbar, so ist
E, ={y;(z,y) € E} fir fast alle x messbar in IR™.

Beweis: a: Ist f = 1 fiir eine messbare Menge E' C IR"™, sind beide Aussagen
dquivalent.

Dazu schreiben wir £ = HU Z, H vom Typ F;, |Z|qmim) = 0. Dann ist E, =
H,UZ, mit H, vom Typ F, und | Z|,,) = 0 fiir fast alle 2, woraus die Messbarkeit
von F, folgt. Bliebt nur nachzutragen, warum H, eine F,—Menge ist:

Gelte H = |J;—, Fy mit abgeschlossenen Mengen Fy, dann ist

-l

abgeschl

B: Sei f: IR™™ — IR messbar. Setzen wir B¢ := {(z,y); f(x,y) > a}, so folgt
mit a:

(E"). = {y; (z,y) € E*} ist messbar fiir fast alle ;

die Nullmenge, fiir die dies nicht gelte, sei Z®. Dann ist auch Z = UGEQ Z% eine
Nullmenge, und fiir = ¢ Z ist {y; f(z,y) > a} messbar fiir alle a € Q. Da @ dicht
in IR liegt, folgt mit Satz [[.33, dass {y; f(z,y) > a} messbar ist fiir alle a € TR.

O

Satz 2.8 (Fubini fiir £ C IR"™™) Sei E C IR™*™ messbar, und sei f : E — IR
messbar; ferner sei E, := {y; (z,y) € E}. Dann gilt:

1. Fir fast alle x € IR™ ist f(x,y) als Funktion in y auf E, messbar.

2. Falls f € L(E), so isty — f(z,y) fir fast alle v auf E, integrierbar. Ferner

st x — sz f(z,y)dy fast dberall existent und integrierbar, und es ist

/fxy (z,) //fxydy)d:v

Beweis: 04_) Die Funktion
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ist messbar auf IR, Mit Satz R.7 folgt, dass y — f (x,y) fiir fast alle z messbar
ist. Ferner ist £, messbar fiir fast alle # € IR™. Daher ist f(z,y) als Funktion in

y aus fast allen Mengen E, messbar, was die erste Aussage des Satzes ist.

p) Gelte f € L(E). = f € L(R™™). Es folgt

[ 1evawn = [[fepien B [ ( [ fway)a.

IRn+m R”
Da FE, fiir fast alle  messbar ist, gilt
fle,y)dy = | flz,y)dy
R™ E.

fiir fast alle z. O

Beispiel 2.9

1. Injektive Lineare Abbildungen
I C IR? sei ein Intervall, T : IRY — IR? sei linear und injektiv. Dann ist
T'(I) messbar mit |7'(1)| = | det T'||I|.

Den Beweis fithren wir mit Hilfe einiger Aussagen aus der Linearen Algebra,
und zwar schreiben wir T' = By - - - B,., wobei By, ..., B, Elementarmatrizen
sind.

a) Sei T' = D;(a) die Diagonalmatrix mit dem Wert « an i-ter Stelle und

den restlichen Eintriagen identisch gleich 1. Ferner sei das Intervall I = [a, 0]

mit a = (ay,...,aq)" b= (b1,...,bq)".
Dann ist
TI = [(al,. ces A1, QG At 1y - - - ,ad)T, (bl, c. ,bi_l,@bi,bi+1, c. ,bd)T]

(bei @ < 0 werden die Eintridge aa; und ab; vertauscht).

Es folgt
TI| = |e|1].

ﬁ_) Sei T = By (a) = E + aEy; (i}negk). Dann gelten detT = 1 und
Tr =x+ axge;.

Zur Berechnung von |T'I| verwenden wir den Satz von FUBINI:
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R4

/
= /(/1I(x17-~7$i—17xi_Oka;xz’—i-lw”axd)dxi) da;
RI-1 IR

= / 1;(z)dz (Translationsinvarianz)
R4
= I,

2. Volumen der d-dimensionalen Kugel

Wir bezeichnen mit B(0) = {z € R%||z| < r} die d-dimensionale ab-
geschlossene Kugel mit Radius » > 0. Soweit d aus dem Kontext klar ist,
schreiben wir auch kurz B,.(0).

Betrachten wir die folgende Abbildung;:
T, : B1(0) — B.(0),x + rz.

Dann ist 7}, = r-idpa und folglich | det T}| = r¢, woraus wir mit den soeben
gezeigten Ergebnissen schlieffen, dass

|B.(0)| = Td|B1(0)| = ri7,.

Wir beschréinken unsere Betrachungen daher im Folgenden auf Kugeln mit
Radius 1.

d=1: B'0)=[-1,1]CR =7 = 2.

yd ™~ Hier ist B;(0) gegeben durch

\ zi+ a5 <1

tJ/ | a1 oder dquivalent

\\\ ‘ % |z < 4/1— 23
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Dann ist (B3(0)): = {y € R;y? 4+ ¢* < 1} und allgemein

(B{(0)): = {yeR" L2+ ... +y2, +12 <1}

[ BEL0) <1
0 it > 1

Es folgt

B{(0)
P / ( / 1dy) dt
R (B1(0)):
1
= |Bii/_11_—t2(0)|dt

Wir setzen

und erhalten

Fom—1 om
en=r [ o= e =211 57
m=1

m=1

und

2T
CiCq—1 = F

Hieraus gewinnen wir fiir 7; die folgende Rekursionsformel:

2m
(2.1)  T4=Ta1Ca = Ta—2Ca—1Ca = T2

was fiir d = 3 das bekannte Volumen der dreidimensionalen Einheitskugel
ergibt: %w.
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Aus der Rekursionsformel (B.1)) 1a8t sich auch herleiten, wie 7, fiir gerades
und ungerades d aussieht:

1 2k+1

" _
RS ET T T T 0k + 1

)77'.

Mittels der Gammafunktion konnen wir diese beiden Formeln auch zu einer

Formel zusammenfassen.

Dazu erinnern wir uns an die Eigenschaften der Gammafunktion:

Fz+1) = a2l'(z), >0

F'k+1) = kI, kelN,
1

rG) = v

Wir errechnen:

I'(k + g) = (k+ %)F(k + %) = ( 11 2’”; 1)r(%),

m=0

woraus folgt, dass

N

(2.2) Td =

N, 3
+

L(g+1)

3. Sein=m =1, und I := [0, 1] x [0,1]. Die Folge {Ix}, von Intervallen sei
wie folgt definiert:

Y,
1
I
I =0, fracl2] x [0, fracl2] 1
Iy o= [27FH1,3 . 27F] x [27F+1 3. 27H] ?
I
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I, werde in 4 gleich grofie Teilquadrate mit Kanten parallel zur xz- und
y-Achse geteilt, die wir wie folgt benennen:

1154) ]lgf%)
[]gl) []£2)

Wir definieren f(z,y) dann durch

20 23

i @y e ur?

= 72 | 7@

) ={ — L (ay) el® LT
0, sonst

Fiir festes z ist

/01 F(,y)dy =

und fiir festes y ist

/Olf(%y)dfr:
/ /fxydy / /fxydx 0,

/Ifxy\dxy /Ifxyldxy Y 1=oo=f¢L(I)

ka k

also

Aber:

Wir stellen also fest: Aus der Endlichkeit der iterierten Integrale folgt nicht
dass auch f integrierbar ist.

Satz 2.10 (Tonelli) I, C IR", I, C R™ seien Intervalle, und f: [ =1, X I, —
IR sei nicht-negativ und messbar. Dann ist f(x,vy) fiir fast alle x eine messbare
Funktion von y auf I,. Dariiber hinaus ist

T — f(l‘,y)dyeﬁ

I
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fast tiberall definiert, und es gilt
/ [z y)d(z,y) / /fxydy
I
Beweis: Scien fiir £k = 1,2,... die Funktionen f; definiert durch

o 0, |l(z,9)] >k
fk( ) : { min{k,f(33ay)}7 H(x,y) < k”

Jr |
—k k

]:Rn+m

Die Funktionen f;, haben nun die Eigenschaften
hd fk Z 07

.fkaa

o fir € L(I) (fx ist beschrinkt und auflerhalb einer beschrénkten Menge iden-
tisch gleich 0).

Nach Satz P.8 sind die Funktionen f; und f beziiglich y messbar fiir fast alle x.
Wir haben daher die folgende monotone Konvergenz:

i fk(fc,y)dyT/I f(z,y)dy
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Ferner haben wir die monotone Konvergenz:

/ [ fepaey 1 / [t dey)
//kaydy )de 1 / /fa:ydy

|

Bemerkung: f : I — IR sei messbar, und [[ f existiere (eigentlich oder unei-

gentlich). Dann gilt die Identitét

/ffvy (2, y) /h<[2f(w,y)dy)dx-

Wir haben drei Falle:
a: f € L(I). Die Aussage folgt unmittelbar aus dem Satz von FUBINI

B: [f, f=+oc. Dannist [[, f* = +oo und [[, f~ € R. Dann folgt

/f+xy e = ([ e

1

aus dem Satz von TONELLI und desgleichen fiir f~ aus dem Satz von FUBINI.

7 [J; [ = —o0. Analog.

Satz 2.11 E C IR? sei messbar, f : E — IR sei nicht-negativ.
Falls das Integral R(f, E) in R messbar ist, so ist f auf E messbar.

Dies ist die versprochene Umkehrung von Satz [.44

Beweis: Sei 0 <y < oo. Nach Satz £.7 ist die Menge
{r € E;(z,y) € R(f, E)}

messbar fiir fast alle y € [0, 00). Nun ist aber
{r e E;(v,y) € R(f, E)} = {x € E; f(x) > y},

daher ist auch diese Menge messbar fiir fast alle y.
Firy < 0ist {x € F; f(z,y) > y} = E (und damit messbar), woraus insgesamt
folgt, dass f messbar ist. O
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2.2 Faltung von Funktionen

Fiir messbare Funktionen f, g : IR — IR definieren wir:

(fx9)(x) = /W f(z —t)g(t)dt.

Fiir den Fall, dass dieses Integral existiert, sprechen wir von der Faltung von f
und g.
Die Faltung ist kommutativ, d.h. fxg =g * f:

fle=tgt)dt= [ [f(=t)g(—z+1)dt,
R4 R4
soweit die Integrale existieren.

Satz 2.12 Seien f,g € L(IRY). Dann existiert f x g(x) fir fast alle v € IRY,
f*g¢€ L(RY) und

[ arsatar< ([ n)( [ ).

Fiir den Beweis verwenden wir das

Lemma 2.13 f : RY — IR sei messbar. Dann ist F : IR x R? — IR mit
F(z,t) := f(x —t) messbar.

Beweis: Sei I} : IR¢ x R? — IR, Fy(z,t) := f(x). Dann ist
{(z,t); Fyi(x,t) > a} = {(z,1); f(x) > a,t € R} = {z; f(x) > a} x R?

messbar. Es folgt, dass F; auf IR? x IR? messbar ist.

Sei nun (&,7) € IR?%. Setze x := & — 1, t := £ +n und definiere T : R* — R
durch (&,7n) — (z,1).

Dann ist F := Fy o T messbar mit F5(&,n) = f(£ —n) 0

Beweis von Satz 2.12: «: f, g seien nicht-negativ.
Aus Lemma P.13 folgt:

(z,t) — f(z —t)g(t) > 0 und auf IR? x IR messbar.
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Somit haben wir fiir fast alle z:

/‘fx—t £)dtde oMM /(/f@—ﬂﬁ@&)@
R IR

R2d

J/

:fIRd f:':g )

roxeuu / /fm—t (t) dr) dt
R4

= / /f:E—t da: dt
= ([owa)( [ r@a),

B:|f x gl <|f| *]g|, und mit () folgt die Behauptung.

woraus die Behauptung folgt.

69



Kapitel 3

Die Transformationsformel fiir
L-Integrale im R

Aus dem eindimensionalen Fall fiir R-Integrale ist uns die Regel der Integration
durch Substitution bekannt:

@ (b)

b
/ fewwar= [ rwar

©(a
wobei ¢ eine stetig differenzierbare Funktion auf [a,b] ist, so dass ¢([a,b]) im
Definitionsbereich von f enthalten ist.
Ziel dieses Kapitels ist, eine solche Formel auch fiir d-dimensionale L-Integrale
herzuleiten.
Eine naheliegende Formulierung erhalten wir, wenn wir die Verkniipfung einer
messbaren Funktion f mit einer injektiven linearen Abbildung 7" betrachten (ver-
gleiche Beispiel R.9):
Ist f = 1; fiir ein Intervall I, so ist
|TI| = |detT||I| =

(3.1) f(Ty)dy = |detT| /f(x) dz.

TI 1
Wir kénnen eine allgemeine messbare Funktion f nun durch Treppenfunktionen

monoton approximieren und erhalten fiir eine lineare Abbildung 7" die Identitét
(B-1)) auch fiir beliebige messbare Funktionen f.

Wenn T allerdings nicht linear ist, muss (B.I]) etwas umformuliert werden, denn
zumindest fiir den eindimensionalen Fall und hinreichend stetiges f muss auch
die bekannte Substitutionsregel wieder gelten; irgendwo muss zumindest die Ab-
leitung von T einfliefen.

70
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Da sowohl lineare Abbildungen als auch der eindimensionale Fall sehr speziell
ist, liegt es nahe, beides miteinander zu kombinieren; zum einen ist die JACO-
BImatrix einer linearen Abbildung 7" : IRY — IR¢ wiederum 7', zum anderen ist

im eindimensionalen Fall die Determinante der JACOBImatrix von ¢ gerade ¢'.

Bevor wir den Transformationssatz formulieren und beweisen, geben wir noch ein

Beispiel fiir die Transformationsformel bei linearen Abbildungen:

Beispiel 3.1 Sei f = 1pq4). Dann ist die FOURIERtransformierte fvon f
gegeben durch

i :; —ige) q
€)= Gy /xnge v

Setzen wir p := |||, gibt es eine orthogonale Abbildung A, so dass A7!'¢ =

0,...,0,p).
Wir haben also
—~ 1 .
— —1<§,ACE>
o = gom [
l[=[I<1
= ; —pra Jp ... d
= (27T>d/2 e T1 Tq
fl=[I<1
FUBINI 1 ! ‘Bd_l (0)| o~ PTd o
G |y 1Py Dlay @ e
1
Td—1 =l _ipg
Durch die Substitution z4 := cost, dxy = — sint dt schreibt sich dies um zu
1 (d—2)/2 ™
Td—1 / (1 2y 21 —ipxyg _ m / s dy —ipcost
—z5) 2 e dzg = —————— | sin“te dt
(2m)a/2 J_y ¢ P(%)(ZW)d/Z 0
1
=: Wjdﬂ(p)

Die Funktion

1 (z/2)
Jp(x) = —=——1
mI'(p+3)
heifit BESSELfunktion zum Index p. Diese Funktion erfiillt die Differentialglei-

™
/ sin?Pt e oSt q¢
0

chung

1 2
y//+_y/+<1_p_2>y:0_
x x
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Satz 3.2 (Transformationssatz fiir L-Integrale) Es scien U,V C IR? offen,
O : U — V sei ein C'-Diffeomorphismus (d. h. bijektiv, und ®,®~* sind stetig
differenzierbar).

Dann ist eine Funktion f : V. — IR genau dann L-integrierbar, wenn (f o
®)| det D®| auf U L-integrierbar ist, und es gilt

(3.2) /f )| det D®(z \dx—/f

Ein Beispiel hierfiir ist die Umrechnung zwischen Kartesischen und Polarkoor-
dinaten (etwa in IR?):
Sei

. (0,27) x R, — IR?,
(r, ) = (rcosp,rsing)

Dann ist | det D®(r, ¢)| = r, und die Transformationsformel (B.2) lautet

//f rcos e, rsing) dpdr = / flz,y)d(z,y)

z24y2<r

Beweis von Satz B.2: «: Es reicht, in (B.9) die Ungleichung ,,>*“ zu zeigen,
denn:

U := &' : V — U hat Eigenschaften wie ®. Anwendung von (B.2) mit ,,>* auf
U ergibt

/f )| det DO(z)|de < /f ) [det DE((y)] | det DU ()] dy

—1, da Dol= idpa
_ / f(y) dy
)

Hierbei nimmt die linke Seite die Rolle der rechten Seite von (B.2) ein.
Es folgt, dass in (B.2) auch die Ungleichung ,<* gilt.

B: Analog zum Beweis des Satzes von FUBINI rediziert man alles auf den Fall,

dass f = 1) fiir ein Intervall I.

Wesentliches Hilfsmittel hierfiir ist
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Hilfssatz 3.3 (Lemma von Sard) E = W sei ein abgeschlossener Wiirfel,
und ® : W — IR? sei stetig differenzierbar.
Dann gilt

|c1>(W)|g/Wydeth>(x)|dx (< max|det DO(x)| - [W])

Beweis des Hilfssatzes: Zunéchst stellen wir fest, dass ® auf W LiPSCHITZ—
stetig ist, also insbesondere messbar.

Wir nehmen nun an, dass es ein ¢ > 0 gibt mit [®(W)| > [, | det D®(x)| dx +
e|W1.

W habe die Kantenldnge a. Durch Halbierung der Kanten zerlegen wir W in
die abgeschlossenen Wiirfel W7, ... Ways der Kantenldnge a/2. Unter diesen ist
mindestens einer (wir bezeichnen ihn mit W*) mit der Eigenschaft

()| > / | det DO(z)| dz + | IW).
Wl

Per Induktion ergibt sich eine Folge W', W2 W3, ... von ineinandergeschachtel-
ten Wiirfeln. ¢ sei der gemeinsame Punkt aller W*. Ohne Einschrinkung kénnen
wir £ = 0 annehmen; ansonsten wenden wir zusétzlich eine Translation an.

Es gilt dann

[eWF) 1 koo
(3.3) W > W Jo |det DO(z)|dax + ¢ — |det A| +¢
mit A := D®(0).

Aus der stetigen Differenzierbarkeit von ® kénnen wir ferner schlieflen:
(3.4)  ®(x) = 2(0) + Az + R(x) mit R(x) < |lz[[6(][z]]),

wobei §(r) — 0 fir r — 0+.
Sei b := av/d = diam(W). Es folgt 27%b = diam(WF).
Fiir z € W gilt somit fiir die Abschiitzung des Restglieds in (B.4):

|R(x)| < 27Fb6(27%b) =: g =: 27% 0y,

mit &, — 0 fiir & — oc.

Wir setzen V := A(W), V¥ := A(W*) und vereinbaren folgende Bezeichnung:
Ist M C IR? nichtleer, so nennen wir B.(M) := {x € IR% dist(x, M) < &} die
»&—Umgebung von M*.

Mit dieser Bezeichnung kénnen wir also (B.4) uminterpretieren als

d(W* ) c @(0) + B., (VF).
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[ Nebenrechnung: Fiir e-Umgebungen von Mengen gilt:

B.(M +c¢)=B.(M)+c¢ AB:(M) = B):(AM)
fir ¢ € IR%, X € IR. Beide Aussagen sind offensichtlich. |
Zu V¥ existiert nun ein ¢* € IR? mit V¥ = & +27*V.

[ Dies macht man sich wie folgt klar:

Ja; € IRY, so dass a1 + W den Nullpunkt als Mittelpunkt hat.

3b; € RY mit W' =27 (ay + W) + by.

V=AW =27TAW) + 271 A(ay) + A(by), und so weiter ]

Vv
=:c1

Insgesamt ist also B., (V¥) = c& +27%B;, (V)
Nach Satz ist |V| = |det A| |[W], also insbesondere |AM| = X¢|M] fiir A > 0
und messbares M.

Wir folgern:

(2 _ 27%1Bs, (V)| _ [Bs, (V)] —
W < 2—dk|€v| = |’}/| | det A| —= |det A|,
——

—1(k—o0)
im Widerspruch zu (B.3) o

Die Aussage des Lemmas von SARD erweitern wir auf Intervalle I, indem wir
diese mit Wiifeln iiberdecken.

7: Aus Punkt 8 folgt, dass die Transformationsformel fiir f = 1) gilt, wobei
I C U ein Intervall ist. Wir haben dann

/V1q>(1)(y) dy = |®(1)] < /I|detD<P(x)|d:E§/Ulf(w)|detD<I>(x)|dx.

|

Beispiel 3.4 Polarkoordinaten in IR?
Wir schreiben x = rcos ¢, y = rsin ¢ mit r = /22 + y?. Dann gilt

2m oo

(3.5) flz,y)dedy = f(rcosp,rsinp)rdrde.
Jremeas]]
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Es folgt: die Funktion f(z,y) = e*"*¥* ist messbar auf IR,
Ferner folgt mit dem Satz von FUBINI:

2
(/ o’ dx) = /er dz / eV dy
R R R
= /6_12_92 dx dy

R2
2w oo
2
= //eTrdrdgo
0 0
2 _T2OO
= ——e =T,
2 0

womit wir einen weiteren Beweis fiir die Gleichung
.2
/ eV dr =1
R
haben.

Wir kénnen ebenfalls folgern:
Sei f = e V2o fiir o € RY. Setzen wir 22 := (z, ), gilt:

y 1 12 _i(x
fla) = g [ ey
FuBINI 1 1.2 .
JBI 2y1 1x1y1d . 2Yie~iTdYd .
i AR Kt
=: h(l’l)

Wir brauchen daher nur den Fall d = 1 zu betrachten.

Wir stellen zunéchst fest, dass der Integrand in h(z;) durch e~2% majorisiert
wird, also durch eine integrierbare Funktion. Wir kénnen also, wenn wir h ab-
leiten, nach dem Konvergenzsatz von LEBESGUE Differentiation und Integration
vertauschen.

Es folgt:

W(x1) = ye 2 —3ul oI gy

\/ﬂ

v

—3yt e i1 dyy

Part. Int.

\/ﬁ
= —zt:lh(xl).
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Also: h erfiillt die Differentialgleichung
h'(x1) = —z1h(zy).

Es folgt: h(zy) =C - e~2%% und aus der Randbedingung

1
h(O) == E /IRG_%y% dyl =1

folgt C' = 1, also h(z;) = e 2%,
Was wir damit gezeigt haben, ist

f=17
Wir haben also eine nichttriviale Funktion gefunden, die unter der FOURIERtransformation

invariant ist.

Beispiel 3.5 Polarkoordinaten in IR?
z
A

Y
<

Sei r? = 22 + 3% + 22. Wir definieren
®: Ry x [0,7] x [0,27] — IR?
durch

O(r,0,p) := (rsinpcosh, rsinpsinb, rcos p).
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Dann ist |det D®| = r?sinf. Nach dem Transformationssatz ist f : R® — IR

genau dann integrierbar, wenn

(r,0,) = f(®(r,0,)) - r*sind
auf IRy x [0, 7] x [0, 27] integrierbar ist, und es ist

2 ™ oo

/f r,y,z)d(z,y, 2 ///f r,0,¢))r?sin @ dr df de.

Als Folgerung erhalten wir fiir f =1 B3,(0)°

2r w R
4
|B3(0)] = ///T2 sinfdrdfde = §7TR3.
0 0 0
Beispiel 3.6 Polarkoordinaten in IR¢
Wir setzen
1 = rcospsinf;sinf,---sinf, o
To = rsinesinf;sinf,---sinfy o
T3 = rcosfysinfy---sinfy_o
Ty = rcosfy---sinfy_o
Tg_1 = rcosfy_3sinf;_o
Tq = 7 cosfi_s

und definieren ®; vermoge

xr = (131,... ,QJd) I(I)d<7”790,01,... 700!72)-

Hierbei nehmen wir stillschweigend an, dass d > 3 ist (die Félle d = 2 und d = 3
haben wir ja vorhin betrachtet).

®4 ist ein Diffeomorphismus von @ := (0,00) x (0,27) x (2,7)4% auf R?\ Ny,
wobei Ny = {x;x1 > 0,29 = 0} eine Nullmenge ist.

Es gelten @4(Q) = IR¢ und

(3.6) |det D®y| = 7' sin 6, sin? by - - -sin® 2 hy_

Wir beweisen (B.€) per Induktion nach d.
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Fiir d = 3 haben wir dies schon in Beispiel B.5 ausgerechnet. Bleibt noch der
Schritt ,,d — 1 — d“ zu zeigen.

Dazu halten wir x, fest und setzen
xr = (I)z<p, @, 91, Ce ,ed_g, .Qfd) = ((I)d_1<p, @, 91, Ce ,ed_g), .Qfd)
Wir wenden nun die folgende Transformation an:

rsinfygo—p, 0<040<m
rcosfy_q — x,
Y=

Dann ist nach Induktionsvoraussetzung ®; = ®, o W. Ferner gilt nach Induktions-
voraussetzung | det D®,| = p?2sin @, - - -sin®"3 0,_3. Zusitzlich ist |det DU| = 7,
also ist insgesamt

|det D®4| = r*2sind, - - -sin?"2 0,_5.

Als Anwendung hiervon errechnen wir das Integral einer radialen Funktion:

f R — TR sei radial, d.h. f(x) = fo(||=]|). Dann gilt:

(3.7) f(z)dz = wd/ fo(r)rd_l dr
R4 0
mit
Wy = 27r/ e / sin @ sin? 0y - - -sin?20,_5d6; dby - - - dfy_o
0 0

Den Wert wy konnen wir auf elegante Weise errechnen, indem wir die radiale
Funktion f = 1pq(, integrieren. Mit (B.7) erhalten wir:

Wq

1
BHO) = wa [ oy =
0 d

Die linke Seite haben wir bereits in Beispiel 2.9 ausgerechnet, und zwar ist nach

(:2)

[Nl

|BY(O)] = 74 =

a1 Ty

N, )

Wir kénnen w, auch auf andere Weise berechnen, und zwar folgendermaflen:
Sei f(x) = e I”I”. Dann ist
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d/2 FUBINI

T f(z)dz
]Rd
Transf. Wy / ri=le= dr
0
r2:s,2£dr:ds ﬁ 5%678 ds
2 Jo
Wy d
— ZipZ
2 (2>7
also
o
Wy — .
'(5)

79



Kapitel 4

LP-Raume

Dem Raum L(E) der iiber der messbaren Menge E integrierbaren Funktionen
sind wir bereits im ersten Kapitel begegnet. Von seiner eigentlichen Bedeutung,
namlich dass das Integral eine Norm auf L(FE) definiert, haben wir dabei aber
keinen Gebrauch gemacht.

Der Gedanke, der der Konvergenz in den LP-Rdumen zugrundeliegt, ist schon
mehrere Jahrzehnte vor dem LEBESGUE-Integral zutagegetreten, und zwar bei
der Untersuchung des Konvergenzverhaltens von FOURIERreihen. Es hatte sich
herausgestellt, dass es selbst stetige 1-periodische Funktionen f gibt, so dass die

symmetrischen Partialsummen

N

1
fN — Z Cke27rilm:7 Cr :/ f(x)e—Qwikz dx
k=—N 0
nicht iiberall punktweise gegen f konvergieren. Es zeigte sich aber, dass fy ,,im
quadratischen Mittel“ gegen f konvergiert, d. h.

/O Unle) — f@)Pdz 0.

Etwa zur gleichen Zeit trat bei der Berechnung und Abschétzung von Messfehlern
die nach GAUSS benannte ,,Methode der kleinsten Quadrate in Erscheinung,
die ebenfalls darauf beruht, eine Abweichung im quadratischen Mittel moglichst
gering zu halten.

Nachdem etwa ab 1906 mit dem LEBESGUE-Integral und mit FRECHETs Begriff
des topologischen Vektorraums das notwendige Handwerkszeug zur Verfiigung
stand, riickte die Approximation im quadratischen Mittel — mitsamt ihren Ver-
allgemeinerungen — wieder ins Blickfeld der Forschung.

80
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Die grundlegenden Ergebnisse sind das Thema dieses Kapitels. Eine ausfiihrliche
Behandlung der LP-R&ume bleibt jedoch einer Vorlesung iiber Funktionalanalysis
vorbehalten.

4.1 [P—Raume

E c IR? sei messbar, und sei 0 < p < co. Wir setzen
1/
LP:=LP(E) = {f : F — C; messbar und (/ \f|p> "< —1—00}
E

—_———
= llp.2=:l111lp

Wir verweisen auf folgende Ergebnisse aus den Vorlesungen Analysis I und Ana-
lysis II:
Seien p,q € IR mit
1 1
Sy =1,
p q
und seien a,b > 0. Dann gilt

a? bl
ab < — + —.
p q

Wie dort leitet man hieraus die HOLDERsche Ungleichung her:

Satz 4.1 Seien p,q € (1,00) mit * —l— = = 1. Dann gilt

L= (fur) /|g|

Es folgt wie bei endlichen Summen die MINKOWSKIsche Ungleichung

1+ gllp < [£llp + llgllp-

Dank der MINKOWSKIschen Ungleichung erfiillt ||- ||, praktisch alle Eigenschaften
einer Norm, bis auf die, dass aus ||f||, = 0 auch f = 0 folgt. Wir miissen uns
daher mit folgendem Konstrukt behelfen:

Sei die Relation ~ definiert durch f ~ g <= f = g fast iiberall auf £. Wie
man leicht verifiziert, ist ~ eine Aquivalenzrelation. Statt einer Funktion f selbst
betrachten wir fortan nur noch ihre Aquivalenzklasse [f] beziiglich ~. Es hat
sich die etwas unsaubere Schreibweise eingebiirgert, wiederum f statt [f] und
LP(FE) statt LP(E)/ ~ zu schreiben. Auch wir werden ausgiebig Gebrauch davon
machen.
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Satz 4.2 (Riesz—Fischer) LP(E) ist mit der durch die Norm || - ||, induzierten
Metrik vollstindig (Bezeichnung: ,LP(E) ist ein BANACHraum “).

Beweis: {f;} sei eine CAUCHY-Folge in LP(FE), und sei € > 0. Dann besagt die
TSCHEBYSCHEWsche Ungleichung, dass

e—p/E|fk _fPde > [{x € B [fule) — fila)] > €}.

Bezeichnung: Wir sagen, die Funktionenfolge {fi} konvergiert im Maf gegen
f (in Zeichen: f, = f) auf E, wenn fiir alle ¢ > 0 gilt:

lim |{z € B:|f(z) ~ fu(x)] > e}| =0.

Konvergiert {f;} im Maf gegen f, so gibt es eine Teilfolge k; mit fr, — f fast
tiberall auf F fiir £ — oo (siehe Aufgabe 77).

Die Hauptlast des Beweises verbirgt sich in

Hilfssatz 4.3 FEs gilt

fo == f <= Ve > 0 lim [{z € E;|fu(z) — filz)] >} = 0.
Beweis des Hilfssatzes: ,—“ Es ist

{Ife=fil > € [{lfe = £1> S0 A= £1> 23,

denn sonst gélte fiir ein x, das in der Menge auf der linken Seite, aber nicht
in der Menge auf der rechten Seite liegt, sowohl |fi(x) — f(z)| < /2 als auch
|fi(x) — f(x)] < €/2, also nach der Dreiecksungleichung |fi(x) — fi(z)] < ¢, ein
Widerspruch.

,<="“Wihle N;,j = 1,2,... mit N; | oo, sodass fiir k, [ > N, gilt: | {|fr — fi| >277}| <

::Ej

2-J
Es folgt: |fn,,, — fn,| <277 auBerhalb der Menge E; mit |E;| <277,
Sei H; :=J;2; E;. Dann gilt:

‘fNjJrl(x) - fNJ(x)’ < 2_j

fir j > iund x ¢ H;. Es folgt: > j( fn, — fn,;) konvergiert gleichmiBig auBerhalb
H;.
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Nun ist

|H,| < Zz—j — gitl

J=i

woraus folgt, dass { fx_;} fast tiberall gleichméfig auf E konvergiert.
Setzen wir f :=lim fy,, folgt, dass fx, = f
Daher ist

lim |{z € E; | fu, (z) — f(z)| > g}‘ —0

Jj—o0
und folglich

{fe = f1> 2} € [{fi— ) > SHOLIAw, = £ > 2},

&

Aus dem Hilfssatz folgt also die Existenz einer Teilfolge fi; von f; und eines f
mit fi, — f fast iiberall auf £.

Sei nun € > (0. Dann gibt es ein K > 0, so dass
(4.1) (/ | fry — fk|p>p =i, — fellp <e
E

fir k,7 > K. Die linke Seite von ([L.1)) konvergiert aber gegen ||f — fxl|, fiir
Jj — o0, also ist fiir £ > K

1f = fellp <=

Es bleibt also noch zu zeigen, dass f € LP(E):

1 llp < IS = Jilly+ [l fill, = | € LP(E).
—_—— =

<oo <oo

Ein besonderer Fall ist p = 2. Setzen wir ndmlich fiir f, g € L*(F)

(frg) = [E /3.

folgt mit der CAUCHY—-SCHWARZschen Ungleichung (dem Spezialfall der HOLDERschen
Ungleichung fiir p = 2)

(£:9) < I Fll=llgll2-
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Da (-,-) auch posiv definit und sesquilinear ist (der Beweis sei dem Leser zur
Ubung iiberlassen), wird hierdurch auf L?(E) ein inneres Produkt definiert. Die
L?-Norm wird gerade durch dieses innere Produkt erzeugt ([ ff= J1f17).

Man nennt solche vollstdndigen normierten Rdume, deren Norm durch ein Ska-
larprodukt induziert wird, ,, HILBERTr&ume*®.

Bezeichnung: Falls (f,g) = 0, so sagen wir, ,,f und ¢ sind orthogonal“. Fiir
eine beliebige Indexmenge A wird das System {®, }aca orthogonal genannt, falls
die ®, paarweise orthogonal sind. Gilt zusétzlich || ®,||2 = 1, nennt man die-
ses System orthonormal. (Wir werden den Begriff ,,Orthonormalsystem* haufiger
durch ,,ONS* abkiirzen.)

Lemma 4.4 L?*(E) ist separabel, d. h. es gibt eine abzihlbare dichte Teilmenge
in L*(F).

Das Lemma beweisen wir nicht; es sei auf eine Vorlesung iiber Funktionalanalysis

verwiesen.
Satz 4.5 Jedes Orthonormalsystem {®,} in L*(E) ist abzihlbar.
Beweis: Sei a # (.
106 — @13 = (Do — Pg, P — Bp) = (P, Pa) — 2 (P, Bg) +{Ds, Pp) =2,
=0
also || @, — Psll2 = V2.
Nun gibt es in L?(E) eine abzihlbare dichte Teilmenge M. Zu jedem ®, gibt es
also ein z, € M, so dass fiir 0 < ¢ < /1/2 gilt: ||®, — z,]]2 < €. Dann liegt

¢, € B.(x,); gleichzeitig sind die Kugeln B.(x,) paarweise disjunkt. Da es nur
abzdhlbar viele solcher Kugeln gibt, muf§ auch das ONS {®,} abzihlbar sein. O

Beispiel 4.6

1. Sei E = [0,27]. Dann ist {®, = 5-¢"*;n € IN} ein Orthonormalsy-
stem. Diese Funktionen werden Charaktere genannt und bei der FOURI-

ER-Analyse verwandst.

2. Sei £ = [—1,1]. Dann bilden die LEGENDRE-Polynome

1 d°

= onpl dzn

P,(x) (z* = 1)"),n € N

ein Orthonormalsystem.
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3. Sei ¥ = IR. Dann bilden die HERMITE-Funktionen

22

= l)er d—e’”Q,n € IN
V/2rnly/mda

ein Orthonormalsystem.

Vn ()

4.2 Fourier—Reihen

Wir schreiben nun kurz: L? statt L?(E).
Sei f € L2, {®,} sei ein Orthonormalsystem in L2 Wir setzen:

~

e = F(n) = (£,®,) = / 1%,

Wir nennen
n

die (formale) FOURIER—Reihe von f (beziiglich {®,}).

€2

>
>

€1

In IR? mit der EUKLIDischen Metrik sind — streng genommen — die Koeffi-
zienten (z,e;) und (z,es) in der Darstellung = = (x,e1)e; + (x, ea)es ebenfalls
FourIiERkoeffizienten, werden aber selten als solche bezeichnet.

Da wir es bei einer FOURIERreihe selten mit endlich vielen Summanden zu tun
haben, geraten wir an das Problem, wie wir eine FOURIERreihe hinreichend gut
durch eine endliche Summe approximieren kénnen.

Dazu setzen wir
N
Ty = {L = Z%Cbn;% € (D}.
n=1

Offenbar ist Ty ein N-dimensionaler C—Vektorraum (in Anlehnung an den Fall

E =0, 27] nennt man Ty auch den ,Raum der trigonometrischen Polynome vom
Grad N“).
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Wir suchen nun zu vorgegebenem f € L? ein L € Ty, so dass ||f — L||> minimal
wird.
Sei f~ > ¢,®,. Dann gilt

N N
1= = =L =)= [ (=3 0,) (- L 58)
N

N
= 1P =D e +me) + > bl

n=1 n=1
Nun ist

‘Cn - 7n|2 = (Cn - 7n>(a - %) = |Cn|2 + YnCn + YnCn + |7n‘2

)

woraus folgt, dass

N N
1F = ZI3 = 1115 =D len =7l = D leal™
n=1 n=1

Gilt v, =cp,n=1,... N, ist

N
min |[f = Lllz = [/l = Y leal.
YYN —1

Yiseon

Wir fiihren die folgende Bezeichnung fiir L ein:

N
L=3Sy(f)=)_ cx®y.
n=1
Aus der Ungleichung

N
0<If = Sv(OIE=IF13 =D leal?
n=1

gewinnen wir die BESSELsche Ungleichung
(42) Y lel <115
n=1

Gleichheit gilt genau dann, wenn Sy(f) — f in L? fir N — oo. Dann trigt
Gleichung (£.2) den Namen PARSEVAL-Identitét.

Wir werden weiter unten sehen, welche Bedingungen gelten miissen, damit die
PARSEVAL-Identitdt erfiillt ist.
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Satz 4.7 {®,} sei ein ONS in L?, und sei {c,} € (%, d.-h. Y07 |en]* < o0.
Dann gibt es eine Funktion f € L* mit f ~ Y o0 c®,, d. h. {c,} sind die
FOURIER-Koeffizienten von f.

Beweis: Sei ty = ZN P, und sei M < N. Dann gilt

n=1
N N (en)er?
c
v —tull3 =1 D a®ulli= D lal* ™= 0,
n=M+1 n=M+1

die Folge {tx} ist also eine CAUCHY-Folge in L%

Da L? vollstindig ist, konvergiert diese Folge gegen eine Grenzfunktion f € L2.
Bleibt noch zu zeigen, dass die ¢, gerade die FOURIERkoeffizienten von f sind.
Sei K < N:

/}5@:/E<f—m>@+/EtN¢K
—_— Y—

I =tn Il ]l =CK

Bemerkung:

1. Fiir obiges f gilt die PARSEVALsche Gleichung

[e%9)
1113 = leal
n=1

2. f € L?ist im allgemeinen aber nicht eindeutig durch die FOURIERkoeffizienten
bestimmt, des sei denn, das ONS {®,,} ist vollstindig, d. h. gilt (f, ®,) =0
fiir alle n, so folgt f = 0.

Haben beziiglich eines vollstdndigen ONS f und ¢ die gleichen FOURI-
ERkoeffizienten, folgt f = ¢:

<qu)n>:<qu)n>vn:><f_g>q)n>:0vn:>f_g:0:>f:g

Satz 4.8 Ein ONS in L? ist genau dann vollstindig, wenn fiir jedes f € L? die
PARSEVAL-Identitdt erfillt ist.
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Beweis: ,,=—“: Sei f € L% Dann ist nach der BESSELschen Ungleichung
D) < FI5 < oo,
n=1
Daher ist die Folge {f(n)} € (2. Nach Satz [1.7 gibt es eine Funktion g € L2 mit
g(n) = f(n) fiir n = 1,2,.... Mit der Vollstandigkeit von {®,} folgt
0= (f,P,) —(9,Pn) =(f —g,P,) firallen = f —g=0.

,<=": Gelte die PARSEVAL-Identitét fiir alle f € L?. Dann folgt aus (f, ®,) =0
fiir alle n:

ST UAB =12 = Ifle=0= f =0.

n=1 -0



Kapitel 5

Der Differentiationssatz von

Lebesgue

Der Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung triagt — was die
Analysis auf IR angeht — seinen Namen nicht zu unrecht, denn er schafft zwischen
den beiden Disziplinen die Verbindung und liefert ein unverzichtbares Hilfsmittel,
Integrale konkret auszurechnen.

Seine Formulierung in mehreren Verénderlichen ist jedoch mit grundsétzlichen
Problemen verbunden, unter anderem, weil nicht von vornherein klar ist, was
bei einer mahrvariabligen Funktion unter der Stammfunktion zu verstehen ist.
Formulierungen fiir mehrere Veranderliche gibt es dennoch; dazu rufen wir uns
in Erinnerung, dass man unter dem Fundamentalsatz eigentlich zwei Aussagen
versteht: eine quantitative, ndmlich die Berechnung des bestimmten Integrals,
indem die Stammfunktion iiber den Rand des Integrationsbereiches ausgewertet
wird, und eine qualitative, ndmlich, dass das unbestimmte Integral differenzierbar
und seine Ableitung gerade wieder der Integrand ist.

Wihrend das bestimmte Integral in den Sétzen von GAUSS und STOKES behan-
delt wird (was nicht Gegenstand dieser Vorlesung ist), findet die Differenzierbar-
keit des unbestimmten Integrals sein Analogon im LEBESGUEschen Differentiati-

onssatz.

Die Differenzierbarkeit des Integrals mutet anfangs etwas widersinnig an, denn
mit der Funktion f ist auch das unbestimmte Integral [ f eine Funktion in d
Verénderlichen, ihre Ableitung im klassischen Sinne also vektorwertig und nicht
skalar. Um den Begriff der ,,Ableitung des Integrals® richtig zu verstehen, greifen
wir daher zuriick auf den Beweis des Fundamentalsatzes.

89
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Die Differenzierbarkeit des Integrals im Punkt x bedeutet, dass

lim + / () dt_hml ;f(t)dt:f(:c)

h—0 h

Wihrend man in (5.0) den Faktor 1/h auch problemlos als 1/|[z,z + h]| =
1/|[x —h, x]| interpretieren kann, muss noch ein geeigneter Ersatz fiir den Integra-
tionsbereich [z, 4+ h| gefunden werden. Man kann dies zwar auf d Dimensionen
ibertragen, das wére das Intervall [z1, 1 + hq] X -+ X [x4, 24 + hg], handelt sich
aber Schwierigkeiten ein, weil man streng genommen nicht mehr einen Grenzwert
h — 0 sondern simultan d Grenzwerte h; — 0,... , hy — 0 betrachten muss.

Man greift daher zu der folgenden etwas schwacheren Formulierung von (p.1)), die
darauf verzichtet, dass linke und rechte Ableitung von [ f in z iibereinstimmen:

Ausgehend von dieser Gleichung ldsst sich der Integrationsbereich [x — h,x + h]
als Kugel oder Wiirfel mit Zentrum x und Durchmesser bzw. Kantenldnge 2h
auffassen — was nur noch von einem Parameter abhéngt.

In der Literatur finden sich beide Interpretationen; die Beweise sind im wesent-
lichen gleich. fiir Wiirfel @), mit Zentrum x formuliert, wire (5.2) in mehreren
Verénderlichen:

1
53 Jm g | s0a= 1)
(Hier bedeutet ,,Q, \, x*, dass sich die Wiirfel @), auf den Punkt x zusammen-
ziehen.)
Wiéhrend bei stetigem Integranden f der Beweis im Prinzip wortlich vom ein-
dimensionalen Fall iibernommen werden kann, gestaltet sich dies bei unstetigen
Funktionen deutlich schwieriger.
Ziel dieses Kapitels ist der Beweis, dass fiir diese Gleichung die Integrierbarkeit
von f hinreichend ist.
Wir konzentrieren uns dabei auf die Formulierung fiir Wiirfel ¢),. Beweise fiir

Kugeln finden sich etwa in [Tones] oder [Stein].
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5.1 Das unbestimmte Integral als Mengenfunk-
tion

In mehreren Verdnderlichen macht die Definition des unbestimmten Integrals

einer integrierbaren Funktion f als

F@Q:i/wf@yk

durchaus noch Sinn, wenn iiber Rechtecke integriert wird. Wir kénnen dann set-

zen (z.B. fiir zwei Verénderliche)

F(f):if(f)d?::772f(t1,t2)d(t1,t2).

Da der Satz von FUBINI uns gestattet, sukzessive nach ¢; und ¢, zu integrieren,
ist eine Interpretation als F'(z1,x2) durchaus noch sinnvoll.

Will man aber den Zwang, {iber ein Rechteck integrieren zu miissen, fallen lassen,
kann man diese Definition nicht mehr verwenden. Man greift daher zu einem
anderen Begriff:

A C TR und E C A seien messbar, und sei f € L(A). Wir setzen dann

F(B) = fE F(#)dt.

Wir konnen sofort iiber F' sagen, dass dies eine reellwertige Funktion ist, die
auf der c—Algebra der messbaren Teilmengen von A definiert ist. Diese deutliche
Erweiterung des Definitionsbereiches von F' (gegeniiber der Teilmenge aller In-
tervalle in A) erkaufen wir uns damit, dass wir F' nicht mehr als Funktion in d
Verénderlichen auffassen kénnen.

Allgemein nennen wir eine reellwertige Funktion F', die auf einer o—Algebra X
von messbaren Mengen definiert ist, Mengenfunktion, wenn folgende Bedingungen
erfiillt sind:

1. F(E) < oo firalle Ee€X
2. F ist abzéhlbar additiv, d.h. ist £ = |J, £, mit paarweise disjunkten

E, e, gilt F(E) =Y, F(E,).

Definition 5.1 1. diam(E) := sup{|z — y|;z,y € E}.
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2. F heifit stetig, falls F(E) — 0 fir diam(F) — 0.

3. F heifst absolut stetig (mit Respekt zum LEBESGUE-Maf), falls f(FE) — 0
fir |E| — 0.

Ein Beispiel fiir eine nicht-stetige Mengenfunktion sei

F(B) = 1,falls 0 € £
o 0, sonst '

Bemerkung: Aus absoluter Stetigkeit folgt Stetigkeit: |E| < diam(E)?; wenn
also F(E) — 0 fiir |E| — 0, dann insbesondere auch, falls diam(E) — 0.

Die Umkehrung gilt nicht, wie folgendes Beispiel verdeutlichen soll:

Sei A:=[-1,1* C R?* D :=[-1,1], ¥ sei die o-Algebra der zweidimensiona-
len messbaren Teilmengen von A, fiir die A N D beziiglich des 1-dimensionalen
LEBESGUE-Mafles messbar ist. Definiere

F(E) := /1 15(t,0)dt = |D N E|; < diam(E).

1

Dann ist F stetig, aber nicht absolut stetig; wihle etwa die Mengen E. = [—1, 1] X
[—¢/2,2/2]: | E.| — 0 fiir e — 0, aber F(E.) = 2.

Satz 5.2 Sei A C IR? messbar, f € L(A). Dann ist das unbestimmte Integral
von f, F(E) = [, f(t)dt, absolut stetig.

Beweis: OBdA sei f > 0, ansonsten schreiben wir f = f* — f~ und betrachten
fT und f~ separat.
Zu k > 0 zerlegen wir f in f = g + h mit

o(a) = { F(). f(x) <k

k, sonst

Sei € > 0 vorgegeben. Dann existiert ein k, so dass

OS/Ah(x)de

Da 0 < g <k, ist [, 9 < k|E|, und fiir hinreichend kleines |E| ist k|E| < /2.
Insgesamt ist also fiir hinreichend kleines |E)|:

OS/Ef(x)d:vg/Eg(:v)dqu/Eh(x)dx<5.

DN ™
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Bemerkung: Der Satz besitzt auch eine Umkehrung: Falls F'(E) eine Mengen-
funktion ist, die absolut stetig beziiglich des L-Mafles ist, existiert eine integrier-

bare Funktion f, so dass

_ /Ef(x) dz

Auf einen Beweis verzichten wir; dies ist in der Regel Gegenstand einer Vorlesung
iiber Maf- und Wahrscheinlichkeitstheorie. Die Umkehrung von Satz ist dort
bekannt unter dem Namen ,, Satz von RADON-NIKODYM®, die Funktion f wird
dabei Dichtefunktion genannt.

5.2 Der Differentiationssatz

Sei im folgenden f € L(IRY), F sei (als Mengenfunktion) das unbestimmte Inte-
gral von f. Q, seien Wiirfel in IR¢ mit z als Zentrum.
Wir gehen nun der Frage nach, ob (zumindest fast iiberall)

FQ.) .
Q) rcm/f B dt = f(@)

Wir nennen das unbestimmte Integral von f differenzierbar in x mit Ableitung

f(z), falls

. F(Qy)
EARToN

= f(@).

Satz 5.3 (Differentiationssatz von Lebesgue) Sei f € L(IRY). Dann ist das
unbestimmte Integral von f differenzierbar mit Ableitung f(x) fir fast alle x €
IR?, also

1
lim

Qe | Q] o, f)dt = f(x) fast iberall.

Beweisidee: Sei f stetig. Dann gilt — analog zum Beweis des Fundamentalsatzes
in einer Verdnderlichen —

F()dt — f(z) !

o / (F(t) — fla))

Sy

< sup |f(t) — f(x)] — 0, da f stetig.

teQz

’Qx‘ Qx
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Unsere Strategie besteht darin, f durch stetige Funktionen ¢, mit kompaktem
Tréager zu approximieren und die Mittelung der Differenz f — ¢ abzuschétzen.

Dazu verwenden wir den folgenden Operator:

k — 1
PO =3P o,

[F(£)] dt.

Die ,,GroBe” von f* wird mit [ |f|dt abgeschétzt. Hierzu benutzt man ein geo-
metrisches Argument.

Lemma 5.4 Sei f € L*(IRY). Dann existiert eine Folge stetiger Funktionen {cy}
mit kompaktem Trdger, so dass

(5.4) / (1) — ex(t)] dE — 0 fiir k — oo,

oder in der Sprechweise der Funktionalanalysis:
Der Raum C°(IRY) der stetigen Funktionen mit kompaktem Triger liegt dicht in
LY(IRY).

Beweis: a. Eine endliche Linearkombination von Funktionen mit Eigenschaft
(b-4) hat offensichtlich wieder Eigenschaft (5.4).

b. Falls eine Folge {fi} (p.4) erfiillt und [, |f — fi|dt — 0, so hat auch f die
Eigenschaft (5.4).

Beweis:

a : f ist integrierbar, denn

/f&</fQﬁ&f/ﬁw<m.

B: Zu e > 0 exisitert ein ko, so dass fiir & > ko gilt [ |f — fi|dt < /2, und es
existiert eine stetige Funktion ¢ mit kompaktem Tréger, so dass [ |fy—c|dt < /2.
Insgesamt folgt

Jir=d= [ir=si+ [r-d<

und hieraus die Behauptung in b.

c. f € L(IRY) ist (beziiglich der L'-Norm) approximierbar durch einfache Funk-

tionen, also kénnen wir wegen b f als einfach annehmen.
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Ist f=>7_,arlg,, reicht es nach a, die Aussage des Lemmas fiir die Funktion
1 mit |E| < oo zu zeigen.
Ist € > 0, so existiert eine offene Menge G D F mit |G\ E| < e.

:>/|1g—1E}dt:\G\E|<5.

Mit b reicht es daher, f als 15 anzunehmen.
Wir schreiben nun G' = |J,, I, wobei I, nicht-iiberlappende Intervalle sind.
Wir kénnen 14 wiederum mit der Funktionenfolge

fN = 1U£[:1 T

approximieren, und es ist

o0

/‘1G_fN‘dt: > I =30,

k=N+1

Nach b reicht es also, die Eigenschaft (f.4) fiir fx nachzuweisen.

Sei fy =), 1. Nach a reicht es, fy als 1;, anzunehmen.

Betrachten wir nun 1; fiir ein Intervall I. I* 2 I sei ein Intervall mit [I1*\ ] < e.
Dann wéhlen wir als stetige Funktion mit kompaktem Trager:

dist (¢, (1*)°)
dist(t, (1*)C) + dist(¢, I)

c(t) ==
Da t — dist(¢, I) stetig ist, ist ¢(t) ebenfalls stetig. Dariiber hinaus ist der Nenner

iiberall von Null verschieden. Es gilt:

t e I = dist(t, (I*)%) > 0, ¢(t) =
e (I*)° = dist(t,1) > 0, ¢(t) =0
teI*\ I = dist(t,]) > 0, dist(¢, (I*)) >0, 0 < ¢(t) < 1

Also gilt

/|1I—c|dt§ I\ <,
woraus die Behauptung folgt. O
Lemma 5.5 (Uberdeckungssatz von Vitali, einfache Version) Sei E C IR?

mit |E|. < oo, und sei K eine Familie von Wiirfeln, die E tberdecken. Dann exi-

stieren eine positive Konstante 3 = (3(d), die nur von der Dimension d abhdngt,



KAPITEL 5. DER DIFFERENTIATIONSSATZ VON LEBESGUE 96

und eine endliche Anzahl von paarweise nicht-tiberlappenden Wiirfeln Q1, ... ,Qn €
K, so dass

N
mE‘e < Z ‘Q]|
j=1

Beweis: Der Beweis gestaltet sich recht einfach, wenn E messbar ist:

Dann gibt es ndmlich fiir € > 0 eine abgeschlossene Teilmenge F' C E mit |E \
F|. < e.D.h. wir konnen oBdA. FE als abgeschlossen und beschrankt annehmen.
Da E damit kompakt ist, folgt die Aussage aus dem Satz von HEINE-BOREL.

Betrachten wir nun den Fall, dass E nicht notwendigerweise messbar ist.

Sei Q € K, und sei t die Kantenlinge von (). Wir setzen K; := K und t; :=
sup{t; Q@ = Q(t) € Ki}.

Falls ; = oo, existiert eine Folge von Wiirfeln @ € K mit |Q| — oo. Man kann
@ dann so wihlen, dass fiir vorgegebenes [ gilt: |Q| > G| F|..

Falls #; < oo: Hier besteht die wesentliche Idee darin, einen relativ grofien Wiirfel
auszuwihlen. Wir wihlen Q(¢;), so dass t; > #;/2. Ferner teilen wir K; auf in
K, = Ky UK, wobei Ky aus den Wiirfeln besteht, die diejunkt mit Q;(¢;) sind:

Ky ={Q e Ki;Q1(t)NQ #0}, Ky:={Q € K;Q:(t1) NQ = 0}.
Q1(t1)* sei der um den Faktor 5 gedehnte Wiirfel:

]
o

Dann ist |Q}] = 59|Q4.

Jedes @ € K} ist in Q] enthalten. Dazu argumentiert man wie folgt: Wir schreiben
Q1 =z + [—t1/2,t1/2]%. Der Einfachheit halber kénnen wir z = 0 annehmen.
Jeder Wiirfel @ aus K, der mit (); einen nichtleeren Schnitt hat, hat nach Vor-
aussetzung Kantenlinge < £,. Damit gilt: die Projektion von @Q auf die i-te Ko-
ordinate liegt im Intervall [—t;/2 —#;,1/2 +#;]. Nach der Wahl von ¢, ist dieses
Intervall enthalten in [—%tl, gtl], was gerade die Projektion des Wiirfels ()7 auf
die i-te Koordinate ist.

Nach diesen Vorbereitungen stellen wir uns die gesuchte Menge von Wiirfeln nach
dem folgenden Prinzip zusammen:
Wir starten mit j = 2.
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t; == sup{t; Q(t) € K;}.
Wahle Wiirfel Qj = Q](t]) S Kj mit tj > 7?]/2 und zerlege Kj = K§+1 U Kj+1,
wobei wie oben

Kig={Q € K;Q;(t))NQ # 0}, K :={Q € K;;Q;(t;) NQ = 0}.

Dann ist jedes K7,, > Q C Q7.
Falls K11 = (), endet der Auswahlprozess. Wir haben eine Folge >ty > ... >

tj+1 und paarweise disjunkte Wiirfel Qq,... ,Q;11. Es gilt
ECK=KUKy,=FKyUK;UKy=Ky,U...UK]},,,

und damit

J
EclJar.
=1
Ferner ist |E|, < 54377, |Q;].
In diesem Fall gilt #;,, = 0.

Falls £; # 0 — oder #quivalent K; # () — fiir alle j, argumentieren wir wie folgt:
a) Es ist 2321 nfty|@Q;| = oco. Dann gibt es ein N, so dass Zjvzl |Q,| > BIE|.
(siche oben).

B) i; # 0 fiir alle j, aber Y- |Q,| < co. Dann ist {t4}; = {|Q,[}; eine Nullfolge,
d.h. {t;}; selbst ist eine Nullfolge.

Behauptung: Jedes K > Q C J Q.

Annahme: Es gibt ein Q = Q(t) € K mit QNQ; = 0 fir alle j. Es folgt: Q € K;
fiir alle j. Somit ist ¢t < #; < 2t fiir jedes j, also ¢t = 0 und somit Q = Q(t) = 0.
Fassen wir zusammen: Z?:1 |Q;| ist monoton wachsend in n und beschrénkt,
d.h. es gibt ein N, so dass

00 N
> il <1l
j=1

j=N+1

also

o) 00 N
Ele <> 1Q51 =35> 1Q;1 <257 Q.
j=1 j=1 Jj=1
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Wenden wir uns nun f* zu:

() = sup
PO =3P o,

ist auch bekannt unter dem Namen HARDY—LITTLEWOODsche Maximalfunktion.

[F(B)]dt

Wir koénnen sofort einige Eigenschaften erkennen:
1. 0 < f* < o0,

2. (f+9) <f+g, frgel',
3. (cf)* <|e|f*, c € R.

4. Falls f*(x¢) > a > 0 fiir ein zy € IR, folgt aus der absoluten Stetigkeit des

unbestimmten Integrals, dass f*(x) > « in einer Umgebung um x.

Letztere Aussage besagt nichts anderes, als dass f* von unten halbstetig ist, d. h.

liminf f*(z) > f*(x¢) fiir alle xo.

T—T0

Aus der Halbstetigkeit folgt die Messbarkeit von f*.

Bleibt noch die Frage, wie ,,gro3“ f* ist.

Sei dazu E eine beschrinkte messbare Menge. Wir wollen

ENn
15(x) = sup{’ ’Q‘Ql ;¢ Zentrum von ()}
Q

abschétzen.
Q" sei der kleinste Wiirfel mit £ C @ (oder zumindest soll E bis auf eine
Nullmenge in * enthalten sein). Dann ist offenbar

@ nE_ B
Q] Q]
Falls ||z|| sehr grof} ist (und damit aulerhalb E' liegt), konnen wir abschétzen:
| £
c <1y(z) < )
el = [l

Dafiir bemerken wir zuerst, dass fiir jeden Wiirfel @) 2 Q" mit Zentrum z gilt:
|Q N E| = |E|, aber |Q| > |Q*|, woraus sofort die Abschétzung von 1% (z) nach
unten folgt.

Fiir die andere Abschéitzung bemerken wir, dass

QN E| |E]. z
e < Sup{m,!Qﬂ | > 0},



KAPITEL 5. DER DIFFERENTIATIONSSATZ VON LEBESGUE 99

1EL
Qx|
Wiirfel mit Zentrum z ist, so dass ), N E eine Nullmenge ist.

also konnen wir 1% (x) nach oben abschétzen durch wobei (), der grofite

Die Volumina der Wiirfel @, und Q® verhalten sich asymptotisch wie ¢; |||/ und

Call]|.

Lemma 5.6 (Hardy-Littlewood) Sei f € L(IRY). Dann existiert ein ¢ > 0,
das nur von der Dimension d abhdngt, so dass fir alle o > 0

[{z € R f(2) > a}| < = £l

Hier sei aber zu beachten, dass f* normalerweise nicht in L(IR?) liegt. Genauer:
f*e LRY = f=0fi!

Beweis: «) f habe kompakten Triger: {z; f(z) # 0} sei kompakt.
Wir kénnen dann mit den obigen Betrachtungen schliefien, dass fiir grofie ||z||
gilt: f*(z) < ¢1||z]|74.

Sei nun E := {x; f*(x) > a}. Dann gilt
c
B < {aerllel ™ > a}| + ez = {as |27 < EIH +y <00

Sei x € E. Dann existiert ein Wiirfel ), mit

1 1
(5.5) fl>a = 1@<y [ Ifl
Wir iiberdecken nun F durch Wiirfel:
Ec|]Q.
el

Aus dem Uberdeckungssatz von Vitali (Lemma p.5) folgt: Es gibt ein 3(d) und
Zi,...,oNn € F/, so dass Qg,, ... , @y, disjunkt sind und

N
Bl <87 1Qu,l-
j=1

Wenden wir an dieser Stelle (5.5) an, erhalten wir

11 1 1
\E\<B;a/%|f!=ﬁ—&4y_ﬂ A< [

Ty

Hieraus folgt die Behauptung mit ¢ := 371
B) Sei f € L(IRY). O.B.d. A. sei f > 0 (ansonsten betrachten wir |f]).
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Wiéhle eine Folge { f,} mit kompaktem Tréger und f, T f. Dann existiert ein c,

unabhéngig von f und «, mit

C

whw>a<s [ n<t]

«

die erste Ungleichung nach Fall «), die zweite nach dem Satz iiber monotone
Konvergenz.
Es gilt nun f} T f* und also

By =Az; fo(x) > o} T E=A{z; f* > o},
folglich |E,| T |E|. O

Beweis von Satz p.3: Wir wollen zeigen:

1
|Qx| Qz

a) f seiin x stetig. Dies haben wir eingangs in der Beweisskizze schon untersucht.

£t dt B f(a).

() Es existiert eine Folge stetiger Funktionen {¢,} mit kompaktem Tréger, so

d_aSS
/ f — en] dt "= 0.
]Rd

Wir setzen

ﬂ@:éﬁ JM@:L%.

Dann konnen wir abschéatzen:

lim sup % — f(x)‘
Q\z
< tmowligr ~ar |+ e g et et 10
=0 (c;rstetig)

Fiir den ersten Term haben wir weiter folgende Abschétzung:

‘F(Q)
Q|

LR [ oo [ ey
Pl Ly el ssw g [ir-al=0 e
Fassen wir dies zusammen, folgt

(5.6)  limsup ‘%

— f@)| £ (f = ) (@) + £ (@) = eala)].
AN\
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Sei nun € > 0, und sei F. die Menge aller Punkte x, fiir die die linke Seite von

(b.G) grofer als e ist.
Es gilt:

E. CH{; (f —c)(w) > e/2Y U{; | f () — en(x)] > €/2}.

Die erste dieser Teilmengen schétzen wir mit dem Lemma von HARDY-LITTLEWOOD
(Lemma B.7) ab, die andere mit der TSCHEBYSCHEWschen Ungleichung:

st —e@>al < <[ 17-al
1
[aslf@) =l > o} < o[ 1r—e

Setzen wir in diese Ungleichungen jeweils o« = £/2 ein, folgt

2c 2 n—00
B2 Z [ -l [ If-al =m0
R R
o o

Ist E die Menge aller z, fiir die die linke Seite in (5.6) positiv ist, gilt fiir eine
Folge €5 ™\, 0:

E=|JE, = |E|=0.
k

Damit haben wir gezeigt:

lim F(Q)

——= = f(x) fast iiberall.
8 er ~

Anmerkung 5.7

Wir haben bei der Formulierung des Differentiationssatzes gefordert, dass f €
L(IR?) sein muss, aber — abgesehen vom Lemma von HARDY-LITTLEWOOD —
wurde nur Gebrauch davon gemacht, dass f lokal integrierbar ist, d. h. dass fiir
jedes Kompaktum K C IR¢

/K\f]dt<oo

gelten muss. Ein Standardbeispiel einer lokal integrierbaren, aber nicht global

sin x

integrierbaren Funktion auf IR ist etwa f(x) = 2=,



Anhang A

Aufgaben

Aufgabe 1 Man zeige, dass das dufere Maf (auf IR?) translationsinvariant ist,
d. h. fiir alle E C R* und alle h € R? gilt |E+h|. = |E|. mit E+h = {z+h;z €

Losung: Sei £E C RY h € RY. E), = {x+ h;z € E}.

Sei {I,}, eine Uberdeckung von E. Wir setzen I" := {z + h;z € I,}. Es folgt,
dass Ej, C |JI". Es bleibt also zu zeigen, dass |I"| = |I,,].

Sei dazu z € I,, x = (x1,...,24), x; € |a;,b;]. Es folgt, dass z + h = (21 +
hi,...,xq+hq), zi+h; € [a;+hy, b+ k), also |1 = (by +hy — (ay+hy)) -+ - (bg+
ha — (ag + hg)) = |1,| und damit > |1,| = > [I"].

Ist {I,} eine Uberdeckung von E, dann ist {I"} eine Uberdeckung von Ej,.

Es ist |Eple < |E|e, aber mit E = (E,)_y, gilt auch |E|. < |Eyle O

Aufgabe 2 A C IR* sei eine Nullmenge, und B C IR™ sei eine beliebige Menge.
Man zeige, dass A x B C IRF*™ eine Nullmenge ist.

Losung: «) B sei beschrinkt; d.h. es gibt ein Intervall J C IR™ mit B C J.
Werde A iiberdeckt von U,, .- Nach Voraussetzung kann man ) |[,| < ¢
wéhlen.

U,, In % J ist eine Uberdeckung von A x B. Es folgt

DoLx JI=Y (Ll 1IN =11 Ll < e

da ¢ beliebig klein sein kann und |J| < oo ist, ist A x B eine Nullmenge.
ﬁ_) B sei nicht beschriankt. Dann wéhle ein Gitter in IR mit Intervallen J;. Dies

sind abzdhlbar viele Intervalle, und B N J; ist beschriankt fir alle . Mit «) folgt
die Behauptung. O

102
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Aufgabe 3 f: R¥! — IR sei stetig, und N = {(z, f(z)); 2 € R¥ '} C R? sei
der Graph von f. Man zeige, dass N eine Nullmenge ist.

Losung: Es reicht, dies fiir beschrinkte Mengen in IRY~! zu zeigen, ansonsten
iiberdecke man IR?~! mit abziihlbar vielen beschrinkten Mengen.
Sei w C IR kompakt. Dann ist f auf w gleichméBig stetig, d. h.

vs > 036 > 0V|lz —y| <0 :

Z'wz z 7f$z ’—82’(&)4—5‘&)‘

6

Aufgabe 4 Sei f: IR — IR und
C(f) = {z e[ inux stetig},
D(f) = {af €eR;finx unstetig}.
Man zeige: C(f) ist eine Gs-Menge, D(f) ist eine F,-Menge.

Losung: Seien die Mengen F,, definiert durch

Fui={r € Riw(f,o) > -}

Behauptung: F,, ist abgeschlossen fiir alle n.
Beweis: Sei {z;} C F, eine Folge in F,, mit z;, — o (kK — 00). Nehmen wir an,
xo liege nicht in F),, also w(f, xy) < % Dann gibt es eine Folge I; von Intervallen
mit xy € [; fiir alle j und lim;_ . w(f, 1;) = w(f, zo).
Es existiert nun ein ein Iy mit xg 6;0 und w(f, Iy) < %
w(f

Fiir hinreichend grofles k gilt z; € Iy und damit ,xg) < %, im Widerspruch

zur Annahme, dass alle z,, € F,.

Die Menge D(f) schreibt sich nun als Vereinigung
UE..
ist also eine F,-Menge. Umgekehrt ist C'(F') als ihr Komplement gegeben durch
— ﬂ FS

ist also eine Gs-Menge. O
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Aufgabe 5 @) ist keine Gs—Menge in IR.
(Hinweis: Falls R = |, F, mit abgeschlossenen Mengen Fy., so enthdlt eines der
F}. ein offenes Intervall.)

Losung: Falls @ eine Gs—Menge wire, wire IR\ ® vom Typ F,. Schreiben wir
Q = {ay; k € N} und R\ Q = |J;—, F}, mit abgeschlossenen Mengen Fj, gilt mit
Fy = F]U{ax}: R = {J,—, F) mit abgeschlossenen Mengen Fy,. Zu zeigen bleibt:
es existiert ein kg mit ]%ko# 0.

Wir zeigen die folgende allgemeinere Behauptung: Ist X ewn vollstindiger metri-
scher Raum, und gilt X = |J,o, F}, mit abgeschlossenen Mengen Fy, dann folgt:
dko mit ;7 ko7 0. (Diese Aussage ist auch bekannt als der BAIREsche Kategorien-
satz.)

Beweis der Behauptung: Nehmen wir an, keines der F}, enthalte innere Punkte.
Dann folgt

VkVz € FyVe > 0Jy € B.(x) : y € F};

hierbei bezeichne B.(x) die offene e~Kugel um z.

Wir fithren diese Annahme zum Widerspruch, indem wir eine CAUCHY—Folge
konstruieren, die nicht konvergiert, entgegen der Voraussetzung, dass X vollstandig
ist.

Sei x1 € F, und sei €1 = ¢ > 0. Dann ist
B€1 (Il) N Flc 7é @

Sei ky das kleinste k mit F,N B, (z1)NEFL # () (ein solches existiert, da | F = X).
Wihle ein 3 € Fj, und setze &5 = min {dist(z2, F}), dist(za, (B, (z1))) }. Es
folgt, dass g9 < £1/2.

Ferner gelten die Eigenschaften

ng(l’g) C B81 (1’1),
B.,(z;) C FY
B€2 (Z‘Q) Nk, = 0 firk< ko.

Nach Annahme gilt auch B, (x9)NF, ,52 # (). k3 sei das kleinste k mit F,NB.,(x2)N
F,EQ # 0. Analog zu vorhin wihlt man 3 := min {dist(z3, F}, ), dist(z3, 0(B:,(22))) }
und fahrt induktiv fort.

Man erhilt eine absteigende Kette von Kugeln B., (x,) mit der Eigenschaft, dass

B., (x,) N F,, = 0 (und damit B, (z,) N F, = 0).
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Die Folge {z,}, ist eine CAUCHY-Folge, denn ab N liegen alle Folgenglieder
innerhalb einer Kugel mit Radius ey < ¢e-27V.

Wegen der Vollstéandigkeit von X konvergiert diese Folge gegen einen Grenzwert,
sagen wir x. Da X = J, Fj, gilt « € F}, fiir ein ky. Andererseits liegt = in einer
e;-Kugel um z; fiir jedes j, und die hat fiir j > £y einen leeren Schnitt mit Fj,,
was ein Widerspruch dazu ist, dass x € Fy,. O

Aufgabe 6 Man zeige, dass es keine Funktion f : IR — IR g¢ibt, die in den
rationalen Punkten stetig und in den irrationalen Punkten unstetig ist.

(Hinweis: Aufgaben [ und [j)

Losung: Mit den Aufgaben f] und ) ist dies eigentlich trivial:

Nach Aufgabe [ ist die Menge C(f) der Punkte, wo f stetig ist, eine Gs—Menge,
die Menge D(f) der Punkte, in denen f unstetig ist, eine F,—Menge. Nach Auf-
gabe f ist Q) keine Gs—Menge in IR und IR \ @ keine F,~Menge. |

Aufgabe 7 Sei {E,}>°, eine Folge von Mengen in R mit > " |Epnle < oo.
Man zeige, dass

‘(} LJ<E; = 0 und
E>1n>k O

unel - o
k>1n>k O

Losung: Aus >~ |E,|. < oo folgt, dass fiir jedes € > 0 ein N, existiert mit
> non. | Enle; insbesondere ist | E),|. < € fiir hinreichend groe n.

NUE = (BIUEBUEU...)N(EB,UEsUEU...)N ...

C U E, fiir jedes N

n>N
- ‘ ﬂ U E, < U En‘ < Z |E,|e < e fiir hinreichend grofies N..
E>1n>k O n>N. ¢ >N

UNE. = EBinE:nEn...)U(EanEsn...)U...

k>1n>k
C FEy fir jedes N
— |UNE| < 1Byl —0.
k>1n>k
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Aufgabe 8 Gilt fiir offene Mengen G C IR, dass
G| =G

Losung: Nein. Sei z. B. G wie folgt definiert: Wir numerieren (0,1) N @Q durch
(41,42, - - ), legen um jeden Punkt ¢, ein Intervall I/ mit Lénge % 27" und setzen
I, =1/, N (0,1) Wir setzen

o
n=1

Dann ist offenbar

] — 1
Gl<=) 27"="=

aber G = [0,1], und |G| = 1. ]

Aufgabe 9 Z C IR sei eine Nullmenge. Man zeige:
{22 € Z}| = 0.

Loésung: Es reicht, den Fall zu betrachten, dass Z beschréankt ist, denn ansonsten
schreibe man Z = |4, Z,, mit beschrankten Mengen Z,.
Dann ist

(%0 € 2} = |Wiatiw € Z} < Y Ha%io € Za)l,

Sei Z beschrinkt. Dann gibt es ein M € IR, so dass |z* — y?| < M|z — y| fiir
x,y € Z. Es folgt: x — 2? ist auf Z eine LiPscHITZ-Abbildung, und mit Satz
.29 folgt, dass die Nullmenge Z auf eine Nullmenge abgebildet wird. O

Aufgabe 10 Es seia < b und f : [a,b] — IR, sei RIEMANN-integrierbar. Man
zeige, dass

M={(z,y);a<z<b0<y< f(z)} CIR?
messbar ist und
b
M= [ f@)ds

qgilt.
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Losung: Sei Z, eine Folge von (etwa dyadischen) Zerlegungen von [a, b], und sei
gn die Folge von Treppenfunktionen, die zu den DARBOUXschen Untersummen
von f zur Zerlegung Z,, gehoren. Das Integral der Untersumme g,, bezeichnen wir
mit E,,.

Es ist

/gn Z;g[fnf If”lm/abf(w)dfv

e

E,

Ist f in x stetig, dann gilt g,(x) T f(z).
Da f R-integrierbar ist, besteht duiese Konvergenz fast {iberall; nennen wir die

Menge der Unstetigkeitspunkte von f einmal Z.
Es gilt also £, T M \ Z, demnach

[ rwar— [(a =151

Aufgabe 11 E\, E, C IR seien messbar. Man zeige, dass Ey x Ey in IR? messbar

1st und
|Ey X | = |Ey| - |Es.

(Konvention fiir die rechte Seite: 0- 00 = o00-0=0.)

Hinweis: Man benutze ein passendes Kriterium fiir Messbarkeit.

Losung: Messbarkeit:

Wir schreiben F; und FEs, jeweils als disjunkte Vereinigung von F,-Menge und
Nullmenge: £y = Hy W 7, By = Hy W Zy (H; vom Typ F,, Z; Nullmengen,
i=1,2).
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Dann ist

Eix By, = (HiUZ)x (HyUZ)
= (Hl X Hg) U [(Zl X Hg) U (Hl X Zg) U (Zl X Zg)l

(-

Nullmengen

Es bleibt fiir die Messbarkeit noch zu zeigen, dass H; X Hy vom Typ F), ist.
Sei dazu Hy = U, Fy}, Hy = U, F}. Dann ist Hy x Hy = {J,,,(Fy x Fy), wobei
die Mengen F}! x F? abgeschlossen sind.

Fiir die Berechnung des Mafles reicht es, E; und FEy als beschréinkt anzunehmen;
ansonsten schreiben wir Ey = ), ET", E2 = |H,,cp £5 mit BT = Ey N [m —
m+1), E} = E> N [n,n+ 1). Dann ist

‘UE{” <\ JEp| = ’ ey x Bp)

Seien nun F; = H; \ Z; mit Gs—Mengen H; und Nullmengen Z; (i = 1,2). Es gilt

=> |E" x Ey|.

m,n

|Ey x Ea| = |(Hi x Ha) \ (Z1  Zo)| = |Hy x Ho| = |Hi|- |Ha| = |E1| - | Esl.

Sei Hy = (2, GL. Wir setzen G} := Gy, G} .= GINGL, Gl = GINGLN Gl
., analog fiir Hy. Wir haben dann G}, \, Hj, analog G7 \, Hs, d.h.

Gl x G2\, H, x Hy = ‘é,lg X @i‘ \. |Hi x Hs| (Stetigkeitssatz).

Es reicht also, F; und E5 als offen anzunehmen.
Schreiben wir die offenen Mengen aber jeweils als abzéhlbare disjunkte Vereini-
gung von Intervallen, folgt die Behauptung unmittelbar. O

Aufgabe 12 Sei G C IR offen. Man zeige, dass G abzdihlbare Vereinigung paar-

weise disjunkter offener Intervalle 1st.

Losung: Sei z € G. Dann existieren y > x und z < z, so dass (z,y) C G und
(z,2) C G.

Wir setzen
a:=inf{z € G;(z,2) C G}, b:=suply € G;(z,y) C G}
und bezeichnen I, := (a,b). Offenbar sind a,b ¢ G.

Die Intervalle I, x € G stimmen paarweise {iberein oder sind disjunkt. Die Menge
{I;; x € G} dieser Intervalle ist allerdings abzdhlbar, da jedes offene Intervall in
IR rationale Zahlen enthélt (es gibt also hochstens abzihlbar viele).

DaG=

sec: Iz 1st, ist die Behauptung bewiesen. ]
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Aufgabe 13 Gibt es abgeschlossene tiberabzihlbare Teilmengen in IR bzw. [0, 1],

die nur aus irrationalen Zahlen bestehen?

Losung: Ja.

Z :=0,1] N @ ist abzahlbar, also eine Nullmenge. Wir iiberdecken diese Menge
Z mit abzdhlbar vielen offenen Intervallen I, sagen wir Z C |J, I, =: G so dass
die Léingensumme Y, |I,| < 15 ist. G ist offen, und |G| < 4.

Es folgt: [0,1] \ G € [0,1] \ Q und [[0,1] \ G| > % # 0. Also kann [0, 1] \ G nicht
abzahlbar sein. O

Aufgabe 14 Man zeige, dass es paarweise disjunkte Mengen Ey, Es, ... gibt mit

( UE| <Y IEl.
n=1 n=1

Hinweis: Wihle E C [0, 1] nicht messbar, E, == E +r,r € Q.

Losung: E C [0, 1] sei nicht messbar. Insbesondere ist dann |E|, > 0. {r,} =
0, 1] N @®. Die Mengen E +r,, sind paarweise disjunkt, (J -, (E+r,) C [0,2], also

<2

e

(@(Ewn)

Andererseits ist |E + r,|. = |E]e, also

i |E + 7pe = 00.
n=1

Aufgabe 15 f : IR? — IR sei messbar, und T : IRY — IR? sei linear und

invertierbar. Man zeige, dass f o T auf IR messbar ist.

Losung: Sei o € IR. Wir betrachten die Mengen E, = {z; f(T(z)) > a}. Da
T injektiv (und als lineare Abbildung eines endlichen Vektorraums in sich damit
auch bijektiv) ist, kénnen wir mit der Substitution z = T~ !y die Mengen E,
auch schreiben als

Eo ={T7'y; f(y) > o} =T ({y; f(y) > a}).

Weil T—! als lineare Abbildung insbesondere LIPSCHITZ stetig ist, und weil f
messbar ist, folgt die Behauptung. O
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Aufgabe 16 E,,... ,E, C IR? seien paarweise disjunkt, und a,... ,a, € IR

seien paarweise verschieden und ungleich 0. f : IR? — IR sei definiert durch

f(x) = ZaklEk(x).
k=1
Man zeige: f ist genau dann messbar, wenn Fy, ... , E, messbar sind.

Losung: = trivial.

H="

@ wie in der Aufgabenstellung definiert. Ohne Einschriankung kénnen wir
annehmen, dass a1 < as < ... < ay.

Dann folgern wir:

E,={f>a, 1} = E, ist messbar.

E,q1={ano < f<ana1}={f>an2}\{f > a, 1} Da f messbar ist, ist
auch E,_; messbar, u.s.w. O

Aufgabe 17 f : IR? — IR si stetig mit kompaktem Triger. Man zeige, dass
f € L(IR?).
Ist I = [a,b] X [c,d] C IR? ein Intervall mit supp(f) C I, so gilt

/If—/ab</cdf(x1,x2)dx2) dxy.

Die Integrale auf der rechten Seite (Eristenz?!) sind RIEMANNsche.

Lésung: Sei ZF := {zy = a,x1,... ,7, = b} eine Zerlegung von [a,b], Z§ =
{yo = ¢, Y1, ... ,yp = d} eine Zerlegung von [c,d]. ZF x Z§ =: Z} ist dann eine
Zerlegung von I. Wir schreiben

I'={JL xJ,, vp=1..k
Da f stetig ist und I kompakt, ist f auf I gleichméaBig stetig, d. h. zu € > 0 gibt

es ein k = k(e), so dass fiir v, u < k gilt:

sup  f(z,y)— inf  f(z,y) <e
(-’E,y)GIVXJ# (xvy)eleJ;L

Weiter folgt aus der Stetigkeit von f und der Kompaktheit von I, dass f sein

absolutes Minimum an einem Punkt (Z,¢) € I annimmt:

El(-fw gp) : inf f(:z:,y) = f(fw y~,u)

(z,y)el, xJ,
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Wir setzen

E,, = {(z,y,2); (z,y) € I, x J,,0 < 2 < (2, 9,) }

Sei By :=,,, Evu- Dann gilt

IEkIT/If: R(/.1)].

Ferner ist
k

Bl = 3 f@n gL

v,u=1
k k
N N ) S (LA AP
v=1 p=1

Schatzen wir die innere Summe in A1 ab:

d
’if(fu,ﬁu)w - [ Hanw

’ k
p=1

< g(d—c).

(£ ) - U—1u| [ H@nan) il
Ju

Wir setzen nun das Integral in [A7]] ein:

d

\Z [ s mai - / ( / f(.y)dy) de|

d d

_ \g(/f(fu,wdyuul—/IU(/fW)dy)dx)’

&
J/

-

=:(%)

und schétzen ab:

[(%)] = ‘/(/df(fy,y)dy) dx—/(/df(x,y)dy) dx‘ <|L|(d—c)e.

I

Mit der Dreiecksungleichung folgt hieraus die Behauptung. O
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