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38. Seien Gn ⊂ [a, b] , n ∈ N, endliche Gitterpunktmengen, αn(y) , y ∈ Gn , n ∈ N, positive
Gewichte, so dass∑

y∈Gn

αn(y) ≤ β , n ∈ N .

Die Operatoren Kn : C[a, b]→ C[a, b] , n ∈ N, seien durch

(Knu)(x) =
∑
y∈Gn

αn(y)k(x, y)u(y) , x ∈ [a, b] , u ∈ C[a, b] , n ∈ N ,

erklärt, wobei k(., .) einen stetigen Kern darstellt.

Zeigen Sie: Ist (un) eine beschränkte Folge in C[a, b], dann ist (Knun) eine kompakte Folge.

Hinweis: Benutzen Sie den Satz von Arzela-Ascoli.

39. Sei f : R2 −→ R gegeben durch f(x, y) :=
(
|x|y2

)1/2
. Zeigen Sie:

(a) f ist in (0, 0) differenzierbar.

(b) f ist in (0, 1) und (1, 0) nicht differenzierbar.

(c) Geben Sie eine Folge ((xn, yn))n∈N an mit

xn · yn > 0 , n ∈ N , lim
n
xn = lim

n
yn = 0 , lim

n

∂f

∂x
(xn, yn) 6= ∂f

∂x
(0, 0) .

Hinweis: Die hier betrachtete Funktion liefert ein Beispiel für eine Funktion, die an der
Stelle (0, 0) differenzierbar ist (vgl. (a)), deren partielle Ableitung nach x an dieser Stelle
aber nicht stetig ist (vgl. (c)). Es liegt auch keine globale Differenzierbarkeit vor (vgl. (b)).

40. (Bonusaufgabe) Sei X ein Banachraum, A ⊂ X abgeschlossen. Sei T : A −→ A expan-
dierend, d. h. es gibt q > 1 mit

‖T (x)− T (y)‖ ≥ q‖x− y‖ , x, y ∈ A .

Sei B := T (A) abgeschlossen. Zeigen Sie die Äquivalenz der folgenden Bedingungen:

(a) T hat einen Fixpunkt, d. h. es gibt x ∈ A mit T (x) = x.

(b)
⋂
n∈N

Tn(A) 6= ∅ (T 1 := T , Tn+1 := T ◦ Tn) .

(c) Es gibt eine Folge (xn)n∈N in A mit lim
n
‖xn − T (xn)‖ = 0 .

Hinweise: Für die Folgerung (c) =⇒ (a) sollten Sie zunächst zeigen, dass (xn) eine Cauchy-
Folge ist. Dann können Sie noch benutzen, dass ein Fixpunkt von T−1 offenbar auch ein
Fixpunkt von T ist. Wegen der Eigenschaft

”
expandierend“ ist T offenbar injektiv und

damit T : A −→ T (A) bijektiv.


