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7. Es sei (X, ‖ · ‖) ein Banachraum und Z ein linearer Teilraum von X. Zeigen Sie: (Z, ‖ · ‖)
ist ein Banachraum genau dann, wenn Z abgeschlossen ist.

8. Es sei H ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (., .) und (xn)n∈N, (yn)n∈N zwei Folgen in der
Einheitskugel K1(0) = {z ∈ H | ‖z‖ < 1}. Zeigen Sie:

lim
n→∞

(xn, yn) = 1 =⇒ lim
n→∞

‖xn − yn‖ = 0.

9. Es sei H ein Hilbertraum über C mit Skalarprodukt (., .) und T : H → H eine lineare
Abbildung mit der Eigenschaft (x, Ty) = (Tx, y), ∀x, y ∈ H. Zeigen Sie:

a) Für jedes Element x ∈ H ist die Abbildung (x, .) : H → C gleichmäßig stetig.

b) Die Abbildung T ist stetig.

Hinweis zu b: Satz vom abgeschlossenen Graphen.

10. (Bonusaufgabe) Sei [a, b] ein beschränktes abgeschlossenes Intervall der reellen Zahlen-
gerade R und für jedes h aus einer Nullfolge I0 sei Gh eine Gitterpunktmenge der Gestalt

Gh = {x ∈ [a, b] | x = a + jh, j = 0, ..., Nh}

mit einer durch b−a
h − 1 < Nh ≤ b−a

h eindeutig bestimmten ganzen Zahl Nh. Beweisen Sie
damit für den Hausdorff-Abstand d (vergl. Übungsblatt(1)) die Beziehung

d(Gh, [a, b]) ≤ h −→ 0 (h ∈ I0).


