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Einführung in die Funktionalanalysis“

im Wintersemester 2012/2013

(Abgabetermin: Mittwoch, 14.11.2012, 10 Uhr)

14. Es sei (gk)k∈N eine Folge integrierbarer Funktionen auf Rn mit

∞∑
k=1

∫
Rn

|gk(x)| dx <∞.

Zeigen Sie: Die Reihe g :=
∑∞

k=1 gk konvergiert fast überall und es gilt∫
Rn

( ∞∑
k=1

gk(x)

)
dx =

∞∑
k=1

∫
Rn

gk(x) dx.

15. Die Folge (fn)n∈N sei für x ∈ R definiert durch fn(x) = 1
nχ[0,n](x), wobei

χ[0,n](x) :=
{

1, falls x ∈ [0, n]
0, sonst

.

a) Zeigen Sie: limn→∞ fn(x) = 0 ∀x ∈ R und
∫

Rfn(x) dx = 1 ∀n ∈ N.

b) Ist das ein Widerspruch zu dem Satz von Lebesgue? (mit Begründung)

Hinweis zu b: Zeigen Sie, dass (fn)n∈N durch keine integrierbare Funktion majorisiert wird.

16. Sei E ⊂ Rn eine messbare Menge, f ∈ Lp(E), 1 ≤ p < ∞ und M = {x ∈ E | f(x) 6= 0}
mit λ(M) <∞. Zeigen Sie: f ∈ Lq(E) für alle 1 ≤ q ≤ p.
Hinweis: Es ist f = fχM . Verwenden Sie die Ungleichung von Hölder.

17. (Bonusaufgabe) Sei E ⊂ Rn eine messbare Menge, 1 ≤ p < ∞ und f ∈ Lp(E) be-
schränkt. Zeigen Sie: f ∈ Lq(E) für alle p ≤ q <∞.


