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18. Bekanntlich ist die Menge Q[0,1] := Q ∩ [0, 1] abzählbar. Sei (qk)k∈N eine Aufzählung von
Q[0,1] und fn : [0, 1]→ R definiert durch

fn(x) =
{

1, falls x = qj für ein j ≤ n
0, sonst.

Zeigen Sie: (fn)n∈N ist eine Folge von riemann-integrierbaren (alternativ regel-
integrierbaren) Funktionen, deren punktweiser Grenzwert nicht riemann- bzw. regel-
integrierbar ist.

19. Sei E ⊂ Rn eine messbare Menge und 1 ≤ p < r < q < ∞. Zeigen Sie: Lp(E) ∩ Lq(E) ⊂
Lr(E). Beweisen Sie dazu die Ungleichung ‖f‖r ≤ ‖f‖αp ‖f‖

β
q für alle f ∈ Lp(E) ∩ Lq(E),

wobei

α =
r−1 − q−1

p−1 − q−1
, β =

p−1 − r−1

p−1 − q−1
.

Hinweis: Verwenden Sie die Ungleichung von Hölder.

20. Eine Kugel K ⊂ R3 mit Radius r > 0 sei gegeben durch

K =
{
x ∈ R3 | ‖x‖ ≤ r

}
, ‖x‖ =

√
x2

1 + x2
2 + x2

3.

Berechnen Sie den Fluss
∫
∂K(F (x), n(x)) dS(x) durch ∂K für das Vektorfeld

F (x) = e−α‖x‖

−x2

x1

0

 , α ∈ R.

Verwenden Sie dazu den Satz von Gauß.

21. (Bonusaufgabe) Seien F und K das Vektorfeld und die Kugel aus Aufgabe 20. Die
Oberfläche ∂K von K wird parametrisiert durch

ϕ(u, v) =

r sin(u) cos(v)
r sin(u) sin(v)
r cos(u)

 , (u, v) ∈ R := [0, π]× [0, 2π).

Damit ist ∫
∂K

(
F (x), n(x)

)
dS(x) =

∫
R

(
F (ϕ(u, v)), ϕu(u, v)× ϕv(u, v)

)
dudv

mit den partiellen Ableitungen ϕu bzw. ϕv von ϕ nach u bzw. v und dem Kreuzprodukt
x × y = (x2y3 − x3y2, x3y1 − x1y3, x1y2 − x2y1)T , x, y ∈ R3. Berechnen Sie das Integral
direkt, d.h. ohne den Satz von Gauß anzuwenden.


