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29. Sei X metrischer Raum und D,X0 Teilmengen von X.

Zeigen Sie die Äquivalenz1:

D dicht in X0 :⇐⇒ ∀x ∈ X0 ∀ ε > 0∃ z ∈ D : |x, z| < ε ⇐⇒ cℓ(D) ⊃ X0

30. Seien U und V abgeschlossene Unterräume des Hilbertraums H und PU und PV die ent-
sprechenden Orthogonalprojektionen. Zeigen Sie

U ⊂ V ⇐⇒ PU = PV PU = PUPV .

31. Sei X ein (komplexer) Hilbertraum mit Skalarprodukt (·, ·) und zugehöriger Norm
∥u∥ = (x, x)1/2. Zeigen Sie

(a) die
”
Parallelogrammidentität“: ∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = 2 ∥x∥2 + 2 ∥y∥2, ∀x, y ∈ X .

(b) (A⊥)⊥ = A für jeden abgeschlossenen Unterraum A ⊂ X, wobei
A⊥ =

{
x ∈ X

∣∣(x, z) = 0 ∀ z ∈ A
}
.

1cℓ(D) = D = Abschließung von D =
{
x ∈ X : |x,D| = 0

}


