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In Kap. 1.1:

Verneinung von Existenz- und Universalaussagen:

1. Eine Existenzaussage wird verneint, indem man den Allquantor vor die verneinte
Aussage stellt.
Beispiel:

—“(3n e Nn>7An<10)
Vn € N =(n>7An <10)
Vn € N =(n>7)V-(n>10)
& YWmeNn<7Vvn>10

T o

2. Eine Universalaussage wird verneint, indem man den Existenzquantor vor die ver-
neinte Aussage stellt.

Bemerkung (nach Def. 1.1.9): Schnitt und Vereinigung kann man auch fiir mehr als zwei
Mengen S1,...S,, n € N definieren:

(1Si=5N8%N.. NS :={z|Vi<i<n: xS}
=1

USizslUSQU...USn::{$|ngign:I‘ESi}
=1

In Kap. 1.4:

Eigenschaften des Binomialkoeffizienten: Seien n, k € Np.

1. Es gilt:

9. Fiir n < k ist <Z>:0



3. Fir n > k gilt die Symmetriebedingung

4. Es gilt:

Beweis: Nur 4.

G)*(ki& - mj%mf*m—k—%uk+m

nl-(k+1)+n!(n—k)
(n—k)I(k + 1)!
nl(k+1+n— k)
(n+1—-(k+1)(k+1)!
B (n+1)! B <n+1>

T (D) -+ ))E+D \k+1

In Kap. 2.4:

Verfahren von Gauf- Jordan am Beispiel: Gegeben A= |1 —1 0 |. Gesucht A%

2 3 -1
1 2 1/100 1 2 1] 10 0
2.4 (—1)*1.
3.4 (—2)*1.
1 -1 olo1o0 | & o -3 -1]-110
2 3 -1/0 0 1 0 -1 -3/-2 0 1
1 2 1] 10 0 1 2 1] 1.0 0
—3%3.+2. 3.:8
%o 3 —1]-11 o |Elo0o 3 —1]-11 o0
5 1 3
0 0 8| 51 -3 o o 1| 3 1 -3
3 1 3 3 1 3
2.43. 1 20 8 8 8 | 12015 -3 8
1.4(=1)%3. 3 9 3 2.:(=3 1 3 1
< 0 -3 0/-5 § —3% = 01 0lg -5 =&
5 1 3 5 1 3
0 01} 5§ § —% 001§ § —%
1 5 1
1.4+(—2)%2. 1 3 1
< 010§ -5 &
5 1 3
00 1|38 5§ —%



1
AlsoA”:g 1 -3 1

In Kap. 3.1:
Satz (Cauchy-Kriterium fiir Zahlenfolgen) Eine Folge (a,,) C K, K =R oder K = C,
ist genau dann konvergent, wenn sie Cauchy-Folge ist, d.h.

Ve >03dng € NVm, n>ng gilt: |ap, —am| <e.

Beispiel (zu Cauchy-Folgen)

1

—, neN.
1+ a,

aj ‘= 1, ap+1 =
Def. Eine Teilfolge N’ der natiirlichen Zahlen bezeichnet immer eine Teilmenge von N mit
unendlichen vielen verschiedenen Elementen.
Def. Eine Teilfolge (an)nen' C K konvergiert <= Ja € KVe > 0 3ng € N'Vn > ng, n €
N gilt:

la, —al <e
Satz Fine Folge (ap)nen C K konvergiert genau wenn jede Teilfolge (an)nen, N C N,
gegen denselben Limes konvergiert.

Satz (von Bolzano-Weierstrass) Jede beschrinkte Folge (ap)neny C K enthdlt eine
konvergente Teilfolge.

In Kap. 3.2:
oo

Satz (Cauchy-Kriterium fiir Reihen; vor Satz 3.2.5) Fine Reihe Y ay konvergiert
k=1

genau wenn Folgendes gilt:

n

>a

k=m

Ve >0dng e NVn,m >ng, n,meN, n>m, gilt <e

(Beispiel 3.2.10 a)

X 1)k
> % heiflt ,,alternierende harmonische Reihe*.
k=1

(Nach Definition 3.2.16) Eine Abbildung f : D — W muss immer ,,wohldefiniert“ sein,
d.h.

x =y = Ax = Ay oder dquiv. Ax # Ay =z # y.



In Kap. 4.2:
Satz (Nullstellensatz; vor Satz 4.2.10)

Sei g : [a,b] — R stetig und g(a)g(b) < 0. Dann existiert (mindestens) eine Nullstelle
z €la,b[, g(2) = 0.

Satz (am Ende von Kap. 4.2) Jede stetige Funktion f : D — R nimmt auf einem
abgeschlossenen Intervall [a,b] C D ihr Mazimum und Minimum an, d.h. 3 Z, z € [a, b

mit f(Z) = supefay f(z) = max f([a,b]), f(z) = infyefop) f(x) = min f([a,b]).
In Kap. 5.2:

Beispiel 5.2.12 b) f(z) = 2?sin(2z), fU100@) =7

Man weif3, dass

¢ —1)"sin(2 =2k

% sin(2z) = 2° ( )k sin(2z),

dx (=1)*cos(2x), €=2k+1.
Mit Hilfe der Leibniz-Regel (Satz 5.2.11) ergibt sich

100

FA09) (1) = 22210 gin(22) + (1(1)0) 2 - 299(— cos 2z) + ( 5

= 21900 (2* — 2475) sin 22 — 100z cos 22 } .

)2 - 298(— sin 2z)

In Kap. 5.3:
Satz (Erweiterter Mittelwertsatz; nach Satz 5.3.3)

Seien f,g : [a,b] — R stetig auf [a,b] differenzierbar in ]a,b] und ¢'(x) # 0 fir alle
x €la,b[. Dann ezistiert ein & €|a, b mit

f(0) = fa) _ f'(©)
a(b) —gla) ~ ¢

Beispiel (nach Definition 5.3.5) Es gibt Funktionen, die iiberall differenzierbar sind, deren
Ableitung aber nicht stetig ist, z.B.

NEs cos(),z#0, )2 cos(1) +sin(L), z # 0,
f(x)_{o,xzo; f(x)_{o,xzo.

Diese Funktion ist iiberall differenzierbar — auch bei x = 0 — aber f’ ist nicht stetig bei
z=0.



In Kap. 5.4:
Satz (vor Satz 5.4.4) Sei f : [a,b] — R n-mal stetig differenzierbar und bei z € Ja.b[ gelte

fO() =0,1<j<n—1, fM()#£0n>2).

Dann gelten folgende Aussagen:

a) Ist n ungerade, dann liegt bei z kein lokales Extremum vor.

b) Ist n gerade, dann ist

lokales Maz. f™(2) <0
z . falls
lokales Min. f™(z) > 0.

In Kap. 5.5:
In Satz 5.5.1 (Ergénzung nach dem 1. Satz) Dann gilt g(z) # 0 fiir alle x € |a, b[. Ferner

Beispiel (nach Beispiel 5.5.2 f)
1 2 1
flay= P ) 720y mmew (ta), @0
0, x =0, ;
allgemein gilt

oy Jpm (3) exp(—35), x#0,
(@) {0’ o

wobei p,, = Polynom m-ten Grades (m = 2n + 1) ist. Nach der Regel von I’'Hospital
konvergiert

1\” 1
<) exp (—2> — 0(x — 0) Vv € Ny,
x x

und deshalb ist

lim F™Mz)=0.

z#0

Also ist f beliebig oft differenzierbar mit Ableitungen f(™(0) = 0 Vn € N. Fiir die
Taylor-Reihe bei zg = 0 erh&lt man

>

k=0

| —

S (0)2" =0,

o

d.h. diese stimmt mit f nur bei = 0 {iberein.



In Kap. 6.1:
Beispiel (vor Bem. 6.1.2): Unter- und Obersumme

Fir f : [0,1] — R, f(z) = 2%, und eine dquidistante Unterteilung von [0, 1], zp =
E/N,k=0,...,N, gilt (mit fr = f(xr) = my) fir die Untersumme

N—-1 N-1
' 1 1 , (N—1)N2N -1)
Fvim D fe= s 2= NG
k=0 k=0

und fiir die Obersumme (mit My = f(zg41))

N
. 1 1 . N(N +1)(2N +1)
Fy=) —My=-—=) j2=
N N = N Zj 6N3
k=0 j=1
Im Limes N — oo hat man
. . - 1
lim Fy = lim Fy=—-.
N—o0 N—00 3
Def. (nach Satz 6.1.4) Treppenfuktionen
Zu einer gegebenen Zerlegung a = 79 < 21 < ... < Iy, = b und Zahlen ¢, € R, k =
0,...,m, heiBt ¢ : [a,b] — R definiert durch
o(r) =ck, x €)Tk—1, i ], k=1,...,m,

p(a) =co,
die zugehorige Treppenfunktion.

Satz (vor Satz 6.1.5) Treppenfunktionen sind integrierbar mit dem Integral

b m
/ p(z)de =Y cp(@r — Fr1).
p K

=1

Satz 6.1.5
(Ergéinzung in c¢) ): | f| ist integrierbar und ...

(Zusitzlich) d) Definiert man

fi(z) = {[J)C(SL’), falls f(x) >0, () = {_f(g,;)7 falls f(x) <0,
) sonst ; 0, sonst ;

dann sind mit f auch f; und f_ integrierbar.

Bem. (nach Satz 6.1.5)
Es gilt f = fy — f-und [f| = f4+ + f-.



In Kap. 6.2: (nach Beispiel 6.2.2):

Def.: Fiir eine Zerlegung Z : a = z9g < ... < xx = b von [a,b] und beliebige & €
[xp_1,2k], k=1,..., N, heifit

N
Sz =Y (&) (@ — zx1)
k=1
Riemannsche Summe von f.

Satz Sei f : [a,b] — R stetig, (Z,)nen eine Folge von Zerlegungen 7, : a = :cén) <

<2 =b N =N, mit
lim A?" =0, wobei A" = max (:Bén) — x,(;i)l)
n—>o0 1<k<N
(,,Feinheit von Z,,“)

dann gilt

n—:ao0

b
lim SZn:/f(x)d:C.

Beispiel Firr f(z) = 1,2 € [Lal,a > 1, und die Zerlegung x](cn) = ab/n |k =

0,...,n, n € N, und mit den Zwischenpunkten £l(€n) =} = a*=1/" erhilt man
@ 1/n T
1 —1 —1
/dx:limSZn:lima: lim < =lna
T n n 1/’n, z—0 I

1

In Kap. 6.3: (am Anfang):

Reelle Polynome @ : R — R besitzen eine reelle kanonische Produktdarstellung
Q) =an(z — 1) ... (x — x,)% (2> + A1z + B1)" ... (2% + Az + B,)°*,

wobei x;,7 = 1,...,r, die reellen Nullstellen (mit Vielfachheit g;) sind und o1 + ...+ o +
201+ ...+ 20, =n = grad Q. Fiir jede ,,echt komplexe“ Nullstelle ( = a + i ist auch ¢
Nullstelle, wobei

(z—C)(z—¢) =24+ Az + B (mit A = —2a, B = o? + 3?).

S

Beispiel Q(z) = 2'—z = 2(23—1) = 2(z—1)(2? +2+1) mit Nullstellen: 0, 1, —% £i%>.

Eine Partialbruchzerlegung (Abk.: PBZ) fiir eine rationale Funktion r(xz) =



P(z)/Q(x), grad P < grad @, hat dann im Reellen die Gestalt

- ait a12 Q1o
r(z) = T — a1 + (x —21)2 T (x —z1)2
+ ...
Qrl Qr2 aTQr
T — T, + (x — )2 T (x — @, )er
oz + . 16,7 + Ploy
2+ Aiz+B T (224 A+ B!
+ ...
as1T + ﬁsl o Qs T + /850'5
x2 + Az + B, (22 4+ Asz + Bg)%s

z+1 z+1
-z z(x—1)(z2+z+1)"

Durch den Ansatz (siehe oben)

Beispiel r(z) =

b N ar +
r—1 2242x+1

r(z) :%—i-

lassen sich a, b, a, 8 bestimmen;

2 1 1
a ) 3?a 37/6 3

In Kap. 6.4: (nach Def. 6.4.1)

Bem.: Uneigentliche Integrale heiflen ,konvergent“, wenn der Limes endlich ist; sonst
heiflen sie ,divergent“. Wenn der Limes +oo ist, dann heifit ein unbestimmtes Integral
auch ,bestimmt divergent“. Im Sinne des Skripts ,existiert* ein uneigentliches Integral,
falls es konvergent oder bestimmt divergent ist.

Zu Beispiel 6.4.4 b):

Die PBZ von ﬁ ist

I 1 _A+B
2—-1 (t+1)(t—-1) t+1 t—1

. _ 1 _ 1
mltA——iundB—j.

Satz 6.4.7 heiit auch Integralvergleichskriterium. Man erhélt darin die
Abschétzungskette

> fn) S/f(m)deZf(n) Sf(p)—i—/f(x)d:c.

n=p+1



