Prof. Dr. H.—J. Reinhardt Dept. Mathematik
Nicole Klein

Praktische Ubungen (4)
zur Vorlesung ,,Numerik I
im
Wintersemester 2011/2012
(Abgabetermin: Donnerstag, 26.01.12, 12 Uhr)

Losen Sie eine der folgenden Aufgaben:

11. Aufgabe A (GSV fiir lineare Gleichungssysteme) und Aufgabe B (ESV fiir lineare
Gleichungssysteme) mit A = S, b= (1,0,1,1,0,1)"
oder
A=H b= (1,-1,-1,1)T .

12. Aufgabe C (GSV fiir nichtlineare Gleichungssysteme).

13. Aufgabe D (Newton-Verfahren fiir nichtlineare Gleichungssysteme).

Iterative Verfahren zur L6sung linearer Gleichungssysteme

Jede Matrix A € R™" gestattet eine Zerlegung A = L + D + R mit einer strikten unteren
Dreiecksmatrix L = L 4, einer strikten oberen Dreiecksmatrix R = R4 und einer Diagonalmatrix
D = Dj. Sei ferner E = E, die Einheitsmatrix aus R™". Es gelte a;; # 0 fiir alle j.

Benutzen Sie fiir die folgenden Aufgaben als Vektornorm die Maximumnorm

lall = llelloc = max [z], @ = (@1,....2)" € R,

und die maximale Zeilensummennorm als zugehorige Matrizennorm
n
Al = 1Al = ol 4= (@ium) € R

A) Berechnen Sie iterativ Ndherungslosungen des Gleichungssystems Ax = b mit Hilfe des
Gesamtschrittverfahrens Dz(t1) = b — (A — D)z®, also

n
acg-tﬂ):; bj—Zajkxl(;) ,j=1,....n, t=0,1,2,...,
JJ k=1
LFJ

mit den Fehlerabschitzungen

t
L lo® — 20 < LoV — 2O, £ =1,23,... .
—q —q



o 1 <
Hierbei ist ¢ := ||[D71(A — D)|| = Jpax. Tl Z |ajk]
I3 =
k7

Berechnen und drucken Sie ¢ sowie fiir t = 1,2,...

[2® — =1, t|u“ o

|Az® —p||, 2
1

Brechen Sie die Rechnung ab, wenn gilt . a |29 — (1| < 5.E — 7; fiithren Sie jedoch
—q

hochstens 100 Iterationen aus. Ferner drucken Sie die zuletzt berechnete Niherung z®).
Als Startwert 2(9) wihlen Sie jeweils den Nullvektor.

Berechnen Sie iterativ Ndherungslosungen des Gleichungssystems Az = b mit Hilfe des
Einzelschrittverfahrens (L + D)zt = b — Rz also

1 n
a:§t+1) — | b —Zajka:tﬂ Z ajkx,(:) ,j=1,...,n, t=0,1,2,...
k=j+1

mit den Fehlerabschitzungen

¢
20 — 2| < L )le® —20V) < L)l — 2O £ =1,2,..
1—¢q 1—¢q

wobei
1 n
o= [art] £ Z|a1k\, 4 = ’ ] Z\ajk!q/rc+ Z el ¢, 7=2,.
= k=j+1

= 22

Berechnen und drucken Sie ¢,q;, 7 =1,...,n sowie fir t =1,2,...
142 —bll, =—le® -2t~V Hﬂ” 2O,
—q

Brechen Sie die Rechnung ab, wenn gilt 1 1 | — 2¢=V|| < 5.E — 7; fithren Sie jedoch
—4q

hochstens 50 Iterationen aus. Ferner drucken Sie die zuletzt berechnete Niherung (). Als
Startwert z(9) wiihlen Sie jeweils den Nullvektor.
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Iterative Verfahren zur Lésung nichtlinearer Gleichungssysteme

Sei die Funktion y Losung der Randwertaufgabe
y'(z) = f(z,y(2),y (), a<z<h,
y(a) = Q, y(b) = pP-
h—

Mit einer natiirlichen Zahl N, h = a4 und z; = a + jh werden Néherungswerte fiir die

Funktionswerte y(x;) erhalten als Losung (ug, w1, ..., uy) der Differenzenapproximation

1

1 .
79 (uj+1 - 2“] +uj71) =f (a;j)uja %(uj?Fl u]l)) , j=1L...,N—1,

(1) h?

u =, uy = pf.

Dieses nichtlineare Gleichungssystem hat die Form
(2)

mit u = (uy, ..

Au = g(u)

un—1), der (N — 1) x (N — 1)-Tridiagonalmatrix

—2 1 0 0
1 -2 1
0 1 -2 1
A =
-2 1 0
1 -2 1
0 0 1 -2
und der Funktion g = (g1,...,g9n_1) : RV =1 — RV~1 die gegeben ist durch
g1(v) = R f|21,m i(vg—oz) -«
1 ) 72h ’
1 .
.gj(v> = h‘2f xj?”ja%(vj-‘rl_vj—l)) ’ j:2>"'7N_27
1
gn-1(v) = B*f(2N_1,oNn-1, ﬁ(ﬁ — UN—2)> - B,

fiir v € RN,

Das Gleichungssystem (1) kann auch geschrieben werden in der Form

(3) h(u) =0
mit der Funktion h(u) = (h1(u),...,hy—1(u)), die erklart ist durch

1 .
hj(u) = Uj41 — 2u]' + Uj—1 — h2f (:L‘j,uj, ﬁ(uj_ﬂ - uj_1)> , ] = 1, Ce



und ug = «, uy = f.

Fiir die Randwertaufgabe

V@) = yle)+py@? 1<T<l,
y(=1) = 1, y(1) =1,

sollen im folgenden Niherungslésungen u(® ermittelt werden.

Wiihlen Sie N = 5 sowie N = 10 und als Anfangsniiherung u(9) jeweils

25\

mit k = 0 und mit £ = 0.4. Beenden Sie die Rechnung, falls

C)

[u® — V|| <1072,

Losen Sie das Gleichungssystem (2) mit Hilfe des Iterationsverfahrens

(4) Ayt = ¢ (u(t)) ,t=0,1,2,... .

Ermitteln Sie hierbei in jedem Iterationsschritt die neue Niherung uw(*t1) als Losung des
linearen Gleichungssystems (4) durch das Gaufische Eliminationsverfahren fiir Tridiago-
nalmatrizen. Berechnen Sie u®®, |[Au® — g(u®)||oo und [Ju® — u=D]|,, drucken Sie
diese Groflen fiir t = 1,2, ..., und fithren Sie hochstens 30 Iterationen aus.

Losen Sie das Gleichungssystem (3) mit Hilfe des Newtonschen Verfahrens

(5) h' (u(t)> (u(tﬂ) — u(t)> =—h <u(t)> , t=0,1,2,... .

Losen Sie hierbei das lineare Gleichungssystem (5) in jedem Schritt mit Hilfe des Gauschen
Eliminationsverfahrens fiir Tridiagonalmatrizen.

Berechnen Sie u®, |[h(u®)]|s und [[u® — ut=V]||, drucken Sie diese Grofen fiir ¢ =
1,2,...., und fithren Sie hochstens 10 Iterationen aus.

Hierbei bezeichnet h'(v) die Funktionalmatrix (gﬁ;) ~, deren Koeffizientenfunktionen gz;
17]

vorab mit Hilfe der Ableitungen der gegebenen Funktion f = f(z,y,2) = y + in zu
bestimmen sind.



