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24. (Natürliche Matrizennorm zur euklidischen Norm; nur für Mathematiker)

Zeigen Sie, dass für eine nicht notwendige symmetrische bzw. hermitesche Matrix
A ∈ Kn,n gilt

∥A∥2 := sup
x ̸=0

∥Ax∥2
∥x∥2

= sp(A∗A)1/2

Hinweis: Sie können benutzen, dass eine symmetrische bzw. hermitesche Matrix eine
Orthonormalbasis {w1, . . . , wn} von Eigenvektoren wj , j = 1, . . . , n, besitzt.

25. (Quadratwurzeln einer positiv definiten Matrix)

Für die Matrix

A =

(
5 −1
−1 5

)
zeigen Sie, dass sie positiv definit ist, bestimmen Sie deren Eigenwerte und die ex-
akten Quadratwurzeln.

Hinweis:

1) (zur positiven Definitheit) Mit Hilfe der Eigenwerte einer symm. Matrix A gilt

λmin ≤ (Ax, x)2
∥x∥22

≤ λmax .

2) Es gibt 4 (exakte) Quadratwurzeln von A.



26. (Gesamtschrittverfahren zur Berechnung von Quadratwurzeln
einer positiv definiten Matrix; nicht für Mathematiker)

Für eine positiv definite MatrixA ∈ Kn,n hat das Gesamtschrittverfahren zur Berech-

nung der Quadratwurzel W von A, d.h. W 2 = A, die Gestalt Xt =
1

2
(X2

t−1+B), t =

1, 2, . . ., wobei B = E−σA und 0 < σ < 1/λmax, λmax = max. Eigenwert von A. Als
Näherungen für die Quadratwurzeln W erhält man damit W±

t = ±(E−Xt)/
√
σ, t =

1, 2, . . .

Bekanntlich gelten für das Gesamtschrittverfahren die a-priori Fehlerabschätzungen

∥Z −Xt∥∞ ≤ qt

1− q
∥X1 −X0∥∞, t = 1, 2, . . . ,

wobei q = ∥B∥∞, Z = E−
√
σW . Führen Sie das obige Gesamtschrittverfahren für A

aus Aufgabe 25 mitX0 = 0, σ = 4/25 für t = 1, 2 durch. Vergleichen Sie außerdem die
Differenz W −W±

2 mit der Schranke der entsprechenden a-priori Fehlerabschätzung
(bzgl. ∥ · ∥∞).

Hinweis: Wählen Sie geeignete Quadraturwurzeln in der Fehlerabschätzung.
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