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24. (Skalarprodukt, Orthogonalsystem)

Sei N eine natiirliche Zahl und F der Vektorraum aller reell- bzw. komplexwertigen Funk-
tionen auf der dquidistanten Punktmenge
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Zeigen Sie:
a) Durch die Vorschrift
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wird ein Skalarprodukt und die zugehotrige Norm fiir E definiert.

b) Fiir jedes m mit 2m + 1 < N bilden die Funktionen vj(z) = €**, z € Gy, k =
0,%1,...,+m, ein Orthogonalsystem in E mit der Orthogonalitéitsrelation
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c) (Bonusaufgabe, 2 Punkte) Fiir jedes m mit 2m+1 < N bilden auch die Funktionen
ui(x) = 1, ugy = sin(lx), ugpr1 = cos(lx), x € Gy, £ =1,...,m, ein Orthogonalsy-
stem in £ mit der Orthogonalitatsrelation
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Hinweise: Betrachten Sie in b) die Potenzen der komplexen Zahlen
z = exp(2mi(j — k)/N) = cos(2n(j — k)/N) + isin(2w(j — k)/N).

Sie konnen benutzen, dass dafiir die Formel der endlichen geometrischen Reihe gilt. In ¢)
kénnen Sie benutzen, dass cos({z) = 3 (' 4+ =) | sin(lx) = & ('@ — 7).
25. (Uberbestimmte Gleichungssysteme)

Losen Sie das iiberbestimmte Gleichungssystem:
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das heifit, minimieren Sie ||Az — b||2 mit den Bezeichnungen
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Hinweis: Es gibt drei Moglichkeiten der Losung eines iiberbestimmten Gleichungssystems:
Mit dem Orthogonalisierungsverfahren (s. z.B. Stummel-Hainer, 7.2), durch Lésen der Nor-
malgleichung A*Az = A*b oder durch Minimieren von p(z) := ||Az — b||3 mit Methoden
der Analysis II.



