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23. (A-Stabilität; Bonusaufgabe)

Zeigen Sie, dass die implizite Runge–Kutta Formel 2-ter Ordnung

yk = yk−1+
1

2
h{k1+k2}, k1 = f(tk−1, yk−1), k2 = f(tk, yk−1+

1

2
hk1+

1

2
hk2) ,

A-stabil ist.

Hinweis: Bestimmen Sie die Stabilitätsfunktion R0(z) für dieses Verfahren und zeigen Sie,
dass |R0(z)| ≤ 1 für alle z : Re(z) ≤ 0.

24. (Lösung impliziter Gleichungen bei Mehrschrittverfahren)

Zur Lösung der Anfangswertaufgabe

u′′(t) = −20u′(t)− 19u(t), t ≥ 0 , u(0) = 1, u′(0) = −10 ,

soll das Milne–Simpson-Verfahren mit Schrittzahl s = 3

vj = vj−2 +
h

3
(fj + 4fj−1 + fj−2)

verwendet werden. Dazu formen Sie die Differentialgleichung zunächst in ein System erster
Ordnung um. Wie klein muss dann die Schrittweite h bemessen sein, damit in jedem
Zeitschritt die Konvergenz der Fixpunktiteration zur Berechnung von vj garantiert ist?

25. (Stabilitätsgebiet und Wurzelbedingung)

Zeigen Sie: Für das Stabilitätsgebiet S des Mehrschrittverfahrens von Milne–Simpson mit
Schrittzahl s = 3 gilt

S ∩ (−∞, 0) = ∅ .

Das Milne–Simpson-Verfahren mit s = 3 ist in Aufgabe 24 erklärt.

(D.h. für µ < 0 erfüllen die Nullstellen des
”
Stabilitätspolynoms“ ϕ(z) = ρ(z) − µσ(z)

nicht die Wurzelbedingung.

Definition: Für ein lineares MSV heißt die Menge der komplexen Zahlen µ(= hλ mit
h > 0), für die die

”
charakteristische Gleichung“ ϕ(z) = 0 nur Lösungen zj ∈ C im

Inneren des Einheitskreises besitzt, Stabilitätsgebiet S des MSV.



Hinweis:

i) Stellen sie die charakteristische Gleichung des Milne–Simpson-Verfahrens auf;

ii) Bestimmen Sie die Nullstellen für µ < 0 und zeigen Sie, dass für mindestens eine
Nullstelle zj gilt: |zj | > 1.

26. (Praktische Aufgabe)

Berechnen Sie Näherungslösungen für die Kippschwingung mit ε = 0.1 mit den folgenden
Verfahren:

(a) (Gruppe C)

Extrapolationsverfahren von Adams (s = 4):

uh(tj) = uh(tj−1) +
h

24

(
55fj−1 − 59fj−2 + 37fj−3 − 9fj−4

)
,

mit fj = f
(
tj , uh(tj)

)
.

(b) (Gruppe B)

Prädiktor–Korrektor–Verfahren von Adams (s= 3)

ũh(tj) = uh(tj−1) +
h

12
{23fj−1 − 16fj−2 + 5fj−3} ,

uh(tj) = uh(tj−1) +
h

24
{9f̃j + 19fj−1 − 5fj−2 + fj−3} , j = 3, 4, . . . ,

mit f̃j = f
(
tj , ũh(tj)

)
.

(c) (Gruppe A)

Prädiktor-Korrektor-Verfahren von Nyström und Milne (s = 3):

ũh(tj) = uh(tj−2) +
h

3

(
7fj−1 − 2fj−2 + fj−3

)
,

uh(tj) = uh(tj−2) +
h

3

(
f̃j + 4fj−1 + fj−2

)
,

mit f̃j = f
(
tj , ũh(tj)

)
.

Vergleichen Sie die numerische Lösung mit der numerischen Lösung des klassischen RK-
Verfahrens.

Rechnen Sie mit Schrittweiten h = 5 ·10−2, 10−2, 5 ·10−3, und starten Sie bei der Anfangs-
bedingung aus Aufg. 18. Rechnen Sie bis T = 130.

Als Anlaufrechnung für tj = h, 2h bzw. 3h verwenden Sie die Näherungslösungen des
klassischen RK-Verfahrens.


