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Ubungen (9)
zur Vorlesung ,,Numerik II*
im Sommersemester 2013

Abgabetermin fiir theor. ["J"bungen: Mittwoch, 26.06.13, 10 Uhr
Abgabetermin fiir prakt. Ubung: Mittwoch, 03.07.13, 10 Uhr)

(Differenzenverfahren fiir Randwertaufgaben mit gemischten
Randbedingungen)

Das Randwertproblem

—u"(z) = f(x), x € [a,b], a <D,
mit gemischten Randbedingungen

~u(a) =m0, u(b) + /(D) = m

werde auf einem Gitter I, = {z = a+ jh, j = 0,...,Np}, N, = (b — a)/h, durch den
zentralen Differenzenquotienten 2. Ordnung in der Differentialgleichung und durch den
vorwirtsgenommenen bzw. riickwértsgenommen Differenzenquotienten 1. Ordnung in den
Randbedingungen bei = a bzw. x = b approximiert.

a) Priifen Sie die Losbarkeit des RWP.
b) Stellen Sie das zugehorige (N, + 1) x (Nj, + 1) - Gleichungssystem auf.

c¢) Priifen Sie das schwache Zeilensummenkriterium nach (mit Begriindung und Angabe
des schwachen Zeilensummenkriteriums).

d) Falls das schwache Zeilensummenkriterium nicht erfiillt ist, priifen Sie nach, ob das
Gleichungssystem z.B. im Fall N = 3 doch 16sbar ist.

(Ein nullstabiles 4-Schrittverfahren mit Konsistenzordnung 6)
Durch

p(z) = (22 = 1)(2* +2p2 + 1), |p| <1

1 1 1

o(z) = 4—5(14 — )+ 1) + = (64 +34p)z(22 + 1) + 1—5(8 + 381)2*
ist ein 4-Schrittverfahren der Konsistenzordnung p = 6 gegeben. Zeigen Sie die Nullstabi-
litdt des Verfahrens.
(Gleichgradig stetige Funktionen)

Sei [a, b] ein beschrénktes, abgeschlossenes Intervall der reellen Zahlengeraden. Bekanntlich
ist eine Folge uy, € C'[a,b], k € N, gleichgradig stetig, falls die Ableitungen gleichméBig
beschriankt sind. Zeigen Sie, dass die Folge (uy) auch gleichgradig stetig ist, falls nur gilt

b 1/2
12 = (/ |u;€(1‘)|2dfc> <C, keN.

|k

- bitte wenden -
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(Gleichmifig gleichgradig stetige Funktionen)

Sei [a, b] ein beschrinktes abgeschlossenes Intervall der reellen Zahlengeraden. Fiir jedes
h > 0 sei das Punktegitter

[a,b]h:{.’IJG [a7b] ‘ m.:a—i_jh? j:07--~7Nh}

sowie
[a,0]) ={z € [a,b] | z=a+jh, j=0,...,Ny—1}, Nyvh=b—a,

erklart. Sei A eine Nullfolge von Schrittweiten h, und sei (up)pea eine Folge von Funktionen
up, € Cla,blp, h € A. Dann heifit diese Folge gleichmafsig gleichgradig stetig, wenn fiir jedes
e > 0 ein 6 > 0 existiert, so dass fiir jedes h € A mit 0 < h < § und jedes z,2’ € [a,b];,
mit |z — 2| < 9§ gilt |up(z) — up(2')] < e.
Beweisen Sie:
Die Folge (up)nep ist gleichmiBig gleichgradig stetig, wenn mit einer Zahl v > 0 die
Abschitzung gilt

D} unlloco <7, h €A,

mit dem vorwértsgenommenen Differenzenquotienten D;{ und der Abkiirzung

HD;J{UhHO,oo = max |D;uh(x)|
z€[a,b]9

(Praktische Aufgabe) Mit den angegebenen Verfahren (1) - (3) sollen Aufgaben aus A)
- C) gerechnet werden. Die Aufgaben in C) beinhalten jeweils 2 verschiedene Parameter ¢.

Fiir die verschiedenen Teilnehmer sind die folgenden Aufgaben zu lésen:
Gruppe D:
A2 mit (1), B2 mit (3), C1 mit (3)

Gruppe C:
A1l mit (3), B1 mit (1), C2 mit (1)

Gruppe B:
C1 mit (1), C2 mit (3)

Gruppe A:
C3 mit (1) und (2).

Zum Vergleich drucken Sie auch den Fehler zur exakten Losung des Randwertproblems
bzw. zu einer (analytischen) N#herungslosung. Erstellen Sie also insgesamt 4 Tabellen der
Form

x up(z) up(z) —u(z) logig|un(r) —u(z)].

Als Maschenweite verwenden Sie in A), B) und C2), C3) h = (b — a)/40 sowie in C1) (fiir
e =1072) h = (b—a) /500, drucken Sie die Ergebnisse aber nur in Schritten von (b—a),20.
Andere Maschenweiten sind bei unbefriedigenden Ergebnissen auch wéhlbar.

Im Fall von inhomogenen Dirichlet—Randbedingungen verwenden Sie auch fiir das Ritzsche
Verfahren einfach die vorgegebenen Randwerte. Fiir die Berechnung der rechten Seite beim
Ritz—Verfahren wurde die Simpson—Formel zugrunde gelegt.



Aufgaben

A) lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten
1) —v"+u=1in0<z<1,u0)=u(l)=0
2) —u" =7?sin(rz) in0<x <1, u(0)=0,ul)=1
(Exakte Losungen: zu 1) wu(x) = 1;6:2 e’ + effiee*”” +1

e

zu2) wu(x)=sin(nz) + x)

B) lineare Differentialgleichungen mit variablen Koeffizienten

1) v 42zu=1n0<z<1, u0)=u(l)=0
(N#herungslosung u(x) ~ cx — %xQ + 1—02374 - 4%335 ,c= 33

2) ,Biegung eines Stabes“
W'+ (1+22)u=—-1in —1<z<1,u-1)=ul)=0

(N#herungslosung mit der Methode der sukzessiven Approximation u ~ v, wobei
(vgl. Collatz [14]1, S. 195)
_ 1 175379 2, 1,4 ,31,6_ 1,8 _ 1,10
v(z) = 55 { D58 — 31a? + ot + 5520 — &a® — 520} )

C) lineare Grenzschichtprobleme

1) v/ +100u=0in 0 < z < 27 + ¢,
u(0) =u2r+¢)=1

mit & = 1, 1072 (Losung: u(z) = cos(10x) + % -sin(10z))

2) v+ (1+er®’)u=—-1in-1<z<1,u(-1)=u(l)=0
fir e =0.5% 1071, 0.5 % 1072
(N#herungslosung u ~ ug + euq, wobei

_ cos(z)
uo() = cos(1) ’ ,
up(z) = 2% -2+ 2cos(1) [(3z — 22%) sin(z) — 32® cos(z) + A cos(z)]
1 .
und A = Zeos?(1) [15 cos(1) —sin(1)] .)

3) e +u' =0in0<x<1,
u(O) =1, u(l) =0
mit e =0.5% 1072, 0.5 % 1073 (Losung: u(z) = %)

Verfahren (fir v” + pu' +qu = f in [a,b], u(a) =0, u(b) =)
Zentrale Differenzenquotienten
h 2 h 2
(1) 1= opj | uj—1 = @ = Wgi)uy + | 1+ 5pj ) g = h7S5
j=1....N—1,
wobei pj = p(x;), q5 = q(xj), fj = f(xj);
Upwind Schema

(1= hpy )uj-1 — (2 = h%q; + hlp;l)uj + (1 + hp} Juji1 = W2 f;

2
2) j=1,....,N—1,

wobei p; = min(0, p;) , p;r = max(0,p;) ;

! Angaben aus Buch [Rei]



Ritz—Verfahren (fir u” 4+ qu = f in [a,b], u(a) =, u(b) =)

h? h?
(1 + 6%’—1/2) vj—1 — <2 5 (¢j—1/2 + 2q; + Qj+1/2)) vj

h? h?
(3) + <1 + 6Qj+1/2> Ui+l = (fip+ 15+ fivrye)
j=1,....N—-1,

wobei qj11/2 = q(xj11/2) , Tjr12 = 5 (¥j + xj+1) ; analog fiir f.



