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29. (Inverse Monotonie und positiver Typ)

Sei A eine (N 4 1) x (N + 1)-tridiagonale Matrix der Form

-1 0 0 0
b1 ay C1

0 b2 as C2
A =

bv-1 an—1 cN-1

Zeigen Sie:

—A ist invers monoton, wenn die folgende , positiver Typ“ -Eigenschaft gilt:

bj >0,¢; >0, und a; +b;+¢; <0, j=1,...,N—1.

Hinweise:

a) Eine Matrix B heifit invers monoton (vgl. z. B. [KB13]), wenn die folgende Implikation
gilt (< ist komponentenweise gemeint)

Br<0 = <0

b) Sie kénnen benutzen, dass fiir Matrizen A mit der Eigenschaft , positiver Typ“ das dis-
krete Maximumprinzip gilt (vgl. z. B. [Reil2], 5.3), d.h. wenn fiir v = (vg,...,vN)' €
RN+ mit Av > 0 die Bedingung

v, = AIBlaXN v; fiir einen Index 1 <5, <N -1
]: EARAS)
und ein nicht negatives Maximum v;, > 0 gilt, so folgt vo = v1 = ... = vn.

30. (Satz von Arzela-Ascoli; Bonusaufgabe)
Sei (fn)nen eine Folge in C([—1, 1], R). Weiterhin gelte:

30120Vt€[—1,1]Vn€N: |fn(t)|§61

Die Folge (F},)nen sei definiert durch

t

Fo(t) == /fn(s)ds, te[-1,1], ne N
1

"'Wie immer an timo.dornhoefer@student.uni-siegen.de schicken.



31.

Zeigen Sie, dass auch die Folge (F),)nen eine gleichmifig konvergente Teilfolge enthélt.

Hinweis: Verwenden Sie den Satz von Arzela-Ascoli (vgl. z. B. [Reil2]), Satz 5.6) und den
Mittelwertsatz der Differentialrechnung.

(Praktische Aufgabe) Mit den angegebenen Verfahren (1) - (3) sollen Aufgaben aus A)
- C) gerechnet werden. Die Aufgaben in C) beinhalten jeweils 2 verschiedene Parameter e.

Fiir die verschiedenen Teilnehmer sind die folgenden Aufgaben zu lésen:

Endziffer Matrikel Nr. ‘ Verfahren

0-4 (1) und (2) fiir Aufg. A2, B1, C2

5-9 (2) und (3) fiir Aufg. Al, B2, C1
Zum Vergleich drucken Sie auch den Fehler zur exakten Losung des Randwertproblems
bzw. zu einer (analytischen) Ndherungslosung. Erstellen Sie also insgesamt 8 Tabellen der
Form

v up(e) un(e) —ulx) logyun(e) — u(a)].

Als Maschenweite verwenden Sie in A), B) und C2), C3) h = (b — a)/40 sowie in C1) (fiir
e =1072) h = (b—a)/500, drucken Sie die Ergebnisse aber nur in Schritten von (b—a),/20.
Andere Maschenweiten sind bei unbefriedigenden Ergebnissen auch wahlbar.

Im Fall von inhomogenen Dirichlet—Randbedingungen verwenden Sie auch fiir das Ritzsche
Verfahren einfach die vorgegebenen Randwerte. Fiir die Berechnung der rechten Seite beim
Ritz—Verfahren wurde die Simpson—Formel zugrunde gelegt.

Aufgaben

A) lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten
1) —v"4u=1in0<z<1, u0)=u(l)=0
2) —u" =7?sin(rz) in0<x <1, u(0)=0,ul)=1
(Exakte Losungen: zu 1) wu(z) = ijfiiex + efﬂeeﬂ +1
zu 2)  wu(z) =sin(rz) + x)

B) lineare Differentialgleichungen mit variablen Koeffizienten

1) —v"+2zu=1n0<z <1, u0)=u(l)=0
(Ndherungslosung u(z) ~ cx — 222 + Szt — 4—10305 , c= % )

2) ,,Biegung eines Stabes*
W'+ (1+2Hu=-1in —1<z<1,u-1)=u(l)=0

(Ndherungslosung mit der Methode der sukzessiven Approximation u ~ v, wobei
(vgl. Collatz [14)%, S. 195)
_ 1 175379 2, 1,4 ,31,6_ 1,8 _ 1,10
v(T) = 55 {5550 — 3127 + 527 + 550° — gg1° — 5T }o)

C) lineare Grenzschichtprobleme
1) v +100u=0in 0 <z < 27 + ¢,
u(0) =ul2r+¢)=1
. o _92 . . o 1—cos(10(2w+¢)) .
mit e = 1, 107 (Losung: u(x) = cos(10x) + (0@t sin(10x))
2) e +u/' =0in0 <z <1,
u(0)=1,u(l)=0

mit e =0.5% 1072, 0.5% 1073 (Losung: u(z) = %)

2 Angaben aus Buch [Reil2)



Verfahren (fir u” + pu' + qu= fin [a,b], u(a) =y, u(b) = 1)
Zentrale Differenzenquotienten
h 2 h 2
1) 1-— 5P ui-1 - (2—=h7gju;+ |1+ oPi | Wj+1 = h=fj
j=1...,.N—1,
wobei p; = p(x;), ¢; =q(z;), f; = f(z;);
Upwind Schema

@) (1= hpy )uj-1 — (2 = h?q; + hlp;l)uj + (1 + hp} uji1 = W2 f;
j=1,...,N—1,

wobei p;” = min(0, p;) , pj = max(0,p;) ;

Ritz—Verfahren (fiix v’ 4+ qu = f in [a,b], u(a) =0, u(b) =)

h? h?
(1 + 6%'—1/2) Vi1 — (2 5 (¢j-1/2 + 2q5 + Qj+1/2)> vj

h? n?
(3) + (1 + 6<Ij+1/2> Ui+l = g (S + Ji+ fivap)
j=1,...,N—1,

wobel gj11/2 = q(Tj11/2), Tjr1/2 = % (zj + xj+1) ; analog fiir f.
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