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Fraktale und Chaos

3. �Ubungsblatt

Aufgabe 1

(a) Es sei f : R! R eine C1{Funktion. Man zeige, dass dimH f(A) � dimH A f�ur jede Menge A � R gilt.
Man betrachte zun�achst den Fall, dass A beschr�ankt ist.

(b) Es sei nun f : R! R die Funktion f(x) = x2 und A � R. Man zeige, dass dimH f(A) = dimH A gilt.

Aufgabe 2

Es sei F die Menge, welche aus den Zahlen zwischen 0 und 1 besteht, deren Dezimaldarstellung nicht
die Zi�er 5 enth�alt. Man verwende zun�achst ein heuristisches Argument, um zu zeigen, dass dimH F =
log 9= log 10 ist. Man beweise dies dann durch strenge Argumentation. Man verallgemeinere das Ergebnis.

Aufgabe 3

Man bestimme eine fraktale invariante Menge F f�ur die sogenannte Zeltabbildung f : R ! R, de�niert
durch f(x) := 2(1� j2x� 1j). Man zeige, dass F ein Repeller f�ur f ist und dass f chaotisch auf F ist.

Aufgabe 4

Wir betrachten die logistische Abbildung f : [0; 1] ! [0; 1] mit Parameter r 2 [0; 4], de�niert durch
f(x) = rx(1� x). Dabei bezeichnen wir wie gehabt den Startwert mit x0, und folgend xk := f�k(x0). Man
zeige folgende explizite Formeln f�ur die Punkte des Orbits:

(a) F�ur r = 2: Man w�ahle a so, dass x0 = (ea � 1)=2. Dann gilt

xk =
e2

k
a � 1

2
; k � 0:

(b) F�ur r = 4: Man w�ahle a 2 [0; 1) so, dass x0 = sin2(�a).Dann gilt

xk = sin2(2k�a); k � 0:

(c) Man zeige au�erdem (im Fall r = 4): F�ur jedes p 2 N besitzt f einen instabilen Orbit der Periode p.
Au�erdem besitzt f einen in [0; 1] dichten Orbit.
Man schreibe dazu a = 0; a1a2 : : : in bin�arer Form.


