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1 Grundbegriffe der mathematischen Logik

1 Grundbegriffe der mathematischen Logik

Die Darstellung der mathematischen Logik ist dem Vorkurs fiir Mathematiker entnom-
men. Sie ist daher wesentlich ausfiihrlicher und umfassender als in der Vorlesung.

Zu Grunde liegt Kapitel 1 der zweiten Auflage ([CDDO06]). Anderungen basieren auf
[SG94] und [Sch71].

Bezeichung 1.1 Logik beschiftigt sich mit den Methoden des Denkens, d.h. mit der
Aufstellung und Uberpriifung logischer Gesetze und Regeln fiir das Bilden von Begriffen,
Aussagen und Schliissen.

Logik bestétigt oder widerlegt also nicht die Wahrheit, sondern zeigt nur auf, welche
Konsequenzen es in unserem Denken hat, wenn wir bestimmte Dinge als gegeben an-
nehmen. Man kénnte Logik auch als die Lehre vom Schlulfolgern bezeichnen.

1.1 Aussagenlogik

Bezeichung 1.2 Fine Aussage ist ein sprachliches Gebilde, das vom Inhalt her wahr
oder falsch ist, d.h. man kann jeder Aussage einen Wahrheitswert zuordnen.

Keine Aussagen sind:
e Guten Morgen!
e Walzer ist der schonste Tanz.
e Dieser Satz ist falsch.

Es ist nicht immer bekannt, ob eine Aussage wahr oder falsch ist, es gibt jedoch keine
Aussage, die weder wahr noch falsch ist und keine, die beides zugleich ist.

Bezeichung 1.3 FEine elementare Aussage ist eine Aussage, die keine weitere Aus-
sage als Teil enthdlt und die nicht Negation einer Aussage ist.

Beispiel 1.4
e Die Erde ist ein Planet. (w)
e 5 ist eine Primzahl. (w)

o 7 ist eine gerade Zahl. (f)

Bezeichung 1.5 Fine nicht elementare Aussage ist eine Aussage, die aus zwei oder
mehreren elementaren Aussagen zusammengesetzt ist oder die durch Verneinung einer
Aussage entsteht.
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Beispiel 1.6
o FEs gilt nicht, das Steine auf der Erde nach oben fallen. (w)

o Rubens war weder Maler noch Architekt. (f)

Bezeichung 1.7 Fine Variable ist ein Symbol, das eine Leerstelle kennzeichnet, an
die ein beliebiges Element einer vorher festgelegten Grundmenge treten kann. Ist diese
die Menge der Aussagen und Wahrheitswerte spricht man von Aussagevariablen.

Bezeichung 1.8 Fine Aussageform ist ein sprachliches Gebilde, das mindestens eine
freie Variable enthdlt und in eine Aussage tibergeht, sobald ein Element der jeweiligen
Grundmenge fiir jede freie Variable eingesetzt wird.

Aussageformen die ausschliefllich Aussagevariablen enthalten, nennt man aussagenlo-
gische Aussageformen.

Beispiel 1.9

o Aida ist eine Oper des Komponisten A.

Fiir A konnen sinnvollerweise Elemente aus der Grundmenge der Komponisten
eingesetzt werden, wobei die Aussageform genau dann den Wert wahr annimmt,
wenn man Guiseppe Verdi fiir A einsetzt.

o Entweder p oder q ist eine wahre Aussage.

Es handelt sich um eine aussagenlogische Aussageform, da p und q sinnvollerweise
nur als Aussagevariablen zu verstehen sind. Die Aussageform nimmt genau dann
den Wert wahr an, wenn genau eine der beiden Variablen durch eine wahre Aussage
(bzw. den Wahrheitswert w) und die andere durch eine falsche Aussage (bzw. den
Wahrheitswert f) ersetzt wird.

Definition 1.10 FEine aussagenlogische Aussageform A, die bei jeder Belequng ihrer
Variablen den Wert wahr annimmt, heifst Wahrform (oder auch Tautologie, logisch
wahre Aussageform, logisches Gesetz). Man schreibt A < W.

Wird bev jeder Belequng threr Variablen der Wert falsch angenommen, so heif§t eine
aussagenlogische Aussageform Falschform (oder auch Kontradiktion, logisch falsche
Aussageform, logischer Widerspruch). Man schreibt A < F.

Alle tibrigen aussagenlogischen Aussageformen nennt man Neutralform.

Beispiel 1.11
1. ,Es gilt entweder p oder nicht p.“ ist eine Tautologie.

2. ,Es gilt p und nicht p.“ ist ein Widerspruch.
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3. ,FEs gilt p oder q.“ 1ist eine Neutralform.

Definition 1.12 Fine Abbildung, die einer oder mehreren Aussagen bzw. Aussagefor-
men eine neue Aussage bzw. Aussageform zuordnet, nennt man Junktion. Fir bestimm-
te gebrauchliche Junktionen gibt es allgemein ibliche Symbole, sog. Junktoren:

Bezeichnung Schreibweise Sprechweise

Negation —p nicht p

Konjunktion pAq p und q

Disjunktion pVq p oder q (einschlieflendes oder)
Subjunktion (p—q); pVgq aus p subjungiert q

Bijunktion | (p — q) A(q — p); (p > q) | p bijungiert g

Antivalenz “(p<q); (p—q) entweder p oder q, (ausschlieflendes oder)

Beispiel 1.13 (Der zugehirige Wahrheitswert ist nicht angegeben.)

e p: Die Rose st rot.
—p: Die Rose ist nicht rot.

p: 18 ist durch 2 teilbar. q: 18 ist durch 3 teilbar.
pAq: 18 ist durch 2 und durch 3 teilbar.

p: Das Kind iffit Bonbons. q: Das Kind iffit Schokolade.
pV q: Das Kind 1§t Schokolade oder Bonbons oder beides.

p: x ist durch 10 teilbar. q: x ist durch 5 teilbar.

p — q: Wenn x durch 10 teilbar ist, so ist x auch durch 5 teilbar.

p: Eine Zahl ist durch 6 teilbar. q: Eine Zahl ist durch 2 teilbar.

p < q: Eine Zahl ist dann und nur dann durch 6 teilbar, wenn sie durch 2 teilbar
15t.

p: Peter ist in Kdln geboren. q: Peter ist in Bonn geboren.

p <+ q: Peter ist entweder in Kéln oder in Bonn geboren.
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In der Logik interessiert man sich nicht (so sehr) dafiir, was eine Junktion bei konkreten
Aussagen bewirkt, sondern man betrachtet die Bedeutung einer Junktion als ausreichend
beschrieben, wenn man weif}, wie sich der Wahrheitswert der zugeordneten Aussage
in Abhéngigkeit von dem der urspriinglichen Aussagen verhilt. Dazu dienen die sog.
Wahrheitsfunktionen.

Definition 1.14 Die Zuordnung von Wahrheitswerten einer Aussagenverkniipfung zu
den Wahrheitswerten der in thr enthaltenen Elementaraussagen bezeichnet man als
Wahrheitsfunktion.

Wahrheitsfunktionen konnen mit Hilfe von Wahrheitswertetabellen beschrieben werden:

Plq| P PANG|PVQ|P—=q|Pq|P—(q

Mit Hilfe dieser Symbole und Funktionen kann man Sachverhalte, die in der Umgangs-
sprache nur sehr umstindlich zu beschreiben wiren, sehr einfach ausdriicken. Auflerdem
lassen sich mit Hilfe von eindeutig definierten Symbolen Mifiverstindnisse vermeiden.

Beispiel 1.15
e p: Es schneit., q: Es ist kalt.

a) FEs schneit, es ist kalt. pAq

b) FEs schneit, aber es ist nicht kalt. p A (—q)

c) Wenn es schneit, ist es kalt. p—q

d) Weder schneit es, noch ist es kalt. (—=p) A (—q)

e) Es stimmt nicht, daf es schneit oder es kalt ist. —(pV q)
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e p: Paul ist reich., q: Paul ist glicklich.
a) pA(—q) Paul ist reich, aber nicht gliicklich.
b) (—p)Vgq Paul ist nicht reich oder glicklich.
c) (=p) A (—q) Weder ist Paul reich noch glicklich.
d) p—q Wenn Paul reich ist, ist er gliicklich.

e) p—gq Entweder ist Paul reich oder gliicklich.

Definition 1.16 Seien A und B Aussageformen:

o A impliziert B (A = B), wenn A — B eine Tautologie ist. (Sprechweisen: wenn
A, dann B; B folgt logisch aus A; A ist hinreichende Bedingung fir B; B ist
notwendige Bedingung fir A). Man spricht von logischer Implikation.

o A st dquivalent zu B (A < B), wenn A < B eine Tautologie ist. (Sprechweisen: A
genau dann, wenn B; A dann und nur dann, wenn B). Man spricht von logischer
Aquivalenz.

Beachte: Die Pfeile <, = bezeichnen eine Beziehung zwischen Wahrheitsfunktionen,
die Pfeile «<», — verbinden Aussagen bzw. Aussageformen zu neuen Aussagen bzw.
Aussageformen. p — ¢ meint also die Aussageform ,, Aus p folgt ¢.“ wihrend p = ¢ die
Tatsache bezeichnet, dal ¢ aus p logisch folgt, also p — ¢ eine Tautologie ist.

1.2 Gesetze der Aussagenlogik

e Kommutativgesetze
pVg&EqVp
PANGEqAp

o Assoziativgesetze
(PVa)VrepVigVr)
(PAG AT pA(gAT)

e Distributivgesetze
pV(gAr) < (pVa)A(pVr)
pA(gVr) e (pAg)V(pAr)
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e Idempotenzgesetze
pVp&=p
pPAp=Dp

e Absorptionsgesetze
pVipAg)&p
pA(PVa)&p

e de Morgan Gesetze
—(pVa) = (=p) A(—q)
~(pAg) < (=p) V (—q)

e Andere Verneinungsgesetze
~(=p) = p
W& F
-FeW

e Satz vom ausgeschlossenen Dritten
p V (—p) ist eine Tautologie.

e Satz vom Widerspruch
p A (—p) ist eine Kontradiktion.

e Kontrapositionsgesetz
(p—q) = (~g) = —p

e Transitivgesetz
(p=a)A(g—=7))=(p—7)

e Abtrenngesetze

p A (p — q) = ¢ (direkter Schluf})
(p — q) A (—q) = —q (indirekter Schluf})

Bewiesen werden diese Gesetze durch Aufstellen der zugehorigen Wahrheitswertetabelle.
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1.3 Existenz- und Universalaussagen

Existenz- und Universalaussagen beziehen sich auf Aussageformen. Offen bleibt die Fra-
ge, ob Ersetzungen fiir die Variable existieren, die die Aussageform zu einer wahren
Aussage machen.

Beispiel 1.17 Sei K die Menge der Komponisten. Wir betrachten die folgenden Aus-
sageformen, wobei K die Grundmenge ist.

1. A beherrschte alle Musikinstrumente.
2. A hat die Oper Aida geschrieben.
3. A hat eine Oper geschrieben.

In 1. lafst sich kein Komponist einsetzen, in 2. und 3. lassen sich genau ein bzw. mehrere
Komponisten finden, so daf$ eine wahre Aussage entsteht. Man fiihrt folgende Symbolik
ein:

1. 3 A€ K: A hat eine Oper geschrieben.
2. A Ae K: A hat die Oper Aida geschrieben.
3. B Ae K: A beherrschte alle Musikinstrumente.

Somit sind sogenannte Existenzaussagen aus den Aussageformen entstanden. Beach-
te: Die vorkommende Variable ist nicht mehr frei, sondern durch den Existenzquantor
gebunden. (Man darf nicht mehr jedes beliebige Element der Grundmenge einsetzen.)

Es gibt Aussageformen, sogenannte Universalaussagen, die fiir alle Elemente der
Grundmenge zu einer wahren Aussage werden.

Beispiel 1.18 Sei K wie oben die Menge der Komponisten.
1. A kann Noten lesen.

Man kann davon ausgehen, dafS die Aussageform fiir alle Komponisten wahr wird. Hier
benutzt man den sogenannten Allquantor:

1. VA€ K: A kann Noten lesen.

10
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Verneinung von Existenz- und Universalaussagen

Oftmals sind in der Mathematik Verneinungen von komplizierten Existenz- und Univer-
salaussagen zu bilden. Wir betrachten zunéchst Aussagen bestehend aus Quantor und
Aussageform. Dann gilt:

1. Eine Existenzaussage wird verneint, indem man den Allquantor vor die verneinte
Aussageform stellt.

2. Eine Universalaussage wird verneint, indem man den Existenzquantor vor die ver-
neinte Aussageform stellt.

Beispiel 1.19 (Verneinte Existenzaussage)

~-(dneNn>7 A n<10)
VneN-=(n>7 A n<10)
VneN-o(n>7)V-(n<10)
VneNn<7V n>10

Tt ¢

Beispiel 1.20 (Verneinte Universalaussage)

—(V n € N n ist eine Primzahl — n ist ungerade)
< dn €N =(n st eine Primzahl — n ist ungerade))
& dneN (= (nist eine Primzahl) V n ist ungerade)
& dneNnist Primzahl N n ist gerade

Bei Aussagen, die mehrere Quantoren enthalten, gilt folgende Faustregel:

Zur Verneinung sind alle Quantoren umzudrehen (aus V wird 3 und umgekehrt) und
die zugehorige Aussageform ist zu verneinen. Die Eigenschaften der Variablen unter den
Quantoren sind beizubehalten.

Beispiel 1.21
~(d3neN: Vm>n3dkeNk>m)

& VneNdm>nVikEeN: E<m

1.4 Notwendige und hinreichende Bedingung

Fiir A = B gibt es, wie schon erwdahnt, die Formulierungen:
1. A ist hinreichend fiir B.

2. B ist notwendig fiir A.

11
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1. besagt, daf die Erfiillung der Aussage A ausreichend fiir die Erfiillung der Aussage B
ist.

2. besagt, daf} die Giiltigkeit der Aussage B erforderlich ist, damit die Aussage A gilt.
Gilt B nicht, so gilt auch A nicht.

Beispiel 1.22 A: Die Zahl n ist teilbar durch 6. B: Die Zahl n ist teilbar durch 3.
Dann gilt: A = B.

Hinreichend dafiir, daf$ n durch 3 teilbar ist, ist das n durch 6 teilbar ist. Notwendig
dafiir, daf$ eine Zahl durch 6 teilbar ist, ist thre Teilbarkeit durch 3.

Die Aquivalenz A < B (gleichbedeutend mit A = B und B = A) gilt in diesem
Beispiel nicht. Z.B. ist 9 durch 3 teilbar, jedoch nicht durch 6.

12
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2 Mengen und Abbildungen

Zu Grunde liegt Kapitel 2 der zweiten Auflage ([CDDO06]). Ergdnzungen basieren auf
[SG94].

2.1 Mengen

Definition 2.1 (“naiver” Mengenbegriff nach Cantor)

FEine Menge ist eine Zusammenfassung von wohlunterschiedenen, wohlbestimmten Ob-
jekten unserer Anschauung oder unseres Denkens. Die Objekte dieser Zusammenfassung
nennt man Elemente.

Schreib- und Sprechweisen:

a € M aist ein Element der Menge M; a liegt in M.
a ¢ M aist kein Element der Menge M; a liegt nicht in M.
M ={a,b,c} Die Menge M besteht aus den Elementen a, b, c.
M={aeR|a>0} M ist die Menge aller reellen Zahlen, die positiv sind.
(Angabe der die Elemente charakterisierenden Eigenschaft.)

M =0={} M ist die leere Menge.

Beispiel 2.2

~

. N=1{1,2,3,...} ist die Menge der natiirlichen Zahlen.

NS

. Z={...,—1,0,1,...} ist die Menge der ganzen Zahlen.

Qo

. Q= {B ’ p,q€Z, q#0, g9T(p,q) = 1} ist die Menge der rationalen Zahlen.
q

B

. R st die Menge der reellen Zahlen.

&

. C ist die Menge der komplexen Zahlen.

D

AreR|22=1}={-1,1},
{reR|2?=-1}=0={} (leere Menge)

13
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Bemerkung 2.3
e Die Reihenfolge der Elemente ist irrelevant:
{a,b,c} ={c,b,a}
e Fine Mehrfachaufzihlung ist nicht zuldssig, d.h.
{a,b,c,a,b}
ist keine Menge.

Bezeichung 2.4 Sei M eine Menge. #M bezeichnet die Anzahl der Elemente in M.
Andere Schreibweisen sind: ord(M) oder |M]|.

Beispiel 2.5 Sei M = {a,b,c,d} gegeben. Dann ist #M = 4.

Bemerkung 2.6 (Russelsche Antinomie) Die Grenzen des naiven Mengenbegriffes
werden an folgendem Beispiel deutlich. FEine Menge, die sich nicht selbst als Element
enthdlt, wie z.B. die natiirlichen Zahlen, heifit Normalmenge. Wenn man nun versucht,
die Menge M aller Normalmengen zu bilden und fragt, ob M normal ist, so stifst man
auf den Widerspruch, dafS, wenn M normal wdire, es sich selbst als Element enthalten
mifite und folglich nicht normal wdre. Wire dagegen M mnicht normal, so enthielte es
sich selbst als Element, im Widerspruch dazu, daf$ alle Mengen in M normal sind.

Definition 2.7 Seien S, T, K, P, T\ und Ty Mengen.

1. T heifit Terlmenge von S, wenn jedes Element, das in T liegt, auch ein Element
von S ist. (i.2. T CS,SDOT)
Gilt zusatzlich T # S, so heifit T echte Teilmenge von S. (i.2. T C S)

2. S heifit Schnitt(menge) von Ty und Ty, wenn S die Menge aller Elemente ist,
die sowohl in Ty als auch in Ty liegen. (i.2. S =Ty NTy)

3. S heifit Vereinigung(smenge) von Ty und Ty, wenn S die Menge aller Elemente
ist, die in Ty oder Ty (oder in beiden Mengen) liegen. (i.Z. S =Ty UTy)

4. Gilt T C S, so heifit K das Komplement von T in S, wenn K die Menge aller
Elemente ist, die in S, aber nicht in T liegen. (i.Z. K = S\T)

5. Die Produktmenge P von S und T besteht aus allen geordneten Paaren (s,t)
mit s € Sundt € T (i.Z. P = S x T). Statt Produktmenge sagt man auch
kartesisches Produkt. Fiir die Produktmenge S x S schreibt man auch S*.

14
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6. Die Potenzmenge P(S) einer Menge S ist definiert als die Menge, die aus allen
Teilmengen von S besteht.

Beispiel 2.8 Betrachte die Menge der geraden Zahlen G = {n € N | 2|n} und die
Menge der ungeraden Zahlen H = {n € N | 2|(n+1)}. Dann gilt:

1. GCN, HCN

2. GCNDH

GNH=0),GUH=N
{neG|n>4tn{neG|n<>5}={4}
N\H =G, N\G = H

S v Lo

{neG|n<6} x {meH|m<3}={2,4,6} x{1,3}
= {(21),(2,3),(4,1),(4,3),(6,1),(6,3)}

7. Die Punkte der Zeichenebene werden mit Elementen aus R? identifiziert. (kartesi-
sches Koordinatensystem)

Es gelten folgende Rechenregeln. Seien A, B und C' Mengen. Dann gilt:
(R1) AU(BUC)=(AuB)UC (Assoziativgesetze)

(R2) An(BNC)=(AnB)NnC

(R3) AuUB=BUA (Kommutativgesetze)
(R4) AnB=BnNA

(R5) AN(BUC)=(ANB)U(ANC) (Distributivgesetze)
(R6) AU(BNC)=(AuB)N(AUC)

(R7) Ax(BUC)=AxBUAXC,

(R8) Ax(BNC)=(AxB)N(AxC)

Bemerkung 2.9

15



2 Mengen und Abbildungen

1. UnT C S zu zeigen, kann man auch a ¢ S = a ¢ T beweisen (Kontraposi-
tionsgesetz). (Auferhalb von S gibt es kein Element von T, also liegt T ganz in

S.)

2. Ist S eine beliebige Menge, dann gilt fir jedes a ¢ S auch a & 0. Somit folgt:
0cs.

3. Schnitt, Vereinigung und Produktmenge kann man auch fiir mehr als zwei Mengen
S1, ..., 9, n €N, definieren:

SlﬂﬂSn:{x|v1§z§n .TESZ}

DL
=
[

N
Il
—

SiU...US,={z|31<i<n: zeb)}

=
=
[

N
Il
—

S1X ... x Sy=A(s1,---,8.) | si €8s, i=1,...,n}

—
N
!

@
Il
-

4. Zwei Mengen S und T sind gleich, wenn S C T und T C S g¢ilt, d.h. wenn a € S
dquivalent zu a € T 1st.

2.2 Abbildungen

Definition 2.10 Eine Zuordnung, bei der jedem Element einer Menge M, M # 0,
genau ein Element einer Menge N zugeordnet wird, heifit Abbildung (Funktion).
Bezeichnet man die Abbildung mit f und ist y € N das Element, das x € M zugeordnet
wird, dann heifit y das Bild von x unter f, oder auch der Wert von f an der Stelle x.
Das Bild von M unter f oder kurz das Bild von f ist definiert als

F(M) == {f(z) | & € M} C N.
Das Bild von f heifst auch Wertebereich von f.

Schreib- und Sprechweisen:

f:M — N fist eine Abbildung von M nach N
M heifit Definitionsbereich oder Definitionsmenge
N heifit Zielmenge

y = f(x) vy ist das Bild von z unter f

16



2 Mengen und Abbildungen

Moégliche andere Schreibweisen sind:

f:M— N, f(z)= 2%
f:M>3z— f(xr) €N
f:MDODM >z~ f(xr)e NCN
f:M— N,z f(z)

Fiir My € M heiit f(My) :={f(z) | z € My} C N das Bild von M; unter f. Analog
definiert man zu jeder Teilmenge N; von N das sogenannte Urbild:

YN :={z e M| f(z) € N}

Bemerkung 2.11 Zu einer Abbildung gehoren Definitionsbereich, Zielmenge sowie Zu-
ordnungsvorschrift, d.h. zwei Abbildungen sind genau dann gleich, wenn sie nicht nur in
der Zuordnungsvorschrift, sondern auch in Definitions- und Zielmenge tibereinstimmen.

Beispiel 2.12
1. f:R—TR, f(z)= 2% Fir das Bild von [ gilt:
fR)={r*|reR}=R=":={z €R |z >0}
2. g:{a,b,c,d} —{1,2,3,4,5,6}
gla) = g(b) =g(c) =1, g(d) =6
g({a, b, ¢, d}) = {176}a g({a}) N g({a’ b, C}) = {1}
3. h:4{0,1,2,3} — {0,1} x {0,1}
A(0) = (0,0), h(1) = (0,1), h(2) = (1,0), h(3) = (1, 1)

Sei f eine Abbildung von M nach N. Das Bild von f ist immer eine Teilmenge der
Zielmenge (s.0.). AuBlerdem konnen i.a. zwei verschiedene my, ms das gleiche Bild unter
f besitzen. Wir kennzeichnen die folgenden Spezialfille:

Definition 2.13 Fine Abbildung f : M — N heifst

1. surjektiv, wenn f(M) = N gilt.

17



2 Mengen und Abbildungen

Abbildung 1: Surjektivitét

2. ingektiv, wenn fir beliebige x| # x4, x1, 1o € M folgt f(x1) # f(x2). Aquivalent
dazu ist (Kontrapositionsgesetz!)

Vo, rpeM: f(z1) = f(z2) = 1=

Abbildung 2: Injektivitét

3. biygektiv, falls f sowohl surjektiv als auch injektiv ist.

Abbildung 3: Bijektivitét

Beispiel 2.14

1. f:R—R, f(x)=a?
f st nicht injektiv, da f(—1) =1 = f(1).

f st nicht surjektiv, da keine negative reelle Zahl existiert, die zu f(R) gehort,
also f(R) C R

18



2 Mengen und Abbildungen

2. g:R—>R, glz)=x+1
g ist injektiv, denn fir alle x1, o € R gilt:
T1#F Ty = n1t1l#Fn+1 = g(n) # g(x2)
g st surjektiv, denn fir alle y € R existiert ein R > x :=y — 1 mit
g(@)=gly-1)=@w-D+1=y
d.h. g(R) =R, somit ist g auch bijektiv.

Die Eigenschaften Injektivitdt und Surjektivitdt und damit auch die Bijektivitat hdngen
ganz wesentlich von Definitions- und Zielmenge ab und nicht nur von der Zuordnungs-
vorschrift. Betrachte f definiert durch f(x) = x? fiir verschiedene Definitions- und Ziel-
mengen (D bzw. W):

D W || surjektiv | injektiv | bijektiv

R R nein nein nein

R | R2C ja nein nein
R | R nein ja nein
R=0 | R=0 ja ja ja

Bemerkung 2.15 Aus jeder injektiven Abbildung f : M — N kann durch Einschrdanken
der Zielmenge N auf f(M) eine bijektive Funktion “abgeleitet” werden:

g: M — f(M)
g(z) = f(z).

Bezeichung 2.16 Sei M # (). Die Abbildung f: M — M, f(x) = x wird als identi-
sche Abbildung oder auch Identitdt auf M bezeichnet (i.7. idy;).

Definition 2.17 Seien S,T,U Mengen und f : S — T, g:T — U Abbildungen. Dann
ist die Komposition (Hintereinanderausfithrung) go f: S — U definiert durch

(g0 f)(x) = g(f(x)).

Beispiel 2.18
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2 Mengen und Abbildungen

1. Sei f:R\{3} = R, f(z) = i—fi und g : R — R, g(x) = 2°.
Dann ist go f : R\ {3} — R=°

go f(z) = g(f(x)) = (f(z))* = (i j_L ?s)

2. f RV — R f(z) = 23 + 2 und g : RZ® — R2% g(x) = /x. Dann ist
go f: R20 _ R0

go flx)=g(f(2)) =V fx) = Va® +
und fog: R0 — R0

fog(z) = fg(x)) = (9(x)* + g(z) = (Va)" + Va

Bemerkung 2.19

1. Die Komposition von Funktionen ist assoziativ, d.h. fiir Funktionen f, g, h mit den
entsprechenden Definitions- und Wertebereichen gilt:

(hog)of=hol(golf)

2. Die Komposition von Funktionen ist i.a. nicht kommutativ.
Z.B. ist fir f,g: R — R mit f(z) =2 und g(x) =2+ 1

(fog)x)=(x+1)* =2+ 20 +1#2" +1=(go f)(z)

Definition 2.20 Zu einer bijektiven Funktion f : M — N st die Umkehrfunktion
f~': N — M gegeben durch die Eigenschaften:

fof Na) ==z firalex e N
und
flof(x) = fir allex € M

Bemerkung 2.21 Zu einer injektiven Funktion f : M — N kann man eine “Pseudo—
Umkerfunktion” bilden, indem man aus f eine bijektive Funktion durch Einschrinkung
der Zielmenge bildet:

g: M — f(M)
g9(z) = f(z)

und dann die Umkehrfunktion von g bildet.
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2 Mengen und Abbildungen

Wofiir Umkerfunktionen?

Gegeben sei eine Gleichung der Form

f(x) =a (1)

fir f: M — N und a € N.
Falls f bijektiv ist, gibt es fiir jedes a € N genau ein x € M, das diese Gleichung 16st.
Es gilt

f@)=a
& @) =)

s x=fYa)

Wenn f nicht bijektiv, sondern nur injektiv ist, ist nicht klar, dass fiir jedes a € N ein
x € M existiert, das auf a abgebildet wird. Mit anderen Worten: die Gleichung (1) ist
nicht fiir alle a € N 16sbar.

Bestimmung von Definitionbereich, Wertebereich und Umkerfunktion

Fiir eine gegebene Abbildungsvorschrift, zum Beispiel f(z) = ﬁ, ist der Definitionbe-
reich D die groBite mogliche Ausgangsmenge M, sodass f : M — N eine Abbildung ist.
Der zugehorige Wertebereich W ist gegeben durch W = f(DD).

Im Fall der obigen Abbildungsvorschrift ist offensichtlich D = R\ {4}, da der Nenner
ungleich 0 sein muss. Weitere Definitionsliicken existieren nicht.

Wertebereich und Umkehrfunktion lassen sich simultan bestimmen. Die wird nun am
Beispiel der Abbildungsvorschrift f(z) = TL; durchgefiihrt. Sei y € R beliebig. Falls y
im Wertebereich W liegt, muss ein € D existieren, dass die Gleichung

16st.
Das weitere Vorgehen besteht nun darin, diese Gleichung “nach x aufzulosen”:

1
x—4:y
& ya—4=1 ()

1
S r—4=—-fallsy #0
Y

1
S r=-—+44
Y
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2 Mengen und Abbildungen

Somit hat man fiir jedes y # 0 ein x gefunden, fiir dass gilt f(z) = y, ndmlich = = §+4.
Es bleibt zu priifen, ob wirklich gilt 0 ¢ W. Dazu betrachte Gleichung (%), setzt man hier
y = 0 ein, erhélt man 0 = 1. Die ist offensichtlich falsch, und somit ist obige Gleichung
fiir y = 0 nicht 16sbar und somit W = R\ {0}.

Die Umkerfunktion f=! : W — D kann in der letzten Zeile der obigen Umformung
abgelesen werden:

Fa)= 44

Symmetrie und Monotonie

Weitere Eigenschaften von Funktionen sind Monotonie und Symmetrie, die im Folgenden
erldutert werden sollen.

Definition 2.22 f heifit in einem Intervall [a,b] C D monoton steigend genau dann,
wenn fiir zwei beliebige Werte x1 € [a,b], z2 € [a,b] mit 1 < x5 gilt:

f(z1) < f(2)

Gilt
f(z1) = f(2)

so heifst sie monoton fallend. Gilt das Gleichheitszeichen nicht, so spricht man von
strenger Monotonie.

1
Beispiel 2.23 f(z) = 2% + 1 ist streng monoton steigend in D = R.

Definition 2.24 Fine in einem Intervall I definierte Funktion f heifst gerade oder
symmetrisch genau dann, wenn Vr € [ mit —x € I gilt:

f(x) = f(—=)
Sie heifit ungerade oder antisymmetrisch genau dann, wenn ¥x € I mit —x € I gilt:
f(x) = —f(=x)

Beispiel 2.25
f(x) = a? ist eine gerade Funktion. f(x) = x3 ist eine ungerade Funktion. (vgl. Abb. 4)

22



2 Mengen und Abbildungen

20

10

f(x)
f(x)

-10

Abbildung 4: f(z) = z? (links) und f(z) = 23 (rechts)

Bemerkung 2.26 Ist f : [a,b] — R streng monoton (steigend oder fallend), so ist f
injektiv.

Denn: Sei x1 # xo, dann gilt entweder x1 > xo oder x1 < xo. Falls x1 > xo gilt
f(z1) > f(xg) falls f streng monoton steigend ist ist, bzw. f(x1) < f(x2), in jedem Fall
aber f(x1) # f(x2). Somit erhdlt man direkt

f(z1) = f(x2) = 21 = 29,
und somat ist f injektiv.

Eine genauere Untersuchung wichtiger Funktionstypen wird in den weiteren Kapiteln
durchgefiihrt. Zunéchst einmal sollen Potenzen, Wurzeln und Logarithmen betrachtet
werden.

2.3 Ubungsaufgaben
1. Sei B =1{0,1}. Bestimmen Sie B> = B x B x B.

(Bemerkung: Man erhélt damit die Antwort auf die Frage, welche verschiedenen

Binérzahlen ein Dreibit-Computer darstellen kann.)

2. Sei S = {«, B, v}. Bestimmen Sie P(S) und die Anzahl der Elemente von P(S)
(1.Z. [P(9)]).
3. Seien A, B und C Mengen. Beweisen Sie:
a) ANB C A;
b) ACANB N BCBNA = A=B5B;
c) AN(BUC)=(ANB)U(ANC);
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2 Mengen und Abbildungen

d) Seien A, B und C Teilmengen von X. Fiir A C X ist das Komplement A’
von A in X erklart durch A’ := X \ A. Zeigen Sie

a) AUB=BUA (Kommutativgesetz);

b) (AUB) = A'NB" (eine der Regeln von de Morgan);

c) Ax (BNC)=(AxB)N(AxC).
Bemerkung:
Die oben angegebenen Regeln fiir Mengen gelten auch, wenn man jeweils U
durch N und N durch U ersetzt. Die Regeln von de Morgan gelten nicht nur
fiir zwei, sondern auch fiir eine beliebige endliche oder unendliche Anzahl von

Mengen.
e) Seien B und C' Teilmengen einer Menge A. Zeigen Sie die Aquivalenz von
a) BcCC,
b) BNC = B;
c) BUC=C.

f) Die Mengen A, B und M seien gegeben durch
A := {Teller, Schiissel, Tasse}, B := {gelb, griin} und M := Ax{grin}.

a) Bestimmen Sie die Menge B x A.
b) Wie viele Elemente hat die Menge B x A x {}?
c) Bestimmen Sie die Menge (A x B) \ M.
d) Bestimmen Sie die Menge M N ({Teller, Schiissel} x {gelb, griin}).
4. Untersuchen Sie die folgenden Funktionen auf Surjektivitit, Injektivitdt und Bi-
jektivitat:
a) f:R—R, f(z)=2a%

b) f:R—=R, f(x)=a"

0 fiR R, f(z) = 1t

d) f:R20 - RO f(z) =a2*

&) £ R\{0} — R\{0}, f(z) =

f) f:R—->Rx+ 2x—1;

g) g:[-2;00[— [~2;00[,x — 2% — 22— 1;
h) h:R\{0} = R,z L.

5. Untersuchen Sie die folgenden Funktionen auf Monotonie:
a) f:R—R, f(zx)=2z—3;
b) f:R—R, f(z)=—22%
c) [ R—R, f(zr)=22>+1.

6. Untersuchen Sie die folgenden Funktionen auf Symmetrie:
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D

o
~— ~—  ~— ~—

(@]

[oW

R

R—R, flz)=2+1;
R — R, f(z)=22?+1;
1
RHRa f(x):§x47
R—R, f(z)=a%—2a3
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3 Summen, Produkte, Potenzen
Definition 3.1 (Folge) Eine Auflistung von Zahlen ay,as,as, ... oder ag,ai,as,as, ...
heifst Zahlenfolge.

Bemerkung 3.2 FEs gibt endliche Folgen, z.B. 1,6,23,8 und unendliche Folgen z.B. die
natirlichen Zahlen N 1,2,3,4,...

Bemerkung 3.3 Fiir eine Folge ay,as, as, .... schreiben wir im folgenden kurz (ay).

3.1 Summen

Seien a; € R,i € Z,k,l € N.
Wir verwenden im Folgenden das “Summen-Symbol”

;

g+ Qg1+ ...+ a,, k<n
Zai: ar, k=n

0, k>n

\
Beispiel 3.4 Sei ay, ..., a5 die Folge der Zahlen von 1 bis 5 (also ay = 1,as = 2,a3 =
3,a4 =4,a5 =5). Dann ist

 ai = artaztastaztas=1+2+3+445=15

ZCLZ' = a2+a3:2—|—3:5

Bemerkung 3.5 Im Fall der beiden Summen aus dem vorherigen Beispiel kénnen die
Summanden auch “direkt” angegeben werden. Man schreibt

5
Zz’ = 14+24344+5=15

i = 24+3=5
Ebenso:

ZT’ — 2049l 492 4 93 4 o4

St = (4324 (044> + (24 5)°
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3 Summen, Produkte, Potenzen

Rechenregeln fiir Summen

Seien (a;) und (b;) Folgen und c eine reelle Zahl. Dann gilt

n

i i=1 i=1
ZC'CLZ' = C'iai
] i=1

Weiterhin gilt

bzw. allgemeiner fiir £ € N

n n+k
E a; = g a;—r  “Indexshift”,
i=0 i=k

sowie fur k <l < n:

n l n
ZCLZ':ZCLZ‘+ Z a;.
i=k

i=k i=l+1

Formeln fiir wichtige Summen

1. Fiir n € N gilt:

Denn:

1 + 2 + 3 +

n + n—1 + n—2 +
= n(n+1),

also 23" i =n(n+ 1), somit folgt die Formel.
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2. Firq e R, g # 1 gilt:

n ) qn+1 -1
q =
i=0 q—1
Denn:
(@-1DY ¢ = Y (a-1g
=0 =0
= Z(qiﬂ — ¢") Teleskopsumme
i=0
— qn+1 o q0 — anrl o 1’
also

(=1 ¢ =¢"" -1,

1=0

teilen durch (¢ — 1) liefert die Behauptung.

3.2 Produkte
Analog wird fiir Produkte das “Produkt—Symbol” verwendet:

p

ag * Qg1 * - - Q, k<l
l
[Toi=1 a. k=1
i=k

1, k>1

\

3.3 Rationale Potenzen
Definition 3.6 Seia € R,n € Ny. Man definiert:

[[Ta, n#0
i=1

a” =

1, n=>0

a heifst Basts, n Exponent und b = a" Potenzwert.
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Definition 3.7 Seia € R,n € N. Man definiert fir a # 0 :

(R1) a™- 0" = (a-b)"

(R2) a”:b":Z—n: (%)n, b#0

(R3) a™-a™ = a™™

(R4) a”:am:a—:a”*m, a#0
am

(R5) (a")" = a"™

Bemerkung 3.8 (R1)-(R5) gelten auch fiir n,m € Z, wobei darauf zu achten ist, dajs
evtl. auftretende Nenner immer ungleich 0 sein miissen.

Beispiel 3.9

L3 2 6,4
. (;;yl ) = (da~3W022y) "2 = 4 2a52%y 2 = (116; firazy #0

9%(a’y/ab)? 38atab? 3a2
182(3ab)3 ~ 92, 34. 33433 TN fira>0, b#0

Definition 3.10 Sei a € R=°, n € N. Die Gleichung b" = a hat in R genau eine
nichtnegative Lisung (der Beweis ist nicht leicht, s. z.B. [Heu90]), die wir mit

b= a

bezeichnen. a heiffit Radikand, n Wurzelexponent und b der Wurzelwert. Merke
Radikand und Wurzelwert sind immer nichtnegativ (zur Begrindung siehe [SG94])!

Bemerkung 3.11 Definiert man zundchst fir m € Ny, n € N, a >0, an = /a™
und anschlieffend fiir a > 0

—m 1

anr =—w

a

so ergibt sich wiederum die Giiltigkeit von (R1)-(R5) auch fir rationale Exponenten
(achte jeweils auf Nenner ungleich 0).

o a- b= Vab;
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va
o I r\n/a: TL%

Beispiel 3.12
o {125 — (125%>g - (125%>2 — 55 = /5.
.

8v/343 — 49125 + 5v/8 — 5V/729 = 8V/73 — 4V/5% + 5v/2% — 5V/36
= 8 7—4-5+5-2—-5-9
= 1.
Wir fassen zusammen: Fiir a,b € R>?, m,n € Z, o, 3 € R gilt:

021 L:a—a

) q™

1.

2. a=an, Yam = Ya" =a%,n>0.
3. a®-b* = (ab)*.

Q

4. a%-af =a*P, a*: af = a* P,
5. (a®)P = a*P,

Bemerkung 3.13 Die obigen Regeln bleiben erhalten, wenn man auch beliebige reelle
Ezxponenten zuldf$t, wober die Potenzen dann fiir irrationale Exponenten z.B. durch In-
tervallschachtelungen definiert werden konnen. Im ndchsten Kapitel wird eine weitere
Definition von Potenzen eingefiihrt, die reelle Exponenten mit einschliefst.

3.4 Ubungsaufgaben

1. Schreiben Sie als Potenzen:

) =)
b) <ga><ab <a)b>;

)
c) —(a’0)(a’b)(a’b)(a’b).
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2. Berechnen Sie:
a) (=271
b) 18(a—1)> —3(1 —a)® — 15(a — 1)3 + 4(1 — a)® + 3(1 — a)?;
am+1 b:v+3al3:v71 b:l:+3

C) aT2p3—zgrhrt+l ’
a[5:vf2y a4x+y

d> pom—1 : pm—2 )

aanrlbmfl + anbm + anflberl

e) an—Zba:—l )

—2 -3
4
n(2) (%)
4 3
3. Machen Sie den Nenner wurzelfrei:

2 2
Gl ) S s

r2 — 2

oot

5. Die franzosische Gréfin Elisabeth-Angelique de Beauteville verwitwete im Alter
von 20 Jahren. Thr Gatte, der Gouverneur Sanslisse, liebte sie sehr und hinterlief3
folgendes Testament:

4. Berechnen Sie

Im ersten Jahr nach seinem Tode wird der Witwe ein Goldstiick ausgezahlt, wenn
sie nicht wieder heiratet, im zweiten zwei Goldstiicke, im dritten vier usw., also
in jedem Jahr doppelt so viele Goldstiicke wie im Vorjahr, vorausgesetzt sie bleibt
unverheiratet. Die Gréfin lebte noch 69 Jahre und heiratete nicht wieder. Wie viele
Goldstiicke hétte sie erhalten miissen?
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4 Grenzwerte

4.1 Grenzwerte von Folgen

Um den Begriff des Grenzwertes einer Folge einzufithren benttigt man zunéchst den
Betrag einer reellen Zahl:

z, x>0
|z = (2)

—x, <0

Eine Folge a1, as, as... konvergiert gegen eine reelle Zahl A wenn |a;, — A fiir grofle Indizes
k unter jede beliebige Schranke fillt. Formal kann dies wie folgt ausgedriickt werden:

Definition 4.1 Die Zahl A heifit Grenzwert der Folge a1, as, as, ... falls es fiir jede Zahl
e > 0 nur endlich viele n € N gibt mit |a, — A| > e.
Wir schreiben dann

A= lim a,

n—oo

oder
a, — A fiir n — oo.

Obige Definition kann auch wie folgt gelesen werden: Fiir jede Zahl € > 0 gibt es eine
natiirliche Zahl N, so dass fiir alle n > N, gilt: |a, — A| < e.

Beispiel 4.2 1. Die Folge a, = % hat den Grenzwert 0, da ’% — O} = ’%’ fiir grofe
n schlieflich unter jede Schranke fallt. Formal kann dies wie folgt gezeigt werden:
Sei e > 0, wihle N, als die kleinste natiirliche Zahl, die grofier als % 1st. Dann gilt
N% < € und somit fiir n > N, % < Ni < € also |a, — 0| < € fir alle n > N..

2. Die Folge —1,1,—1,1,—1, ... hat keinen Grenzwert.
FEine Folge mit Grenzwert heif$t konvergent, eine Folge ohne Grenzwert heifit diver-
gent.

Bemerkung 4.3 Fir Folgen, deren Folgenglieder tiber jede Schranke steigen sagt man
auch, dass die Folge gegen unendlich geht und schreibt

lim a, =
n—oo

oder

a, — o0 flirn — oo.
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Formal bedeutet dies: fiir jede positive Zahl m gibt es nur endlich viele n, so dass a, < m.

Analog sagt man:

lim a,, = —oco0 bzw. a,, — oo firn — oo

n—0o0

falls:
Fiir jede Zahl m gibt es nur endlich viele Zahlen n € N, so dass a,, > m.

Gilt

lim a, = o oder lim a, = —oc0

n—0o0 n—~0o0

so ist (a;) divergent!

4.2 Grenzwerte von Funktionswerten
Bis jetzt haben wir Grenzwerte von Folgen aq, as, as, ... definiert. Wie definiert man aber
zum Beispiel den Grenzwert von f(z) =1+ % fiir x gegen xg, 00 oder —oo?

Sei f: M — N mit N, M C R eine Funktion und a, A € R.

Problem: Bis jetzt haben wir Grenzwerte von Folgen aq, as, as, ... definiert. Wie defi-
niert man aber zum Beispiel den Grenzwert von f(z) fiir x gegen a,c0 oder —oo? Es
gibt (erstmal) keine Folgenglieder von denen nur endlich viele aulerhalb einer Umge-
bung von A liegen konnen.

Es gibt verschiedene Mdoglichkeiten den obigen Grenzwert zu definieren. Hier wird die
Folgende verwendet:

Definition 4.4 Fir f: M — N, M, N C R sowie a, A € R sagt man
lim f(z) = A
falls fiir jede Folge (xy,) mit lim, .o ¥, = a und x, # a fir alle n die Folge a, := f(xz,)
Jim 0 = Jim f(r) = 4 ®
erfillt.
Bemerkung 4.5 Analog definiert man
lim f(z) bau. lim_f(2)
sowie

lim f(z) = oo bzw. lim f(z) — 00

r—a Tr—a

fiir a € RU {00, —00}.
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Beispiele

1. f(z) =2", n €N, n gerade

lim 2" = lim 2" =

T—00 r——00

2. f(x) =2", n € N, n ungerade

lim 2" = oo
Tr— 00
lim 2" = —o0
r——00

3. flx) =2 q€Q,

a) falls ¢ > 0:

lim 27 = oo

Tr—00

b) falls ¢ < 0:

lim 29 =0

c) falls ¢ = 0:

lim 29 = lim 2° = lim 1 =1

T—00 Tr—00 r—00

4. Fiir eine stetige Funktion f und a € D gilt:

lim f(2) = f(a)

r—a

Rechenregeln fiir Grenzwerte

Seien (a,) und (b,) konvergente Folgen, g, f Funktionen mit

limg(z) =A€eR

r—a

und
lim f(z) = B € R,

r—a

sowie ¢ € R. Es gilt
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4 Grenzwerte

lim (a, +b,) = lim a, + lim b,

n—oo n—oo n—oo

lim (f(x) + g(x)) = lim f(z) + lim g(z)

r—a Tr—a

lim ¢-a, =c¢- lim a,
n—oo n—oo

lim(c- f(x)) = c- lim f(x)

r—a r—a

lim (a, - b,) = lim a, - lim b,

n—oo n—0o0 n—oo

lim(f(x) - g(a)) = lim f(2) - lim g(z)

r—a r—a r—a
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5 Exponentialfunktion und Logarithmus

5 Exponentialfunktion und Logarithmus

5.1 Die Zahl ¢

Die Zahl e taucht auf natiirliche Weise im Fall der Zinseszinsrechnung auf.
Wir betrachten die folgende Situation: Ein Euro wird fiir die Dauer eines Jahres auf
einem Konto angelegt. Der Zinssatz betrage 100%. Weiter nehmen wir an, dass die Zinsen

anteilig quartalsweise ausgezahlt werden, also i-lOO% = 25%. Nach einem Quartal erhélt

man also i - 1 Euro = 0.25 Euro Zinsen gutgeschrieben. Man hat somit zu Beginn des

zweiten Quartals 1.25 Euro auf dem Konto. Am Ende des zweiten Quartals erhéilt man
wiederum 25% Zinsen gutgeschrieben, hat dann also 1.25+1.25-0.25 = (140.25)-1.25 =
1.252 Euro auf dem Konto. Am Ende des Jahres hat man ein Guthaben von

1
(1+ Z>4 = 2.4414 Euro.
Werden die Zinsen monatlich ausgezahlt ergibt sich ein Guthaben von
1
(1+ E)12 = 2.613 Euro.

Bei téglicher Zinszahlung ergibt sich ein Betrag von

1\ 360
14+ — = 2.7145 Euro.
360
Werden die Zinsen n—mal ausgezahlt hat man am Jahresende

1
1+ —)" Euro.
( —i—n) uro

Je groBer n wird, umso mehr nihert sich der Betrag am Ende des Jahres der (irrationalen)
Zahl e = 2.718281828... an. Es gilt also

n—oo

1
lim (14+—)" =e.
i (+n) e

5.2 Die Exponentialfunktion

Man kann ziegen, dass zum Beispiel gilt

2\" 1\" 1\"
lim (1+—) = lim (1+—) - lim <1—i——) —e-e=c? (4)
n— oo n n—oo n n—oo n
bzw. allgemeiner fiir r € Q:
r\”m
lim (1+2)" = 5
am ) = ®)

Weiterhin ist die Folge a,, := (1 + %)" fiir alle z € R konvergent, wobei fiir z € Q der
obige Zusammenhang gilt.
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5 Exponentialfunktion und Logarithmus

Definition 5.1 Fir x € R definiere

1
exp(z) := lim (1 + z—)".
n—oo n
Man schreibt auch e® statt exp(z).
Fiir die Exponentialfunktion gelten Rechenregeln wie fiir Potenzen :

e*TY = % . ¥

und

Bemerkung 5.2 Fir x,y € Q st dies klar, da es dann die “normalen” Potenzregeln
sind, diese tibertragen sich aber auch auf z,y € R\Q, also auf die irrationalen Zahlen,
2.B.:

Wichtige Eigenschaften der Exponentialfunktion
1. Es gilt €* > 0 fiir alle x € R
2.9 =1
3. e "= eix

4. Die Exponentialfunktion ist streng monoton steigend und damit auch injektiv.
Weiterhin ist exp : R — R>% auch surjektiv, und somit bijektiv.

5.3 Der natiirliche Logarithmus
Der natiirliche Logarithmus einer reellen Zahl a > 0 ist definiert durch
r=In(a) & a=e".

Die Funktion
x — In(x)

ist somit die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion, es gilt also fiir x € R
In(e®) ==z

bzw. fir x > 0

@) —

Rechenregeln
Es gilt fir z,y > 0, c € Q:
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5 Exponentialfunktion und Logarithmus

1. In(z -y) = In(x) + In(y)
2. In(z¢) = ¢ In(x)

Die zweite Rechenregeln gilt fiir alle reellen Zahlen ¢, nicht nur fiir rationale Zahlen.
Dafiir mufl aber ersteinmal der Ausdruck z¢ fiir ¢ € R definiert werden.

5.4 Allgemeine Potenzen, Exponentialfunktion
Bisher wurden Potenzen der Form a® fiir z € N definiert durch

a-.-q
—
r—mal

aus dieser Definition konnen dann Potenzen fiir x € Z abgeleitet werden:

1
a ¥ =—.
a/$
SchlieBlich ist es auf diese Art und Weise auch moglich diese Potenz fiir rationale Zahlen
x zu definieren. Ist x rational gibt es natiirliche Zahlen p, ¢ so dass = = %.

Zuniichst definiert man fiir a > 0 @'/? als ¢/a und anschlieBend
a® = qP/1 = (\‘Z/E)P = Vap.

Der Ausdruck a” fiir x € N ldsst sich offensichtlich fiir alle reellen Zahlen a definieren.
Falls x eine rationale Zahl ist, sieht dies schon anders aus. Sei x = 1/2, dann ist a® =
a'’? = \/a, dieser Ausdruck ist nur fiir a > 0 definiert.

Nun soll der Ausdruck a” fiir @ > 0 und alle € R definiert werden.

Definition 5.3 Fira >0 und x € R definiere

T

a® :=exp(ln(a)-z) =€

In(a)-x )

Bemerkung 5.4 Flir die oben definierten Potenzen gelten weiterhin die bekannten Re-
chenregeln (a,b >0, z,y € R):

1. a*™Y =a® - a¥
2_ ac-m — (a:v)c — (ac)x
3. (a-b)* =a"-b"

Definition 5.3 ist konsistent mit den Definitionen fiir x € R bzw. x € Q, das heifit, es
gilt zum Beispiel fiir x € N:

1 n
e ca = @ — cpe =
a-.-a=-e nlLHolo (1 +In(a) -z n) .

z—mal
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5 Exponentialfunktion und Logarithmus

5.5 Allgemeine Logarithmen

Definition 5.5 Seien a € R>%, b € R>%\ {1}
Man definiert:

c =log,a & c st die eindeutige Lésung von b° = a.

Bemerkung 5.6 Der Logarithmus von a zur Basis b (auch: b-Logarithmus von a)
ist also diejenige Zahl, mit der man b potenzieren mufS, um a zu erhalten. Es gilt also
per Definition:

blogba =q

und
log, b = ¢

Aus der zweiten Beziehung folgt unmittelbar fir ¢ =0 bzw. ¢ = 1:

Der Logarithmus zur Basis 10 heifst dekadischer Logarithmus (i.Z. lg).
Merke: Basis und Argument des Logarithmus sind immer positiv.

Satz 5.7 Es qgilt fir a,b >0, b# 1:

logb(a) = ln(b)

Beweis
Es gilt

—_
=

—~
S

~—

und somit

Beispiel 5.8
e 22=16 & x=1log,16 & z=414

e 2=1log, 36 & =36 & =6
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5 Exponentialfunktion und Logarithmus

o v =log;125 & 5" =125 & =z =3

e 5=logsr & =1 & =243

Satz 5.9 Fir den Logarithmus zur Basis b gelten folgende Rechenregeln (c,d,z > 0):
(R1) log,(c-d) = log, c + log, d

(R2) log, (5) = log, ¢ — log, d

(R3) log,2® = a -logyxz, a € R

(R4) log,, x = log,, x -log,, by < log, « =

log,, x

log,, b

Beispiel 5.10

log

2va + b a*b?
Vela+c)?

= log2 + log(a + b)% + log a® + log b* — log s — log(a + c)?

1 1
= log2+§log(a+b)+310ga+210gb— glogc—Qlog(aJrc)

Voraussetzungen an a, b, ¢ damit der Logarithmus definiert ist.

Auf der linke Seite der Gleichung mufS gelten:

1)
i)
iii)
i)
)

a+b>0, damit die Wurzel definiert ist.

a > 0, damit der Zihler nicht negativ wird.
b # 0 damit der Zdhler nicht 0 wird.

¢ >0, damit die Wurzel definiert ist.

a+ ¢ # 0, damit der Nenner nicht 0 wird.

Fiir die Logarithmen auf der rechten Seite mufl zusdtzlich gelten:

b>0 und a+c >0, damit die Logarithmen definiert sind.

1
log(a 4+ b) + 2log(a — b) — 5 log(a* — b?)

= log(a + b) + log(a — b)* — log(a® — b2)%
(a+b)(a —b)?

= log

= log[(a — b)Va? —V?]



5 Exponentialfunktion und Logarithmus

5.6

Voraussetzungen an a,b, damit der Logarithmus definiert ist.
Auf der linken Seite muf§ gelten:

i) a+0b>0, damit der Logarithmus definiert ist.
it) a—b>0, demit der Logarithmus definiert ist.
i) Mita+b>0 unda—>b>0 ist auch a®* — b* > 0.

iv)  Fir die rechte Seite missen keine zusdtzlichen Bedingungen erfillt sein.

Ubungsaufgaben

. Berechnen Sie:

a) log, 49 = x;

Berechnen Sie mittels der Logarithmengesetze und bestimmen Sie den Giiltigkeits-
bereich:

a’b?

1 @ v

a) logy, P
(a® — 0?)?2
b) logm W

Man nehme ein Blatt Papier der Dicke 0,1 mm und falte es 40 mal. Welche Dicke
hétte es dann? Wie oft miifite man es falten, um einen Papierstapel von der Erde
bis zur Sonne (8 Lichtminuten, Lichtgeschwindigkeit 300000 km pro Sekunde) zu
erhalten?

Beweisen sie die Rechenregeln (R1)—(R4) fiir Logarithmen mit Hilfe von Satz 5.7
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6 Gleichungen und Ungleichungen

6 Gleichungen und Ungleichungen

Zu Grunde liegt Kapitel 2.5. der zweiten Auflage. Anderungen basieren auf [SG94].

6.1 Allgemeine Bemerkungen zu Gleichungen

Betrachtet wird eine Gleichung der Form

fiir Funktionen f und g. Die Losungsmenge von (6), L, ist die Menge aller x € R, fiir
die (6) wahr ist.
Sei h eine weitere Funktion. Es gilt

W) + g(x) = h(z) + f(x) (6)
hat die gleiche Losungsmenge wie (6). Falls A(x) # 0 fiir alle  hat auch
h(z) - g(x) = h(z) - f(z) (7)

die gleiche Losungsmenge wie (6)(ansonsten wird die Losungsmenge um die Nullstellen
von h vergroflert). Es gilt dann also

Falls h injektiv ist, und auf dem ganzen Wertebereich von f und ¢ definiert ist, gilt auch

glx) = f(z

)
& h(g(z)) =h(f(2))

Beispiel 6.1 Ist h nicht injektiv kann sich die Lésungsmenge vergréfsern, wenn h auf

beiden Seiten angewendet wird, betrachte zum Beispiel h(x) = x?:

Ve—1=vVz2 -1
= x—1=2>—-1 Anwenden von h
& =2z’

< z=1Vxe=0

Nach Anwendung von h ist somit auch 0 Bestandteil der Lisungsmenge, obwohl die
urspringliche Gleichung nicht von 0 gelost wird (beide Seiten sind fir x = 0 nicht
definiert ).
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6 Gleichungen und Ungleichungen

6.2 Gleichungen mit der Unbekannten im Exponenten

Gegenwirtig ist China mit 1.3 Milliarden Einwohnern das bevélkerungsreichste Land
der Welt. Indien halt mit 1.1 Milliarden Einwohnern den zweiten Platz. Alle anderen
sind weit abgeschlagen. Die Bevolkerung Chinas wichst gegenwértig mit 0.6% pro Jahr,
die Indiens um 1.9%.

Wie lange dauert es noch (bei konstant bleibenden Wachstumsraten), bis Indien das
bevolkerungsreichste Land der Welt ist? Wieviele Einwohner hat Indien dann?

In t Jahren betrigt die Bevolkerung von Indien 1.1 - 1.019" Milliarden Menschen, die
Chinas 1.3 - 1.006" Milliarden. Sei t* die Dauer in Jahren, bis Indien und China gleich
viele Einwohner haben, dann gilt:

1.1-1.019" =1.3-1.006"
1.019\" 1.3
() =11
o (H9) (1)
1.006 1.1

L m()

1.006
Somit ist Indien in etwas mehr als 13 Jahren das bevolkerungsreichste Land der Welt
und hat dann 1.1-1.019" ~ 1.1-1.01913:91976 ~ 1.405222 Milliarden Einwohner.

Verénderte Fragestellung:
Wann hat Indien 2 Milliarden Einwohner?

1.1-1.019" =2

6.3 Quadratische Gleichungen
Fiir p, ¢ € R hat die Gleichung

> +p-x+g (8)
die Losung (p—g—Formel)
p, [P
- T4 — 9
T= =3 T (9)
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6 Gleichungen und Ungleichungen

Offensichtlich bestimmt der Wert unter der Wurzel
2

D=t —g (10)
ob keine Losung von (8) existiert:
D <0
eine Losung:
D=0
oder zwei Losungen:
D > 0.
Jede Gleichung der Form
az® +br +c = ax® + fr + (11)

148t sich auf die Form (8) bringen und dann mit der p—¢g—Formel 16sen. Falls a # « ist
(11) Aquivalent zu

(a—a)r®+(b—B3)z+c—v=0

b— —
& 2P+ B:c+ g () (12)
a— « a— o

Falls a = « liegt keine quadratische Gleichung vor.

6.4 Aligemeine Bemerkungen zu Ungleichungen
Betrachtet wird eine Ungleichung der Form
f(x) < g(x).

Addition einer Funktion h:
Es gilt

fx) < g(x)
& h@) + f(x) < hx) + g(2).

Multiplikation mit einer Konstanten ¢ # 0:
1. Fall: ¢ > 0:
Es gilt

fx) <glx) & cf(x) <cgle) (13)
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6 Gleichungen und Ungleichungen

2. Fall: ¢ < 0

fx) <glx) & cf(x) = cgle) (14)

Multiplikation mit einer Funktion :
Wird eine Ungleichung mit einer Funktion multipliziert, so muss man mit Fallunterschei-
dungen arbeiten, wie am folgenden Beispiel deutlich gemacht werden soll.

<52t (15)
1. Fall: 23 < 0, also z < 0:
23 <52t (16)
s 1>5.1 (17)
1

Insgesamt ergibt sich also als Bedingung an z: z < 0 (nur diese x wurden im 1.Fall
untersucht) und x < é Die erste Bedingung ist stédrker als die zweite, es ergibt sich
somit als negativer Teil der Losungsmenge L; = (—o0,0).

2. Fall: 23 > 0, also > 0:

<50 (19)
o 1<5.z (20)
1

Insgesamt ergibt sich also als Bedingung an z: z > 0 (nur diese x wurden im 1.Fall
untersucht) und =z > é Die zweite Bedingung ist stédrker als die erste, es ergibt sich
somit als positiver Teil der Losungsmenge Lo = [%, 00).

3. Fall: Es bleibt der Fall 23 = 0, also = 0:

Offensichtlich 16st 0 die obige Ungleichung, also gilt Ly = {0}.

Als gesamt Losungsmenge der obigen Ungleichung erhélt man somit:

1

L:LluLzulgz(—oo,o]u[g,oo) (22)
Anwendung einer Funktion :
Sei h streng monoton steigend, dann gilt
f(x) < glx) < h(f(x) <h(g(x)). (23)
Ist h streng monoton fallend gilt
flx) <g(x) & h(f(x)) = h(g(x)) (24)
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6 Gleichungen und Ungleichungen

Zum Beispiel:

6.5 Quadratische Ungleichungen

Bemerkung 6.2 Jede quadratische Ungleichung lifit sich leicht auf eine der folgenden

Formen bringen:

2* +pr+q<0,

P 4pr+qg<0, 2>+pr+qg>0, 2>+pr+q>0.

Die Liosungsmenge der Ungleichung kann man mit Hilfe der p—q— Formel direkt angeben:

flx)=a*+pr+qg<0

D <0

D=

D >0

L={}
L={}

L:(—g—m,—§+m)

fl@)=2"+pr+q<0

D <0

D =

D >0

L={)

L={-2

L=t -0+
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6 Gleichungen und Ungleichungen

flx)=2+pr+q>0

D<0|L=R
D=0|L=R\{-Z

D>0|L= (~oo-5 /B —a) U (-5 + /B - 0.)

flx)=a*+pr+¢>0

D<0|L=R

D=0|L=R

D> 0| L= (—oo—§ /B —a| U |5+ /B - 0.)

Beispiel 6.3 Zu ldsen sind die folgenden quadratischen Ungleichungen:
a) ¥* +5x > Tr + 3;
2?2+ 5> Tr+3

& 22 -2 —-3>0
s (z+1)(z—-3)>0
S < -1V >3

Die Losungsmenge lautet also: L = (—oo,—1) U (3,00).
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6 Gleichungen und Ungleichungen

Abbildung 5: Anhand des Graphen der Funktion f : R — R, f(z) = 22 — 22 — 3 148t sich
die Losungsmenge leicht ablesen.

b) 22? — 6x +4 < 6x — 12;

202 — 6z +4 < 6x — 12
s 2—6x+8<0
& (r—=2)(x—4)<0
&S 2<x <4,

Die Losungsmenge lautet also: I = [2,4].

Abbildung 6: Anhand des Graphen der Funktion g : R — R, g(x) = 22 — 6x + 8 Lt sich die
Losungsmenge leicht ablesen.
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6 Gleichungen und Ungleichungen

6.6 (Un-)Gleichungen mit Betrdgen
Definition 6.4 Die Betragsfunktion |- | ist definiert durch

z, x>0
| [:R—=R{, z+—
—z, <0

Definition 6.5 Fir eine Funktion f : R D D — R sind die Funktionen f, und f_
definiert durch

Beispiel 6.6

a) 2|z =7 < 7(x+2)+ |5z + 2[;
Aufgrund der Betrige ist eine Fallunterscheidung notwendig:

i) x—T>0 A bx+2>0 & z>7 A xZ—% S o>

2 —-7)<T7(zr+2)+5x+2
& 2r—14 < 122416
& =30 < 10z
& x> =3

insgesamt liefert dies: © >7 N x> -3 < xz>7: L) =[7,00);

i) x—=T<0ANBr+2>0 & <7 ANz>-2 & —2<a<T,

27T—2) <T(x+2)+5x+2
& 14 —2x <1224 16
& —2< ldx
& > -1

insgesamt liefert dies: —% <zs<TANz>-L1 & —% <xr<T:

7
L, = (_%7 7)a
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6 Gleichungen und Ungleichungen

i) t—7>0 A bx+2<0 & >7 A x<—2 (Widerspruchl);
insgesamt liefert dies: Ly = {};
w) t—T<0ABr+2<0 & <7 Nar<-% & <-4

207T—2) <T7(z+2)— (brx+2)
& 14 —22 <20+ 12

& 2 <4x

1

= LU>§;

insgesamt liefert dies: v < —2 A x>+ (Widerspruch!): Ly = {};

L=L UL UL;ULy=[7,00) U (—3,7) U {} U {} = (-2, 0);
b) |fl = f++f

Aufgrund der Betrige ist eine Fallunterscheidung notwendig:

i) f(x) 20 |f(x)] = f(x) = f(2) + 0 = f(2) + [-(2);
i) f(x) <0: [f(x)] = =f(x) =0 f(z) = fr(2) + f-(2);
somit gilt fir allex € D: |f(x)| = fo(z) + f-(x), d.h |f]| = f+ + f-;

6.7 Sonstiges
Beispiel 6.7

a) Wurzelgleichung:
(siehe hierzu auch Beispiel 6.1)

Vi—1=vVa2-1 = z2-1=2>-1 < 22—2=0 < z2=0V z=1;

Eine Probe liefert folgendes Ergebnis:
xr=0: +v0—1=+/—1 ist in R nicht definiert, also ein Widerspruch! Also gilt
0&L.
x=1: V/1-1=0=+12—-1, also gilt L = {1}.
b) Quadrieren von Ungleichungen:

?
r>-32Z2°>9;

?
Es qilt hier weder die eine noch die andere Richtung:

Gegenbeispiele:

50



6 Gleichungen und Ungleichungen

= Setx =2
2> -3 (w) & 4=22>9 (f), also gilt diese Richtung nicht.
=Y Setx=—4:
16 =(—4)?>9 (w) & —4> =3 (f), also gilt diese Richtung nicht.

Bemerkung 6.8 Das Quadrieren von Gleichungen kann dazu fiihren, daf$ die Lisungs-

menge vergrofiert wird (vgl. Beispiel a)). Deshalb ist dieser Vorgang i.a. keine dquivalente
Umformung. Daher ist eine Probe sinnvoll.

Bei Ungleichungen kann sogar der Fall auftreten, dafi noch nicht einmal mehr die Hin-

richtung gilt (vgl. Beispiel b)). Daher ist beim Quadrieren grofie Vorsicht geboten, da
man anderenfalls falsche Ergebnisse erhdlt!

6.8 Ubungsaufgaben

1. Losen Sie die folgenden Ungleichungen iiber R:
a) 8t —3 < 2x+9;
b) 3z+1)(2z —1) < (bx — 3)(2z — 1);

2¢ — 2
< 2:
) iz <%
d (4:10—1) 12_2(4x—5);
z—1

+5x>7x+3

22
202 — 62 4+ 4 < 62 — 12;

)
)
f)

)

)
g x—2x+1>2x—1
h) Sz —2) > —2 4 3(x—7);
x Z T x ;
N T+ 3
i)
1l—x

) B-al <2—]r -5
k) [1=[2=[zf]| = 1

> 3;

2. Losen Sie folgende Ungleichungen iiber R. Skizzieren Sie zudem die Losungsmenge
auf der x—Achse.
a) % > 3;
b) k= > 1L

22—1 = 2

¢) lx—lz—1]| > -2z + 1.

Hinweis:
Machen Sie geeignete Fallunterscheidungen fiir x.
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7 Differentialrechnung

Basierend auf [SG94].
Zur Erinnerung: Steigung einer Gerade
Geht eine Gerade durch die Punkte (z1,y;) und (z2,¥2), so hat sie die Steigung

Y2 — W1
a= , T # To.
To — I
5 yz (Xzyyz)
.
a
y2-yl
I xlyn x2-x1
1
x1 X2
1 ! : T3 ’ '1 ' 5 ’ !

Abbildung 7: Steigung einer Geraden

Problem: Steigung einer Funktion in einem gegebenen Punkt
Die obige Formel ist nicht mehr anwendbar, da nur ein Punkt gegeben ist.

7.1 Der Differentialquotient

Definition 7.1 f sei eine an der Stelle xy und einer Umgebung dieser Stelle definierte
Funktion. x sei eine beliebige Stelle dieser Umgebung mit x # xo. Dann existiert der
Differenzenquotient:

Ay y—w _ fl@) = flzo) _ fleo+Az) — flxo) _ flwo+h) — f(xo)

Ar = —x9 T — To Az h

mit h = Ax.

Graphisch ist der Differenzenquotient der Anstieg der Sekante.
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Yo

To T

Abbildung 8: Graphische Darstellung des Differenzenquotienten

Hat dieser Differenzenquotient fiir x — ¢ bzw. fiir h — 0 einen Grenzwert, so heifit die
Funktion f an der Stelle x( differenzierbar. Man schreibt:

(ﬁ) = Pl - Jim f(x) = flxo) _ o Flwo+h) = flzo)

dx z—T0 X — X h—0 h

Dieser Grenzwert wird auch als Differentialquotient oder Ableitung der Funktion
an der Stelle zy bezeichnet. Graphisch ist die Ableitung die Steigung der Tangente der
Kurve im Punkt (zo, yo).

Yo

Zo X

Abbildung 9: Graphische Darstellung des Differentialquotienten

7.2 Differentiationsregeln

Satz 7.2 Multiplikation mit einer Konstanten
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7 Differentialrechnung

Ist f an der Stelle x differenzierbar, so ist es auch cf und es gilt:
(cf(@)) = cf'(z).

Beweis

sy = g O =@y S IR0

h—0 h—0 h

Satz 7.3 (Summenregel)
Sind f1 und fy an der Stelle x differenzierbar, dann sind auch die Summe

fi(x) + fa(z)

und die Differenz
filx) = fa(x)

an der Stelle x differenzierbar, und es gilt:
(fi(@) + f2(2)) = fi(z) + f3(2);
(fi(@) = f2(2))" = fi(z) = f3().

Satz 7.4 (Produktregel) Sind f; und fy an der Stelle x differenzierbar, so ist auch
das Produkt fify an der Stelle x differenzierbar, und es gilt:

(fr(@) f2(2)) = fi(2) fal2) + fr(2) f(2).

Beweis
. file +h)fale +h) — fi(x)falz)
h—0 h
— im filx +h)fa(z +h) = fi(2) fa(x + h) + fi(z) fo(x + h) = fi() f2(2)
h—0 h
~ lim <f1(9€ +h)fo(z + h})l — fi(z) fo(x + h) + fi(x) fa(z + h})l - fl(ff)f2($)>
. (falx+h)(filz+h) = fi(x)) = fil@)(fa(z +h) = fo(x))
:;%%( h * n )
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7 Differentialrechnung

Satz 7.5 (Quotientenregel) Sind fi und fy an der Stelle x differenzierbar mit fo(x) #

0, dann ist auch der Quotient L an der Stelle x differenzierbar, und es gult:
2

(fl(l’))/ _ fi@) fal) = fi(x) f5(x)
fa() (fa(m))? '

Satz 7.6 (Kettenregel) Ist die Funktion g in x und die Funktion f in z = g(x) diffe-
renzierbar, dann ist auch f(z) = f(g(x)) in x differenzierbar, und es gilt:

f'(z) = (f(g(2)))" = f'(g(x))g (x).
In der folgenden Tabelle sind Ableitungen einiger wichtiger Funktionen zusammengefaft.
f(x) f'(x) Voraussetzungen
c = konst 0
x" na™ 1 n €N
a" na™ 1 nez, x#0
" na" ! nelR, >0
VT =z lpwt= Loy neN, x>0
e’ e’
a® a‘”lna:b‘;ze a>0,a#1
Inx % x>0
log, « Llog, e = a>0,a#1, >0
sinx COsS T
cos T —sinx
tan - =1+tan’zs |z#2k+1)%, keZ
cot x ——— = —(1+cot?x) r#kr, keZ
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7 Differentialrechnung

7.3 Extremwerte und Wendepunkte

Definition 7.7 FEine in einer Umgebung von xy definierte Funktion f hat dort ein lo-
kales Mazimum, wenn fir alle hinreichend nahe bei xqy liegenden x gilt:

f(x) < f(o).
Gilt in einer Umgebung von xg
f(x) = f (o),

so hat die Funktion dort ein lokales Minimum.

Definition 7.8 Fine in einer Umgebung von xq differenzierbare Funktion f hat dort
einen links-rechts Wendepunkt, wenn ihre Ableitung dort ein lokales Maximum hat. Hat
die Funktion dort ein lokales Minimum, hat die Funktion dort einen rechts-links Wen-
depunkt.

Satz 7.9 (Notwendige Bedingung fiir ein lokales Extremum) Hat eine in xq dif-
ferenzierbare Funktion f dort ein lokales Extremum, so gilt:

f/(.To) =0.
Die notwendige Bedingung reicht jedoch nicht aus, um die Lage eines Extremums zu
bestimmen.
Z.B. gilt fiir f(x) =23 inxy=0: f'(0) = 0. Dort liegt jedoch kein Extremum vor (vgl.
Abb. 10), da nicht fiir alle x in einer Umgebung von xy f(x) < f(zo) bzw. f(z) > f(xo)
gilt.

Abbildung 10: f(z) = z3
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7 Differentialrechnung

Dies fiihrt zur hinreichenden Bedingung fiir Extrema.

Satz 7.10 (Hinreichende Bedingung fiir ein lokales Extremum) Gilt fiir eine in
xo zweimal differenzierbare Funktion f

f'(@o) =0, f"(z0) #0,

so hat sie in xo ein Extremum.

Ist
f(xo) <0,
liegt ein Maximum an der Stelle xy vor, ist
f(xo) > 0,

liegt ein Minimum an der Stelle xq vor.
Oder alternativ:

Satz 7.11 Falls f'(x) > 0 in einer hinreichend nahen Umgebung links von xo und
f'(x) < 0 in einer hinreichend nahen Umgebung rechts von xy, dann ist xo lokaler
Mazimumpunkt.

Falls f'(x) < 0 in einer hinreichend nahen Umgebung links von xo und f'(x) > 0 in
einer hinreichend nahen Umgebung rechts von xg, dann ist xq lokaler Minimumpunkt.
Falls f'(z) < 0 sowohl in einer hinreichend nahen Umgebung links von xq als auch in
einer hinreichend nahen Umgebung rechts von xq, dann ist xg kein lokaler Extrempunkt.
Falls f'(x) > 0 sowohl in einer hinreichend nahen Umgebung links von o als auch in
einer hinreichend nahen Umgebung rechts von xg, dann ist xo kein lokaler Extrempunkt.

Analog kann man fiir Wendepunkte ein notwendiges und hinreichendes Kriterium zur
Existenz von Wendepunkten einfiihren.

Satz 7.12 (Notwendige Bedingung fiir einen Wendepunkt) Hat eine bei xy zwei-
mal differenzierbare Funktion f einen Wendepunkt in xq so gilt:

fl/(l‘o) = 0

Auch hier reicht die notwendige Bedingung nicht aus, um etwas iiber die Existenz von
Wendepunkten zu sagen.

Z.B. gilt fir f(z) = 2* in 2y = 0: f”(0) = 0. In x5 = 0 liegt jedoch kein Wendepunkt
vor, sondern ein Minimum (vgl Abb. 11).
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7 Differentialrechnung

Abbildung 11: f(z) = 2*

Dies fiihrt wieder zur hinreichenden Bedingung fiir Wendepunkte:

Satz 7.13 (Hinreichende Bedingung fiir einen Wendepunkt) Gilt fiir eine in xq
dreimal differenzierbare Funktion f

f”<x0> = 07 f”/<.§U0) # 07
so hat sie in xy einen Wendepunkt.

Oder alternativ:

Satz 7.14 FEin Punkt xy heif$t rechts—links Wendepunkt einer Funktion f, wenn f"(x) <
0 in einer hinreichend nahen Umgebung links von xo und f"(x) > 0 in einer hinreichend
nahen Umgebung rechts von xg.

FEin Punkt xo heift links—rechts Wendepunkt einer Funktion f, wenn f"(x) > 0 in einer
hinreichend nahen Umgebung links von xoy und f"(x) < 0 in einer hinreichend nahen
Umgebung rechts von x.

Bemerkung 7.15 Liegt in einem Wendepunkt zugleich eine waagerechte Tangente,
spricht man von einem Sattelpunkt (z.B. fiir f(x) = 23 in 1o = 0 vgl. Abb. 10).
Notwendige Bedingung fiir einen Sattelpunkt:

fl<.l’0> = 0, f/l(.T()) =0.
Hinreichende Bedingung fiir einen Sattelpunkt:

f" (o) # 0.

Extrema und Wendepunkte sind Bestandteil fiir eine Kurvendiskussion mit Hilfe derer
man den Graphen einer Funktion ohne Anlegen einer Wertetabelle skizzieren kann.
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7 Differentialrechnung

7.4 Kurvendiskussion

Hier soll zunéichst einmal eine Kurvensdiskussion fiir ganzrationale Funktionen betrach-
tet werden. Dazu werden die folgenden Punkte abgearbeitet.

e Liegt Symmetrie vor?
e Bestimmen der Nullstellen.

Berechnen der Extrema.

Berechnen der Wendepunkte und evtl. der Sattelpunkte.

Das Verhalten der Funktion im Unendlichen, also

lim f(x) und lim f(x).

r— —00 T—00

Beispiel 7.16 Gegeben sei f(r) = 3z° — 5a? + 8.

e Untersuchen auf Symmetrie: Berechnung von f(—x).

f(=z) = 3(-2)’ =5(-2)" +38
= —32° —52* +38

= f(z) # f(—x) = keine Achssensymmetrie;
—f(—z) =323+ 52% — 8 # f(x) = keine Punktsymmetrie.

e Berechnung der Nullstellen:

323 — bx? + 8 = 0. Es ergibt sich x; = —1. Mittels Polynomdivision erhdlt man
3% — 5x? +8 = (z + 1)(32° — 82 + 8).
Die p — q—Formel liefert, daf$ keine weiteren reellen Nullstellen existieren.

e Berechnung der Ezxtrema:

f'(z) = 9% — 10x. Nullsetzen erqibt:

f(z) =0
& 922 — 10z =0
< z(9x—10)=0
& :c’zO\/:c:E
9

Damit ergeben sich die Nullstellen von f' zu x9 =0, x3 = %.
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7 Differentialrechnung

Zu tberprifen ist nun noch die hinreichende Bedingung fiir Extrema:

f"(x) = 18z — 10. FEinsetzen von xs und x3 liefert:
£7(0) = —10 < 0.

Also liegt fiir o = 0 ein Mazimum vor. Fir dieses ergeben sich die Koordinaten

(0, £(0)) = (0,8).
f// (%) — 18% —10=10 > 0.

Also liegt fiir x3 = % ein Minimum vor. Fir dieses ergeben sich die Koordinaten

10 10
(a,f (5)) _ (&, 1) o (111;5.04)
e Berechnen der Wendepunkte:
f"(x) =18z — 10 = 0. Es ergibt sich x4 = 3.
Zu tdberprifen ist noch die hinreichende Bedingung fir Wendepunkte f"(x) # 0.

5 1694
f"(z) = 18 > 0 V. Somit liegt bei (5, %) ein Wendepunkt.

e Das Verhalten der Funktion im Unendlichen:

lim (32 — 522 +8) = —oo;

r——00

lim (32® — 52® + 8) = oo.

r—00

Nachdem diese Punkte abgearbeitet wurden, ist man in der Lage den Verlauf des Graphen
der Funktion anzugeben.
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7 Differentialrechnung

Abbildung 12: Graph der Funktion f(z) = 3z® — 52% + 8

Bei gebrochenrationalen Funktionen mufl der Definitionsbereich eingeschrankt werden
(Nenner # 0) und zusétzlich auf Polstellen untersucht werden.

Satz 7.17 Sei f(x) = ]% eine gebrochenrationale Funktion. Es liegt eine Polstel-
q(x

le in xo vor, wenn q(xg) = 0 (notwendige Bedingung) und p(xy) # 0 (hinreichende
Bedingung).

An der Polstelle existiert dann eine Asymptote, deren Gleichung man mittels Polynom-
division aus f ausrechnen kann.

3 — 4x? + 4o

Beispiel 7.18 Gegeben sei f(z) = T —sr 4
z? — 8z

e Definitionsbereich:

Dazu muf die Nullstelle des Nenners gesucht werden:

422 —8x+4=0 < 22—-22+1=0.
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7 Differentialrechnung

Anwendung der p — q—Formel liefert: x1 5 = 1. Damit ergibt sich

D =R\{1}.
Der Nenner zerfdllt somit in Linearfaktoren
4o® —8r +4 = 4(x — 1)

e Berechnung der Nullstellen:

Hier geniigt es die Nullstellen des Zihlers zu berechnen und zu tberpriifen, ob diese
Elemente des Definitionsbereiches sind.

? —4x* +42 =0 & z(2®—4x+4)=0.

Anwenden der p — q— Formel liefert neben x1 = 0

ZL‘2:2+\/4—4:2, l‘3:2—\/4—4:2:l‘2.

Beide Nullstellen liegen in D und somit hat f die Nullstellen x1 = 0 und xo = 2.

Der Zihler zerfdllt somit ebenfalls in Linearfaktoren:

23— 42 + 4o = x(x — 2)%

e Berechnung der Extrema:

flo) = 1((z — 2)2 4+ 2x(x — 2))(z — 1)? — 2(z — 2)?2(z — 1)
4 (x —1)*

_ Q2r(z —2)+ (r —2)})(r — 1) — 2z(z — 2)?
4(x —1)3

@2t (=)= 1) = 2u(r —2))
4(x —1)3

_ (x—2)((3z —2)(x — 1) — 2z(x — 2))

4(x —1)3

 (z—2)(32%* =3z — 204+ 2 — 22° + 4x)

B 4(x —1)3

_ (x —2)(2? — 2 +2)

4(z—1)3

Nullsetzen des Zdihlers liefert:

(x—2)(2* —2+2)=0.
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7 Differentialrechnung

Die quadratische Gleichung hat keine reellen Nullstellen. Somait ergibt sich fiir eine
mdogliche Extremstelle x = 2.

Zur Uberpriifung der hinreichenden Bedingung muf8 zundchst die zweite Ableitung
bestimmt werden:

gy~ (@D 1) 4 (@ b )= 1 (o= 9 4 93— 1)’
4(x —1)8
_ (@=2)Qz—1)+(@* -2 +2))(z—1) —3(z—2)(@* —2+2)
4(x —1)*
20t -2 —4at 20— 20+ w4 — 2423 —2?
B 4(z —1)* *
—2?2+ 2422 — 2 — 323 + 322 — 62 + 622 — 62 + 12
* 1z — 1)
. —2x+38
C 4(x—1)4
@9
2(x —1)4

FEinsetzen von x = 2 liefert:

2—-4 —2
" 2 = - = = 1 0
FO==g—m="3 =1
Also liegt an der Stelle x = 2 ein Minimum mit den Koordinaten (2,0) vor.

Berechnung der Wendepunkte
Es muf$ f"(x) =0 gelten, also:
4 —x =0, d.h. ein mdglicher Wendepunkt liegt bei x = 4.

Zur Uberprifung der hinreichenden Bedingung muf zundchst die dritte Ableitung
hergeleitet werden:

" 1 —(SL’ — 1>4 — (4 — SL’)4(SL’ — 1)3
f (SL’) = 5 (%—1)8
1 —(x—-1)—-4(4—-2x)
T2 (z — 1)
1 —z+1-16+4r 3x—15
T2 (z —1)° T 2(x—1)5
w 3-4—-15 =3
f (4):72(4_1)5:@<0.

4
Somit liegt bei (4, 5) ein Wendepunkt.
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7 Differentialrechnung

e Das Verhalten der Funktion im Unendlichen:

lim f(z) = —o0 und le f(z) = 0.

e Untersuchen auf Symmetrie: Berechnung von f(—x).
(=2)* — 4(=2)* + 4(-2)

4(—x)? — 8(—x) + 4
—x® — 4x? — dx

fl-o) =

422 +8x +4
= f(z) # f(—z) = keine Achsensymmetrie.
3442244
—f(—x) = % # f(x) = keine Punktsymmetrie.

o Asymptoten:
Gegeben sei die Funktion

A ™ + am_ll'mil + ... Fax+ag . pm(x)

f(SL’) = bnl’n + bn_lxn_l + ...+ b+ bo B Qn(x)

und a, # 0 und b, # 0.

— Istn > 0 und 1 < m < n, so handelt es sich um eine echt gebrochene rationale
Funktion und die x—Achse ist die Asymptote, d.h. g(x) = 0.

— Istn > 0 und m = n, so handelt es sich um eine unecht gebrochene rationale

Funktion und man hat die waagerechte Asymptote g(x) = ot

— Ist n >0 und m > n, so handelt es sich um eine unecht gebrochene rationale
Funktion und man kann tiber eine Polynomdivision die Funktion f(x) in eine
ganzrationale und eine echt gebrochene rationale Funktion zerlegen. Es gilt
f(z) = I;r:((;)) = g(z) + qtl(éz) mit Polynomen g(x) und r(x), wobei der Grad
von r kleiner als der von gy, ist. g(x) ist hier die Asymptotenfunktion.

Im Beispiel ergibt sich mittels Polynomdivision:

1 1 —z+2
3 42?4 4x) : (42 — N="g— - =
(x x4 4x) : (4x* — 8x + 4) 4:10 2+4x2—8x+4

Der letzte Summand geht fiir v — 400 gegen 0 und somit ist

1 1

Y=1"73

die Asymptote von f.
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7 Differentialrechnung

3 — 42% + 4o
Abbildung 13: = —
lldung 13: /() 42?2 — 8x +4
242 1
Beispiel 7.19 f(z) = %
x

e Definitionsbereich: 2x #0 < = #0, D = R\{0}

(—2)?4+2(—2)+1 a*—2z+1

o Symmetrie: f(—z) = 2(—2) —9r

keine Symmetrie.

o Nullstellen: 2* + 2z +1=(z+1)* = 2, = -1

3 4 5 6
X

o FExtrema:
2(x +1)2z — 2(x + 1)?
/ —
f(x> - 4.1‘2
 2z(r+1) = (z+1)?
B 222
242 -2 —22—-1 2°—1 (r—1)(z+1)
B 222 w2 22
flle)=0 & (z—1)(z+1)=0 = z3=1,253=—1
2022 — 4x(2? — 1)
1
) = et
I A A S V|
B 4t a3
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7 Differentialrechnung

ff1)=1 = TP(1,2)
f(=1) =1 = HP (~1,0)

o Wendepunkte: f"(x) # 0 Vx keine Wendepunkte

1 1
o Asymptoten: (x* + 2z + 1) : (2x) = 57+ 1+ %
x
1
y=5 + 1 ist Asymptote.
441
,
I TV 5 T 2 4 5 IR
_2I|
|
_.1|
|
242 1
Abbildung 14: f(z) = %
x

Beispiel 7.20 (Behebbare Definitionsliicke) Fir die Funktion

5 _
fay =20 A1

r—1"

gilt lim, ., f(x) =5.
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(x"5-1)/(x-1)
121
10 //
/
a9 //
o
i 0E oa 1 1.2 14
Es gilt, dass
x® —1 2 3 4
f(x) = o =l+z+ai+a°+2% x#l.

Man sagt, die Funktion f ldsst sich im Punkt 1 stetig erginzen, indem man

F(1) = lim f(z) =5

r—1

setzt.
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8 Integralrechnung

8 Integralrechnung

Basierend auf [SG94] und [JTO08].
Vorweg sei noch die Definition von Stetigkeit einer Funktion gegeben.

Definition 8.1 (Stetigkeit) FEine Funktion f heifit stetig im Punkt xq, falls gilt

f(xo) = lim f(x).

T—xT0

Sie heifsit stetig, falls sie in jedem Punkt xo € D stetig ist.

Die Graphen stetiger Funktionen lassen sich in einem Zug durchzeichnen. Sie haben
weder Spriinge noch Pole.

8.1 Definitionen

Gesucht sei die Fldche zwischen dem Graphen der Funktion f (f(z) >0), y =0,
r=a, v=0>0.

Abbildung 15: Graphische Darstellung der gesuchten Fliche

Dazu teilt man das Intervall [a,b] in n Teilintervalle [x;_y,z;], ¢ =1,...,n, mit
A=< T <Ly <.. <1<z <...<z,=0>0

Man wéhlt einen Punkt &; € [z;_1, z;] beliebig.
Eine Nédherung fiir die Fliche, die von f und dem Intervall [x;_1, x;] eingeschlossen wird,
ist dann:

AF; = f(&)(vi — 2i1).
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8 Integralrechnung

[

Ti-1 & T

Abbildung 16: Schematische Darstellung der néherungsweisen Flachenberechnung

Durch Summation {iber alle Teilintervalle erhélt man:
F=Y AF =Y f(&)(x;—xi)
i—1 i=1
Definition 8.2 ,
Fim [ f@) do = tim 3" 7(6)w — i)
o =0

heifst, falls der Grenzwert fiir jede Zerlegung existiert, bestimmtes Integral von f tiber
la,b]. Dabei heifit f Integrand, x Integrationsvariable, a untere, b obere Integra-
tionsgrenze und [a,b] Integrationsintervall.

Bemerkung 8.3 Die Integrationsvariable kann beliebig bezeichnet werden:

/b f(x) dz = / f(u) du = / f(w) duw.

Satz 8.4 Ist f iiber das Intervall [a,b] integrierbar, und ¢ € [a,b], dann gilt:
b c b
/f(x) dx:/f(x) dx+/f(x) dz.
Definition 8.5 Ist f dber das Intervall [a,b] intergrierbar, so gilt:
b

/f(x) dx ::—/af(x) dx

a

und

/a f(z) da == 0.
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8 Integralrechnung

Der Zahlenwert des bestimmten Integrals

/b f(z) dx

lasst sich fiir stetiges und positives f als Flacheninhalt unter dem Funktionsgraphen f
interpretieren. Variiert man die obere Integrationsgrenze b und lésst die untere Grenze a
fest, so erhélt man zu jedem Wert der oberen Grenze b genau einen Zahlenwert. Hierbei
ersetzt man b durch = und benennt die Integrationsvariable z.B. in ¢ um.

Definition 8.6 (Integralfunktion) Sei f dber das Intervall |a,b] stetig, dann heift
die Funktion

F,(z) := /f(t) dt

mit x € [a,b] Integralfunktion zu f in |a,b].
Definition 8.7 (Stammfunktion) Sei f in [a,b] stetig. Jede dort existierende diffe-

renzierbare Funktion F' die der Bedingung

F'(z) = f(z) bzw. o= f(x), = € [a, ],

geniigt, heifst Stammfunktion von f.

Zu einer gegebenen Funktion f existiert nicht nur eine Stammfunktion, so sind z.B.
Fi(z) =23, Fy(x)=23+1, F3(z) =23+2, ... allgemein Fp(z) = 23+ C Stammfunk-
tionen zu f(z) = 3z°.

Definition 8.8 (Unbestimmtes Integral) Die Menge aller Stammfunktionen zu f in
la, b] wird unbestimmtes Integral genannt und mit [ f(x) dx bezeichnet.

Fiir das unbestimmte Integral wird auch die Schreibweise [ f(z) dv = F(2)+C benutzt.

8.2 Beziehung zwischen bestimmten und unbestimmten Integral

Um eine umsténdliche Berechnungsweise iiber den Grenzwert von Summenbildung zu
vermeiden, wird ein Zusammenhang zwischen Bestimmung einer Stammfunktion und
Flacheninhaltsbestimmung hergestellt.
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8 Integralrechnung

Satz 8.9 (1. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) FEs sei f auf|a, b]
stetig. Dann ist jede Integralfunktion F, von f auf [a,b] differenzierbar und es gilt

Fiw) = [ 10 de = 1(o)

Jede weitere Stammfunktion von f hat die Form:
F(z)=F,(z)+ C.
Der Satz besagt, dass

e Jede Integralfunktion F, von f ist Stammfunktion, aber nicht jede Stammfunk-
tion ist eine Integralfunktion, z.B. sei f(z) = z. Dann ist F(z) = 1/22* + C die
Stammfunktion. Bildet man nun die Integralfunktion, dann ist

T

Fy(x) = /t dt = 1/22* — 1/2a”.

a

Somit kann beispielsweise F'(z) = 1/22%—2 eine Integralfunktion sein, doch F'(z) =
1/22* + 2 jedoch nicht, weil 1/2a* niemals negativ wird.

e Differenziert man ein bestimmtes Integral nach seiner oberen Grenze, so erhélt
man den Integranden an der oberen Grenze.

e Die Ableitung einer Integralfunktion liefert den Integranden an der oberen Grenze.

Die verschiedenen Integralfunktionen unterscheiden sich nur durch eine additive Kon-
stante und die Ableitungen liefern den Integranden

Beispiel 8.10 Sei f(t) =t. Dann gilt fir die Integralfunktionen

xT

2
Fo(x):/tdt:‘%
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8 Integralrechnung

Fiir die Berechnung des bestimmten Integrals ist folgende Beziehung relevant.

Satz 8.11 (2. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) f sei in [a, b
stetig, und F' sei Stammfunktion von f. Dann gilt

/f(:c) dx = F(b) — F(a).

Hierfiir ist es unerheblich, welche Stammfunktion F' zu f ausgewahlt wird, da sich durch
die Differenzenbildung F'(b) — F'(a) die Integrationskonstante C' weghebt. Die Richtigkeit
der Integration wird iiberpriift, indem die gefundene Stammfunktion differenziert wird
und mit dem Integranden bzw. der Funktion verglichen wird.

8.3 Einige Stammfunktionen

In der folgenden Tabelle sind einige wichtige Stammfunktionen zusammengestellt:

f(z) [ f(z) de =F(x)+C Voraussetzungen
" "t 4+ O n € R\{-1}, x>0
1 In|z|+C r#0
a® ﬁaerC a>0,a#1
e’ e’ +C

sin —cosx + C

cos T sinx + C

Sinl% —cotz 4+ C rx#FEn-m, n€l

ﬁ tanz + C r#5+n-m, nel

ﬁ arctanx + €] = —arccot x + Cy
11—952 arcsin x + C7 = — arccos x + C lz| <1

72



8 Integralrechnung

8.4 Integrationsregeln

Satz 8.12 (Multiplikation mit einer Konstanten)
Sei f in einem Intervall stetig, dann gilt dort:

/af(:c) dx:a/f(a:) dr, a€R.

Satz 8.13 (Summenregel)
Seien f1 und fy in einem Intervall stetig, dann gilt dort:

[+ fw) o= [ @) dot [ o) o

Satz 8.14 (Substitutionsregel) Sei v = g(x) stetig differenzierbar und y = f(u)
stetig, dann gilt:

/f(g(l“))g’(l“) dz = / f(u) du=F(g(z)) — F(g(a)).
a g(a)

Beweis: Nach der Kettenregel ist

(F(g(@) =F(g(x))g (z) = f(9(x))g ().

Also ist F' (g (z)) eine Stammfunktion von f(g(x))¢ (z). Nach dem 2. Hauptsatz der
Differential-und Integralrechnung gilt die Beziehung

/f(g(w))g’(w) de = F(g(2))l, = F(g9(2) - F(g(a))

Beispiel 8.15

= [2-cos(2z — ) dx
0

Substitution: 2x — ™ = u, Ableitung: ;l_u =2& 2dr=du
x
Fiir die Grenzen gilt: g(a) = g(0) = —m, g(b) = g(7) =

I= /2 ~cos(2z — ) dr = /cosu du=sinu| = sin(m) — sin(—n) =0
0 -7
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8 Integralrechnung

w/2
2. I = [ 3cos(2z —m) dx
0

d 1
Substitution: 2x — ™ = u, Ableitung: d_u =2 & doe = édu.
T

Fiir die Grenzen gilt: g(a) = g(0) = —m, g(b) = g(w/2) = 0.

/2
3 3.
I = [ 3cos(2x — ) da::§ CoS U du:§smu =0
0 -7

1
8. 1= [+v=3x+5
0

d 1
Substitution: —3x + 5 = u, Ableitung: ﬁ =3 &dr= —3 du.
Fiir die Grenzen gilt: g(a) = g(0) =5, g(b) = g(1) =2

6—21‘—3 dx

N | —

1
JT=]
0

1
Substitution: —2x — 3 = u, Ableitung: % =-2&dr= —3 du.
x
Fiir die Grenzen gilt: g(a) = g(0) = =3, g(b) = g(1) = —5.

1 -5
I= /%e%3 dv = —i/e“ du = —i “ :55 = —365 - 363
0 -3
Bei der Umformung von z.B.
du 1
=
handelt es sich um eine Schreibweise.

17
Beispiel 8.16 [ = [ /2x — 7 dz Anwendung der Substitutionsregel:
4

Seiu=g(x) =2x —7 und y = f(u) = us. Dann ist ¢'(z) = = 2 und f(g(z)) =
V2 —T.

17

17
1
[:/\3/2:1:—7d:1::—/\3/23:—7- 2 dz.
2 —_——— =~
4

4 =f(g(x) =9'(@)
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8 Integralrechnung

Jetzt kann die Substitutionsregel angewendet werden und man erhdlt

27

17
1 1 1
Iza/\S/Qx—Tde:—/u% du:é-
4

27
4
51 = 30.

1

u

e~ w

2
1

Ist eine Funktion nicht linear, mufl der zweite Faktor des Integranden bis auf ein Kon-
stante die Ableitung der Funktion des ersten Faktors sein.

Beispiel 8.17
1. I = [4xv/2? —1dx
d 1
Substitution: x> — 1 = u, Ableitung: d_u =2r & xdr= 3 du
x

—l—C:% (x2—-1)34C

Nl

1 2
[:/4x\/x2—1dx:2/u2 du:2~§u

2. 1= [sin’z-coszx du

u
Substitution: sinx = u, Ableitung: T cosT & cosx dr = du
x

1 1
I:/singx-cosx dx:/u3 du:1u4+C’:Zsin4x+C
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8 Integralrechnung

212
2 — 3

dx

1
3. 1=
0

d 1
Substitution: 2 — x3 = u, Ableitung: d—u = -32? & 2% dx = —3 du
x

1 1
942 1 [2d 9 Lo !
I = /Ldl»:__ —u:——ln|u| :——1n|2—x3|
2 — 13 3) w 3 2 3 0
2
2 2
= ——(Inl1—-In2)==In2
3 3

Satz 8.18 (Partielle Integration) Seien u und v in einem Intervall I = [a,b] stetig
differenzierbar, dann gilt dort:

Beweis: Die Regel ergibt sich aus der Produktregel, da uv eine Stammfunktion von
u'v + uv

ist. Des Weiteren gilt mit dem 2. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Beispiel 8.19
1. I = fxcosx dx:

Setze u =z, v/ = cosx, dann gilt: ' =1, v = sinx.

I:/:pcosx d:pzx-sinx—/l-sinx dr =z -sinxz + cosz + C.

76



8 Integralrechnung

2. I = [a% e du: Setze u=2a? v =e”, dann gilt: v' =2z, v=e€".

I:/xQ-exdx:xQ-ex—Q/x-exd:p

Hier muf$ eine weitere partielle Integration fiir das verbleibende Integral durch-
gefiihrt werden.

Setze u =z, v/ =€, dann gilt: v' =1, v = ¢€”.
I:a:2~em—2/a:~em d:c:x2~em—2<:cex—/1e:” dx) =22 6" —2xe® +2¢° + C

3.I:flnxdx:

Setze u=1Inx, v/ =1, dann gilt: ' = —, v = .

SHE=

1
I:/lnxdx:x-lnx—/—~a:dx:x-ln:c—x—l—C

T
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9 Lineare Gleichungssysteme

9 Lineare Gleichungssysteme

Grundlage des Kapitels bildet [AMOG6].

0.1 Matrix

Beispiel 9.1 (Produktionsmatrizen) FEin Zulieferer produziert Zwischenprodukte Zy, Zs
aus Rohstoffen Ry, Ry, und ein Endproduzent fabriziert dann aus den Zwischenprodukten
Zv, 4y die Endprodukte E, Ey. Die folgenden Tabellen beschreiben, wieviele Finheiten je-
weils zur Produktion bendtigt werden:

Zl ZQ El E2
R 2] 1 Zi| 1] 2
Ry| 3] 2 Zo| 8| 4

Wieviele Einheiten von R; werden insgesamt zur Produktion von einer Einheit von Ej;
bendtigt, 1,5 = 1,27

Weitere verwandte Fragestellungen:

Wieviele Rohstoffe bendtigt man zur Herstellung von 100 Ey und 200 FEo?

Wieviele Einheiten von Ey und Es kann man aus 1000 R, und 2000 Ry herstellen?
Mathematische Hilfsmittel:

Matrizenrechnung und lineare Gleichungssysteme.

Definition 9.2 (Matrix) FEin rechteckiges Zahlenschema aus m Zeilen und n Spalten
heifst m x n-Matrix.

a1y a19 oo Qp

ao1 a9 Ce Aop
A =

Am1 Am2 ... Amp

Die a;; € R heissen Elemente der Matrix. Der erste Index ¢ beschreibt die Zeile und
der zweite Index j die Spalte. Kurzschreibweisen: A = (a;j)mxn = (@ij).
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9 Lineare Gleichungssysteme

Spezielle Matrizen:

Eine Matrix mit m = n heifit quadratische Matrix.
Die Elemente aqq,...,a,, heissen dann Diagonalelemente.
Die quadratische Matrix

1 0 0

0 1 0
I=

0 0 1

mit

{1, i =,
Aij = .
0, i#j7,

heifft Einheitsmatrix (Identititsmatrix).

Eine Matrix mit nur einer Zeile oder Spalte heifit Vektor und wird mit kleinen fetten
Buchstaben beschrieben.

Eine n x 1-Matrix mit nur einer Spalte heifit Spaltenvektor:

X1

X2

Ty
Eine 1 x n-Matrix mit nur einer Zeile heif3t Zeilenvektor:

XI(.Tl Ty ... l’n)

Beil Zeilenvektoren trennt man die Zahlen oft durch Kommata:

X = (1, T, ..., Tp).

9.2 Rechenoperationen

Operationen fiir Matrizen:
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9 Lineare Gleichungssysteme

Transponieren:

Durch Vertauschen von Zeilen und Spalten von A = (a;;)mxn erhélt man die n x m-
Matrix AT = (a;;)pxm, also

a1 ao21 ... Ami
AT 12 A29 ... QAm2
A1p A2 ... Amn

Diese heifit transponierte Matrix von A.

Beispiel 9.3

1 4
1 2 3

A= = AT = 2 5
4 5 6

3 6

Addition von Matrizen:

Die Summe A + B der Matrizen A = (a;;)mxn und B = (b;j)mxn erhélt man durch
Addition der einzelnen Elemente

ay +bnn ap+bie ... ap, +bi,

Ao + b1 age +by ... ag, + by
A+B=

am1 + bml Am2 + bm2 coo Qmp + bmn
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9 Lineare Gleichungssysteme

Beispiel 9.4
1 4 1 2 2 6
A=12 5. B=1]1 3 = A+B=]3 3

3 6 1 4 4 10

Differenz von Matrizen:

Die Differenz A — B der Matrizen A = (a;j)mxn und B = (b;j)mxn, erhilt man durch
Subtraktion der einzelnen Elemente

air —bnn  ap—biz ... ay — b,
A_B-— agp — b1 Az — by ... ag, — by,
1 —bm1 Q2 —bme o0 G — b
Beispiel 9.5 Beispiel:
1 4 1 2 0 2

Multiplikation mit einem Skalar:

Ist ¢ € R eine reelle Zahl (ein Skalar), so bezeichnet man mit cA die Matrix, deren
Elemente alle das c-fache der Elemente der Matrix A sind.

Ca11 c12 ... CQip

Ca21 CQoa ... CQop
cA =

CQm1 Clpmo ... CAmp
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9 Lineare Gleichungssysteme

Beispiel 9.6

1 4 2 -8
A=|9 5 = =2A=|_4 10
3 6 6 —12

Rechenregeln:
e (A+B)+C=A+(B+C);
e A+B=B+A;
o (c+d)A =cA +dA;
e ¢(A+B)=cA+B;

o (A+B)T = AT + BT,

9.3 Matrizenmultiplikation

Das Produkt zweier Matrizen A und B wird nicht elementweise definiert!

Wir definieren zunéchst als Vorbereitung das so genannte Skalarprodukt zweier Vek-
toren, das zwei Vektoren ein Skalar, also eine reelle Zahl zuordnet.

Angenommen, ein Unternehmen produziert 3 Produkte, und die produzierte Menge sei
beschrieben durch den Produktionsvektor

x = (1, %2, 23) = (10,15,5)
und die Preise pro Einheit der Produkte seien beschrieben im Preisvektor
p= (Pl,PQ,P?,)T = (5,4, 6)T-
Dann betridgt der Umsatz
U =x1py +x9py +x3p3 =10-54+15-445-6 = 140.

Definition 9.7 (Skalarprodukt) Seien x undy zwei (Spalten-)Vektoren der Linge n,
so definieren wir das Skalarprodukt

XTy =ZT1Y1 + TaYa + ... + TplYn.
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9 Lineare Gleichungssysteme

Eine Anwendung: Beschreibt x = (1,2, ..., 7,)T die benétigte Menge eines Rohstoffes
zur Produktion der Zwischenprodukte Zy,...,Z, und 'y = (y1,¥2, .- -, yn)? die bendtig-
ten Mengen der Zwischenprodukte zur Herstellung eines Endproduktes, so ist

XTY =T1Y1 + ToYo + ... + TpYn.

die benotigte Menge des Rohstoffes zur Herstellung des Endproduktes.

Seien nun zwei Produktionsmatrizen gegeben, die angeben, wieviel der Rohstoffe Ry, ..., R,,
benotigt wird zur Herstellung der Zwischenprodukte 71, ..., Z,, bzw. wieviel der Zwi-
schenprodukte bendtigt wird zur Herstellung der Endprodukte E, ..., [,.

Seien die zugehorigen Matrizen A = (a;)mxn und B = (bij)nxp-

Dann benétigt man zur Herstellung des Endproduktes E; vom Rohstoff R; die Menge

Cij = Z ik ;-
k=1
Die zugehorige Matrix C nennen wir das Matrizenprodukt von A und B.

Definition 9.8 (Matrizenprodukt) Sei A = (a;j)mxn €ine m x n-Matriz und B =
(bij)nxp €ine n x p-Matriz. Dann ist das Matrizenprodukt C = AB die m x p-Matriz

C= (Cij)mxp mit
n
Cij = E ik ;-
k=1

Bemerkung 9.9 Die Anzahl der Spalten von A muss gleich der Anzahl der Zeilen von
B sein.

Beispiel 9.10

0 1 1 01 2
1 010

A=1]1 92|,B= =C=AB=1|3 o 3 4
1 01 2

2 3 50 5 6

Falk’sches Schema zur Matrizenmultiplikation:
B

A | AB
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Beispiel 9.11

—_
)

10

—_
e}

1 2

Falk’sches Schema:
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9 Lineare Gleichungssysteme

Beispiel 9.12 FEs sei
Az(l 1 1) und B= |1

Dann ist

111
AB:<3) und BA=11 1 1

1 11

Falk’sches Schema fiir AB:

85



9 Lineare Gleichungssysteme

bzw. fiir BA
111
111 1 1
111 1 1
111 1 1
Beispiel 9.13 FEs sei
1 2 0 1 2
A= und B =
3 4 210
Dann ist
4 3 2
AB = und BA nicht definiert!
8 7 6
Beispiel 9.14 FEs sei
5 2 1 -1
A= und B =
-1 3 3 4
Dann ist
1 3 6 —1
AB = und BA =
8 13 11 18

Es gilt also im allgemeinen AB # BA!

Beispiel 9.15 Es sei

2 -4 8 4
A= und B =

-4 8 4 2
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Dann st

AB =

Es gibt also Matrizen A # 0, B # 0 mit AB = 0!

Rechenregeln der Matrizenmultiplikation:

(AB)C = A(BC);

(cA)B = A(cB) = ¢(AB);

e A(B+C)=AB+ AC;
e (A+B)C=AC+ BC;
e AT=TA =A;
e AO=0A =0;

e (AB)” = BTAT.

Beispiel 9.16 FEin Zulieferer produziert Zwischenprodukte Zy, Zo aus Rohstoffen Ry, Ro,
und ein Endproduzent fabriziert dann aus den Zwischenprodukten Zy, Zy die Endprodukte
FE., Es. Die folgenden Tabellen beschreiben, wieviele Finheiten jeweils zur Produktion
bendtigt werden:

Zl ZQ El E2
R 2] 1 Zi| 1] 2
Ry| 3] 2 Zo| 8| 4

Wieviele Einheiten von R; werden insgesamt zur Produktion von einer Einheit von Ej;
bendtigt, 1,5 = 1,27

Gegeben sind die Produktionsmatrizen
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Gesucht ist das Matrizenprodukt C = AB. Es gilt

und c;; gibt an, wieviele Einheiten des Rohstoffes R; zur Produktion von einer Finheit
von E; bendtigt werden. Fiir das Endprodukt Ey wird z.B.

172, || 2Ry | 3R,
3Zs || 1Ry | 2R;
SRy | IR

bendtigt.
Wieviele Rohstoffe ben6tigt man zur Herstellung von 100 £; und 200 FE,?

Es seir = (ry,r2)T der Vektor, der die eingesetzte Menge der Rohstoffe beschreibt, und
p = (p1,p2)T der Vektor, der die produzierte Menge von Ey und Ey beschreibt. Dann gilt
der Zusammenhang

r = Cp,
R I HEEREE pr|  [eup + Ci2D2
T2 Co1 C22 D2 C21P1 + C22P2
Fiir p = (100,200)7 erhdlt man
1 5 8 100 2100
T9 E 9 14 200 E 3700

Wieviele Einheiten von E; und E; kann man aus 1000 R; und 2000 R, her-
stellen?

Es qilt
r=Cp,
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und gegeben sind

5 8 7 1000
C = und r =

9 14 T 2000

Gesucht ist p = (p1, p2)T mit
r = Cp.
77
Ausgeschrieben bedeutet dies: wir suchen die Losung von
op1  +8py = 1000,
9p1  +14py, = 2000.
Dies ist ein sogenanntes lineares Gleichungssystem, das wir ldsen miissen.

Deshalb wollen wir uns nun mit einem systematischen Verfahren beschdiftigen, wie man
solche lineare Gleichungsysteme lost.

9.4 Lineare Gleichungssysteme

Definition 9.17 (Lineares Gleichungssystem) Die Gesamtheit der (mit und ver-
kniipften) linearen Gleichungen

a11T1 +aioxy +... Faipr, = bl,
a1  +apry +... +anr, = by,
Am1T1 +amaTa + ... +FCmnZn = bp.
heifst lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Variablen xy, ..., x,, falls

die Koeffizienten a;; und b; alle reelle Zahlen sind. Sind alle b; = 0, so heifit das System
homogen, sonst inhomogen.

Setzen wir
a1y a2 ... Qp T bl
a1 99 ... Qop ) bg
A = s X = s b —= s
m1 Am2 ... Gmp T bm
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9 Lineare Gleichungssysteme

so lautet das LGS in Matrizenschreibweise einfach

Ax =b.
Die Losungsmenge des LGS ist die Menge aller Vektoren x mit Ax = b.
Beispiel 9.18 Gegeben sei das LGS

2.1’1 +3.§L’2 :5,
2{L‘1 +3ZE2 = 6.

Dieses LGS hat offensichtlich keine Ldsung!

2x1 +3x2 =35, 2x1 +3x2=06

Beispiel 9.19 Gegeben sei das LGS

X1 —QI‘Q :3,
21‘1 —4372 = 6.

Ist xo = a mit einer beliebigen reellen Zahl a € R und r1 = 2a+ 3, so erhdlt man immer
eine Losung des LGS. Also ist jeder Vektor

2a+ 3

mit a € R eine Losung. Dieses LGS hat unendlich viele Losungen!

90



9 Lineare Gleichungssysteme

x1 -2x2 =3, 2x1 —4x2 =0
—0.5 -
/'/
7
/"/
///’
—1- B
-
-1 ‘54/‘/
"’ 1
,,-"{
/
o 2
/‘//
7
) 5]
—2 -1 0 1 2
Beispiel 9.20 Gegeben sei das LGS
Ty —To2 = 3,
T +x9 = 5

Dieses LGS hat die eindeutige Losung x1 = 4,19 = 1.

3, xI +x2=75

x1-x2
-
., 5}
-,
e
4 T
T
-
2
= [}
—£
~
-2 L
-
P
»

Satz 9.21 Ein lineares Gleichungssystem Ax = b hat entweder

e keine Lisung,
e genau eine Ldsung, oder

e unendlich viele Lésungen.
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9.5 GauB-Algorithmus

Der Gauf-Algorithmus ist ein allgemeines Verfahren zur Losung von linearen Gleichungs-
systemen.

Idee: Forme das LGS solange dquivalent um (ohne die Losungsmenge zu dndern), bis
die Losung offensichtlich abzulesen ist!

Die Losung ist offensichtlich abzulesen, wenn

gilt. Dann gilt also x1 = by, x5 = by, .. .!

Was sind erlaubte dquivalente Umformungen?

Folgende Zeilenumformungen dndern die Losungsmenge nicht:

1. Multiplikation einer Zeile mit einer Konstanten ¢ # 0:

Die beiden folgenden Gleichungssysteme haben die gleiche Losung:

21‘1 —2372 :6,

1 +xy = 5.
Ty —Xo2 = 3,
1 +xy =

(Multiplikation der ersten Zeile mit ¢ = 1/2.)
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2. Vertauschen zweier Zeilen:

Die beiden folgenden Gleichungssysteme haben die gleiche Losung:

xry +xr9 = 5,
Ty —Xo2 = 3.
1 —T9 = 3,
1 +xy = 5.

3. Ersetzen einer Zeile durch die Summe von dieser und dem c-fachen einer
anderen Zeile:

Die beiden folgenden Gleichungssysteme haben die gleiche Losung:

X1 +l‘2 == 5,

Ty —Xo2 = 3

I +l‘2 == 5,
—2.1'2 = —2.

(Subtraktion der ersten Zeile von der zweiten.)

Satz 9.22 Die Losungsmenge eines LGS Ax = b dndert sich nicht bei folgenden Zei-
lenumformungen.:

1. Multiplikation einer Zeile mit einer Konstanten ¢ # 0.

2. Vertauschen zweier Zeilen.

3. Ersetzen einer Zeile durch die Summe von dieser und dem c-fachen einer anderen
Zeile.
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Beispiel 9.23 Bestimme die Lisungsmenge des LGS

21‘1 —2372 :6,

T +Zo = 5.
Losung: Dividieren der ersten Zeile durch 2 ergibt

1 —T9 :3,

xry +xr9 =

Damit hat das LGS in der ersten Zeile als ersten Koeffizienten a1, = 1. Subtrahieren
der ersten Zeile von der zweiten liefert

ry —X2 :3,
2[[’2 =2.

Damit hat das LGS in der zweiten Zeile den Koeffizienten as; = 0 bei xy.

Division der zweiten Zeile durch 2 liefert

ry —X2 :3,

X2

und damit hat die zweite Zeile schon die gewtinschte Form xg = by.
Addieren der zweiten Zeile zur ersten liefert schliesslich

T = 4,

i) :1,

und damit haben wir das LGS umgeformt auf die Form Ix = b und konnen direkt
ablesen, dass es die eindeutige Losung x1 = 4, 19 = 1 besitzt.

Allgemeine Vorgehensweise des Gauf3-Algorithmus:

e Bringe die Matrix A durch erlaubte Zeilenumformungen zunéchst auf obere Drei-

ecksform
a;i; a2 @13 ... Qaip
0 Q92 Q923 ... Q92pn
A =
0 0 asz ... Qazpn
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e Bringe die Matrix A durch erlaubte Zeilenumformungen dann auf Diagonalform

Wie bringt man die Matrix auf Dreiecksform?

Bringe die Matrix A durch erlaubte Zeilenumformungen zunéchst auf die Form

1 a12 a3 ... Qip
0 929 23 ... QA9pn
A= 0 azg A33 ... AQzsp
0 Am2 Am3 ... Qmnp

Dies geschieht durch folgende Schritte:

1. Dividiere die erste Zeile durch aq;. Falls a;; = 0, so tausche erste Zeile vorher mit
einer Zeile ¢ mit a;; # 0. Falls fiir alle Zeilen a;; = 0 gilt, so hat das LGS unendlich viele
Losungen der Form x? = (¢,0,...,0) im Falle b = 0 und keine Lésung im Falle b # 0.

2. Subtrahiere nun fiir ¢ = 2,3, ..., m von der i-ten Zeile das a;;-fache der ersten Zeile.

Beispiel 9.24 Betrachte das LGS

3.1’1 —|—9.T2 +121‘3 224,
2[[’1 +9l‘2 +14l‘3 :25,

51’1 +12.T2 +18.T3 = 39.
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Dividiere erste Zeile durch 3 und erhalte als neue erste Zeile

X1 +3l‘2 +4ZL‘3 = 8

Ziehe nun das 2-fache davon von der 2. Zeile und das 5-fache davon von der 3. Zeile ab.

Dies liefert das dquivalente Gleichungssystem

T +3.§L’2 +4.§L’3 = 8,
319 +6SL’3 = 9,
—3ZL‘2 —2ZL‘3 = —1.

Im néchsten Schritt eliminiert man nun auf die gleiche Weise die Koeffizienten ass, a4s, . . .

unterhalb der Diagonale aus der zweiten Spalte, um eine Matrix der Form

1 a2 a3 au ... ap,
0 axp axy axy ... ag
0 0 a3z az4 ... Q3p
A =
0 0 43 Qqq ... Q4p
0 0 am3 Qua ... QAmn
zu erhalten,
dann die Koeffizienten ays, ass, . . ., a,,3 unterhalb der Diagonale aus der dritten Spalte,

Beispiel 9.25 (Fortsetzung) Aus

I +3ZL‘2 +4ZL‘3 = 8,
319 +6SL’3 = 9,
—3xy —2x3 = —1.
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erhdlt man durch Division der zweiten Zeile durch 3 und Addition der zweiten Zeile zur
Dritten bereits die Dreiecksform

I +3l‘2 +4ZL‘3 :8,
T2 +2.§L’3 :3,

4.’,173 = 8.

Durch Einsetzen von unten nach oben kann man daraus dann die Lisung erhalten: hier
ergibt sich die eindeutige Losung

l‘3:2, ZL‘2:—1, T = 3.

Wie erhalt man nun aus der Dreiecksmatrix

ai; G2 @iz ... Qip
0 92 Q23 ... QApn

A=
0 0 ass ... QAgpn

durch Zeilenumformungen die Matrix

Allgemeine Vorgehensweise: (fiir den Fall m = n)
Eliminiere spaltenweise von rechts nach links die Eintrége oberhalb der Diagonale. Dies
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9 Lineare Gleichungssysteme

ergibt zunéchst

a;x G2 a13 ... dip-1 0
0 o2 Q23 ... a2 n—1 0
0 0 ass asnp—1 0
A= ,
0 0 0 ceo Op_1n-1 0
0O 0 0 0 1
dann
ay; Qa2 aiz ... 0 0
0 929 @A23 ... 0 0
0 0 as3 0 0
A= ,
0O 0 0 10
0O 0 0 0 1
u.s.w.

Beispiel 9.26 (Fortsetzung) Aus
I +3l‘2 +4ZL’3 = 8,
T2 +2.§L’3 :3,
4.’,173 = 8.

erhdlt man durch Division der letzten Zeile durch 4 sofort die Gleichung x3 = 2. Zieht
man diese Gleichung nun 2-mal von der zweiten Zeile und 4-mal von der ersten Zeile
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9 Lineare Gleichungssysteme

ab, so erhdlt man

T —|—3372 = 0,
i) = —1,
xr3 = 2.

X1 - 37
i) = —1,

r3 = 2.

Rechenschema:
Um Schreibarbeit zu sparen, schreibt man iiblicherweise die Matrix A und den Vektor
b in eine gemeinsame Matrix

(a])

getrennt durch einen senkrechten Strich, und verzichtet auf die Variablen x4, ..., x,. Aus
31‘1 +9l‘2 +12l‘3 = 24,

2[[’1 +9l‘2 +14l‘3 = 25,

51’1 —|—12SL’2 +18.T3 = 39

wird also in Kurzschreibweise

3 9 12|24

2 9 14125

5 12 18139
Die obige Rechnung sieht dann folgendermaflen aus:

3 9 1224

2 9 14125

5 12 18139
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9 Lineare Gleichungssysteme

Beispiel 9.27 Betrachte das LGS

=
1 3 4| 8
0O 3 6] 9
0 -3 —2|-1
=
1 3 418
01 2|3
0 0 4|8
<~
1 307 0
01 0]-1
00 1| 2
=
10 0] 3
01 0]-1
0 0 1] 2
&S 11 =3, 19 =—1, x3=2.
r1 + 22y + 3wz = 4,
51 + b6xy 4+ Trs = 8,

91‘1 + 101‘2 + 11[[’3 = ]_2
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Zieht man die erste Gleichung 5-mal von der zweiten und 9-mal von der dritten Glei-
chung ab, so erhdlt man

1+  2my +  3x3 = 4,
—4ry — 8x3 = —12,
—8372 — 16.1’3 = —24.

Daraus ergibt sich im ndchsten Schritt

ry + 2372 -+ 3373 = 4,

To + 233‘3 = 3,

Das LGS
ry + 2372 -+ 3373 = 4,

hat unendlich viele Lésungen/
Man kann fiir x3 eine beliebige Konstante a € R einsetzen, und erhdlt dann

ry + 21‘2 + 31‘3 = 4,

To + 2.1’3 = 3,

T3 = Q.
Riickwdrts einsetzen liefert
Ty + 215 + = 4 —3a,
To = 3—2a,
Tr3 = a.
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und schliesslich

1 = —2+a,
To = 3 — 2a,

T3 = a.

Also st fiir jedes a € R der Vektor

—2 1
X= 3 | ta | -2
0 1

eine Losung des LGS.
Die Menge dieser Vektoren bildet die Losungsmenge des LGS.

Beispiel 9.28 Betrachte das LGS
201+ 3xy 4+ 2x3 = 4,
—2x9 + 3x3 = 2,

2l‘1 + To + 51‘3 = 7

Zieht man die erste Gleichung von der dritten Gleichung ab, und dividiert die erste durch
2, so erhdlt man

X1 + %IL‘Q + Tr3 = 2,
—2x9 + 3z3 = 2,
—QI‘Q + 31‘3 = 3
Zieht man nun die zweite Gleichung von der dritten ab, so erhdlt man
T+ S+ oz = 2

—2x9 + 3wy = 2,
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9 Lineare Gleichungssysteme

Dieses lineare Gleichungssystem hat keine Losung!

Losungsverhalten von linearen Gleichungssystemen:

Gegeben sei ein inhomogenes lineares Gleichungssystem
Ax=Db

mit b # 0.

Das Losungsverhalten kann man ablesen, wenn man mit dem Gauf-Algorithmus die
Matrix A auf Dreiecksform umgeformt hat.
Erhalt man eine Matrix mit echter Dreiecksform

ay; a2 ... Qaip
0 o2 ... Qop

A= ,
0 ... 0 au

so hat das lineare Gleichungssystem eine eindeutige Losung.
Erhalt man als Dreiecksform

a1 aio2 ... A1m - A1n bl
0 a2 ... Aoy ... Aon bQ
(Alb) = :
0 O A, mn | bm
0 O 0 . 0] O

so hat das lineare Gleichungssystem unendlich viele Losungen, da man fiir die Variablen
Tma1, -« - Tn, noch n —m Variablen frei wahlen kann.
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9 Lineare Gleichungssysteme

Erhalt man als Dreiecksform

ai; aig ... A1m - Q1np b1
0 29 ... aom .- Qon, b2
(A[b) = 7
0 0 Amm Qmn bm
0 0 ... 0 ... 0|bwn

mit b,,,1 # 0, so hat das lineare Gleichungssystem keine Losung!

0.6 Inverse einer Matrix

Definition 9.29 Se: A eine quadratische n X n-Matriz. Gibt es eine n X n-Matriz B

mait
AB =BA =1,
so heifit B Inverse von A. Man schreibt dann
B=A"

Bemerkung 9.30

1. Falls die Inverse B = A~ existiert, so ist sie eindeutig, denn angenommen, es ist
C = A~! cine weitere Inverse, dann gilt

B =1IB = (CA)B = C(AB) = C.

2. Es qibt quadratische Matrizen, die keine Inverse haben, z.B.

10
A =
0 0
Es gilt
1 0 b11 612 bll b12
= 7£I
0 0 ba1  boo 0 O

fiir jede beliebige Matrixz B.
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9 Lineare Gleichungssysteme

Anwendung zur Losung von linearen Gleichungssystemen:

Hat A eine Inverse A~!, so ist x die Losung des LGS Ax = b genau dann wenn
x=Ix=A"1Ax = A"'b,

also wenn

x = A"'b.

Dies ist hilfreich, wenn man viele Gleichungssysteme l6sen will, die sich nur in den
rechten Seiten unterscheiden.
Wie berechnet man die inverse Matrix?

Wir miissen die Matrizengleichung

AX =1
16sen. Dazu schreiben wir
X= ( X1 | Xo Xn )
als n Spaltenvektoren X1, X, ..., X, und ebenso die Einheitsmatrix I als die n Einheits-

vektoren e, es, ..., e, mit
e; = (0,...,0,1,0,...,0)T.
Dann gilt AX =1 genau dann, wenn
Ax;=e; firallei=1,...,n.

Wir miissen also das Gleichungssystem

Ax = e;
fir alle © = 1,...,n l6sen. Dies macht man simultan, indem man alle rechten Seiten
gleichzeitig mitfiihrt:
ay; a2 ... Qip 1 0 ... 0
a91 A29 ... QA9p 01 ... 0
(A]I) =
Apl Ap2 v Gpp |0 0 ... 1
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9 Lineare Gleichungssysteme

Beispiel 9.31 Wir berechnen die Inverse der Matriz

2 -1 1
A= 8 -5 2
~11 7 -3

Wir erhalten also das Ldsungsschema

(A]L) = 8 -5 2|0 10

-1 7 =3(0 0 1

-1 7 =3]0 0 1

1 =5 5] 500
“lo -1 —2/-410
0 5 315 01
1L =5 3| 3 00

DO [
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Also hat die Matriz

2 —1 1
A= 8 —5 2
—11 7 —3
die Inverse
1 4 3
Al =
=1 2 5 4
1 -3 =2
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10 Elementargeometrie

Basierend auf [SG94].

10.1 Das rechtwinklige Dreieck

Es soll im Folgenden nur das rechtwinklige Dreieck betrachtet werden. Die dem rechten
Winkel gegeniiberliegende Seite heifit Hypotenuse, die anderen beiden Seiten heiflen
Katheten.

Abbildung 17: Rechtwinkliges Dreieck

Am rechtwinkligen Dreieck gelten die nachfolgenden Sétze:

Satz 10.1 (Satz des Pythagoras) Im rechtwinkligen Dreieck ist die Fliche des Qua-
drates diber der Hypotenuse gleich der Summe der Fldchen der Quadrate iiber den Ka-
theten:

a®+b* =2

Satz 10.2 (Kathetensatz) Im rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat iber eine Ka-
thete flichengleich dem Rechteck aus der Hypotenuse und der Projektion dieser Kathete
auf die Hypotenuse:

ad=p-c, V¥=gq-c

Satz 10.3 (Hohensatz) Im rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat tiber der Hohe auf
der Hypotenuse flichengleich mit dem Rechteck aus den Hypotenusenabschnitten:

h?=p-q.

10.2 Seitenverhidltnisse am rechtwinkligen Dreieck

Abbildung 18: Rechtwinkliges Dreieck
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Die dem Winkel a gegeniiberliegende Seite a wird als Gegenkathete von a bezeichnet,
die Seite b als Ankathete. Fiir den Winkel (3 ist b die Gegenkathete und a die Ankathete.
Mit diesen Bezeichnungen lassen sich Sinus, Kosinus, Tangens und Kotangens wie folgt
erkléren:

) Gegenkathete ) a
Sinus von « = —— bzw. sina = —;
Hypotenuse c

) Ankathete b
Kosinusvon « = —————  bzw. cosa = —;
Hypotenuse c

T Gegenkathete N a
angens von @« @@= —————— bzw.tana = —;
& Ankathete b’
Ankathete b

Kotangens von « = ——— bzw. cota = —.
Gegenkathete a

Diese Verhiltnisse hdangen nur vom Winkel a ab. Mit § = 90° — a gelten folgende
Beziehungen:

b

sinf = - = sin(90°—a«a) = cosaq;
c
a

cosf = — = cos(90°—«a) = sinaq;
c
b

tanf = — = tan(90°—«a) = cota;
a

cot 3 :% = cot(90° —a) = tana.

Mit Hilfe des Satzes von Pythagoras erhélt man:

@ B a4 b

Sin2a~|»(3052a:§ g— 02 :]_,
a2 V+a: 2 1
l+tanloo =14+ — = —— — _ = .
" +b2 b2 b2 cos?a’
v¥ooat+? 2 1
1 t2a=14+— = _ ¢ _ .
+ cot” « + o2 22 2 sila

Anstatt den Winkel ¢ anzugeben, kann man auch eine entsprechende Bogenlinge x im
Einheitskreis (Umfang 27) angeben

™

~ 1800

T

- .

Winkel im Gradmafl | 360° | 270° | 180° | 90° | 60° | 45° | 30° | 0°

Winkel im Bogenmafl | 27

[NJ[eN]

109
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Einige Werte der Winkelfunktionen fiir spezielle Winkel:

sin «v COS ¢ tan o cot o

1 1
02 0° 5\@ =0 5\/21 =1 0 nicht definiert
T A 1 1 1 1 1
—=30°| =vV1=~= =3 3= 3
6 2\/_ 2 2\/_ 3\/_ V3 V3
VISEN 1 1
— = 45° —/2 —/2 1 1
4 2\/_ 2\/_
T A 1 1 1 1 1
— = 60° —/3 -1 == 3 -3 =—
3 2\/_ 2\/_ 2 V3 3\/_ V3
T A 1 1 . .
5= 90° 5\/4_1 =1 5\/6 = 0 | nicht definiert 0

10.3 Trigonometrische Funktionen

Definition 10.4 Als trigonometrische Funktionen oder Winkelfunktionen be-
zeichnet man die Funktionen sinx, cosx, tanz, cotzx.

Funktion Definitionsbereich Wertebereich
f(z) =sinzx D=R W =[-1,1]
f(z) = cosx D=R W =[-1,1]

f(z) =tanz =22 | D =R\{Z + kr, ke Z} | W =R

f(z) =cotx =<2 | D=R\{kr, keZ} W=R

Abbildung 19: sinz und cosx
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Es gelten folgende Zusammenhénge

sinx = sin (x + 27), cosx = cos (z £ 2m),

1 1
cos T = sin (az+§7r), sin x = cos (l’—ﬁﬂ'),
. 1 1 .
sin x—§7r = —CosT, COS :c+§7r = —sinux,

sin (—x) = —sinz, cos(—z) = cosz.
Symmetrie | Periode Nullstellen
sinz | ungerade 2m xy =k, ke Z
T
cos T gerade 2m T =g +km, keZ
tanx | ungerade s x =k, keZ
T
cotx | ungerade T T =g +km, keZ

10.4 Sinus- und Kosinussatz

Die beiden folgenden Séatze ermdglichen es, Berechnungen an einem allgemeinen Dreieck
(kein rechter Winkel mehr) durchzufiithren (y = v, + 72):

C
b Y2 | M
a
N
a B
A q c p B

Abbildung 20: Allgemeines Dreieck

Satz 10.5 (Sinussatz) Mit den Bezeichnungen des Bildes gilt:

a b c

sina  sin3  siny

Dieser Satz kann verwendet werden, wenn in einem Dreieck zwei Winkel und eine Seite,
die nicht an beide Winkel angrenzt, oder zwei Seiten und ein nicht von beiden Seiten
eingeschlossener Winkel gegeben sind.
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Satz 10.6 (Kosinunssatz) Mit den Bezeichnungen des Bildes gilt:

a2

b2

62

Dieser Satz kann verwendet werden, wenn in einem Dreieck drei Seiten (SSS) oder zwei

b + % — 2bccos a;
a’ + 2 — 2accos 3;

a’ +b* — 2abcos .

Seiten und der von ihnen eingeschlossene Winkel gegeben sind (SWS).

10.5 Additionstheoreme

Es gibt eine Vielzahl von Beziehungen zwischen den trigonometrischen Formeln, von

denen hier nur einige angegeben werden sollen.

sin(x 4+ y) = sinx cosy =+ cos x sin y;

cos(x + y) = cosz cosy F sinxsiny.

Beweis: (nur fiir cos(z % y))

Ausgehend von Abbildung 20 setzen wir 7, = x, 7, = y und somit v = x + y.
Nach dem Kosinussatz gilt mit a® = p* + h2, b*> =¢* + h%, 2= (p+q)?

2ab cos y

Damit folgt

COS 7y

Insgesamt gilt also:

a4+ b -

PP+ +h:—(p+q)
PP+ 0 - —2pg - p?
2h% — 2pq

COS Y1 COS Y2 — Sin 71 sin ¥s.

cos(x +y) = cosx cosy — sin x sin y.

Aufgrund von Symmetrie gilt:

cos(z — y)

cos x cos(—y) — sin z sin(—y)

Cos T cosy + sinxsiny
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Weitere Beziehungen sind:
sin 2z = 2sinx cos

cos 2z = cos’ x — sin’ x

t +t
tan(z & ) = anz * tany

1 Ftanztany

Fiir weitere Additionstheoreme sei auf die Literatur verwiesen.
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11 Komplexe Zahlen

Zu Grunde liegt Kapitel 5 der zweiten Auflage ([CDDO06]).
Die komplexen Zahlen erweitern den Zahlenbereich der reellen Zahlen derart, dass auch
Wurzeln negativer Zahlen berechnet werden kénnen. Nun sollen diese etwas genauer
eingefiithrt werden, wobei auf die algebraischen Hintergriinde verzichtet werden soll. Im
Folgenden soll lediglich gezeigt werden, wie man mit komplexen Zahlen rechnet.
Hintergrund ist folgende Problemstellung: Welche Zahl ergibt mit sich selbst multipliziert
17 Eine offensichtlich Losung ist 1, aber auch -1 16st diese Problemstellung, d.h. (—1) -
(—1) = 1. Es existiert aber keine offensichtliche Losung fiir 22 = —1, welche man
aber wegen der Vollstdndigkeit haben mochte. Somit haben sehr einfache quadratische
Gleichungen wie

¥ +1=0

keine reelle Losung mehr. Mit Hilfe der komplexen Zahlen 148t sich jedoch eine Losung

angeben:
1 =V —1, To = —V —1

Fiir v/—1 wihlt man das Symbol 7, und somit ist 2 = —1.
7 nennt man auch imaginére Einheit.

Definition 11.1 z = a + bi mit a,b € R heifit komplexe Zahl.
zZ=a — bi heifit die zu z konjugiert komplexe Zahl.
a heifst Realteil (a = Re(z)) und b Imagindrteil (b = Im(z)).

Bemerkung 11.2 Zwei komplexe Zahlen sind gleich, wenn sie sowohl in Realteil als
auch in Imagindrteil ibereinstimmen:

a1 +bii=as+byi & a;=ax N b =bs.

11.1 Rechenoperationen mit komplexen Zahlen

Mit komplexen Zahlen rechnet man wie mit reellen Zahlen. Somit ergibt sich fiir die
Addition zweier komplexer Zahlen:

21+ 22 = (a1 + b1i) + (az + bai) = (a1 + az) + (by + by)i.
Analog ergibt sich fiir die Subtraktion:

21 — 22 = (ag + 1) — (ag + boi) = (a1 — az) + (by — by)i.
Fiir die Multiplikation gilt nach den iiblichen Rechenregeln fiir reelle Zahlen:

2179 = (a1 + bli)(az + bzl) = a1a2 + alei + blazi + blbgiz
a1a9 + CleQi + CLlei + ble
= Qa1a9 — b1b2 + (a1b2 + agbl)’i.
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11 Komplexe Zahlen

Um den Quotient zweier komplexer Zahlen zu berechnen, erweitert man den Bruch mit
der konjugiert komplexen Zahl des Nenners:

ﬁ (a1 + bli)(az — bgl) . (CL16L2 -+ blbz) -+ (CLle — ale)i

Z9 N (CLQ + bgi)(ag — bQZ) N a% + b%

und erhélt so wieder eine komplexe Zahl z

N a1as + blbz a261 — a162 .
a3 + b3 a3 + b3

Beispiel 11.3 Seien z; = 2 — 3i und zo = 3 + 21 zwei komplexe Zahlen.

1.2 =2+3i, % =3—2i;
2. 01+ 2=02-3i)+B+2)=2+3)+(-3+2)i=5—1;
3o —2=(2-3i)— (3+2i)=(2-3)+(=3—-2)i=—1-—>5i;
4o 2129 =(2-3—(-3)-2)+(2-2+(-3)-3)i=(6+6)+ (4 —9)i = 12 — bi;
5.
n 2-3i  (2-30)(3—2i)
2 342 (3420)(3—20)
(23 -(=3)(=2) +(2-(=2) +(=3) - 3)i
32_|_22
 (6—6)+(—4-9)7 13
- 13 T3 T

11.2 Die GaulBBsche Zahlenebene

Um reelle Zahlen vorstellbar zu machen, kann eine Zahlengerade herangezogen werden.
Man kann komplexe Zahlen in der Ebene (Koordinatensystem) veranschaulichen, der
Gauflschen Zahlenebene. Dabei tragt man den Realteil von z auf der z-Achse und
den Imaginérteil von z auf der y-Achse auf. Komplexe Zahlen sind also Punkte in der
Gauflschen Zahlenebene. Die konjugiert komplexe Zahl z geht dann durch Spiegelung an
der z-Achse aus der Zahl z hervor (sieche Abb. 21). Addition und Subtraktion komplexer
Zahlen lassen sich mittels Vektoraddition graphisch darstellen (siehe Abb. 22 und Abb.
23).
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Im(z
b :z:a+bz’
S 0
‘ "a
‘T =a—bi

Abbildung 21: Komplexe Zahlen in der Gauschen Zahlenebene

z21 + 29

Abbildung 22: Addition komplexer Zahlen

Im(z)

21

Abbildung 23: Subtraktion komplexer Zahlen
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Definition 11.4 Der Betrag von z ist definiert durch |z| = va? + b> und entspricht
dem Abstand des Punktes vom Ursprung des Koordinatensystems in der Gaufischen Zah-
lenebene (Satz des Pythagoras).

Beispiel 11.5 |z;| = V22 +32 = 4+ 9 = /13, |2| =32 +22 = /13;

11.3 Polarkoordinatendarstellung der komplexen Zahlen

Diese Darstellung der komplexen Zahlen besitzt Vorteile in der Multiplikation und Divi-
sion. Ein Punkt P der Zahlenebene ist auch durch Angabe seiner Polarkoordinaten,
also des Abstandes » vom Ursprung O und der Angabe des Winkels ¢, den OP mit der
positiven reellen Achse gegen den Uhrzeigersinn einschliefit, eindeutig beschrieben. D.h.
wenn man nur den Winkel ¢ (vgl. Zeichnung) und den Betrag einer Zahl z kennt, kann
man mit trigonometrischen Funktionen den Real- und den Imaginérteil von z ausrech-
nen:

Re(z) =1 -cos(¢); Im(z) =r - sin(¢p)
Im(z)

T P
7 sin(¢)

i
|
(G |
rcos(¢)

Abbildung 24: Darstellung mittels Polarkoordinaten

Re(z)

Also ist z =71 cos(¢) + 1 - sin(¢) - i = r - [cos(¢p) + i - sin($)]. Der Radius r = |z| und
das Argument ¢ = arg(z) sind die Polarkoordinaten der komplexen Zahl z und arg(z)
ist bis auf Vielfache von 27 eindeutig bestimmt. Man schrénkt ¢ meist auf das Intervall
(—m, 7] ein, also —1 < ¢ < 7w z # 0. Der Zahl 0 liele sich jedes beliebige Argument
¢ zuordnen. Zum Zwecke einer eindeutigen Darstellung kann dieses beispielsweise auf 0
festgelegt werden.

Dies fithrt mit Hilfe der Eulerschen Identitét (letzte Gleichheit) auf die sogenannte Po-
larkoordinatendarstellung der komplexen Zahlen:

z=a+bi =r(cos¢+ising) =re,
wobei

D
xT xn
=D,
n!

n=0
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fiir x € C. Hierbei werden folgende wichtige Eigenschaften beibehalten:

24w

e w

=e e
e =
e

z

LN

1
0
() =
fiir alle z,w € C. Mit Hilfe der Polarkoordinatendarstellung lasst sich die Multiplikation
komplexer Zahlen in der Zahlenebene folgendermaflen berechnen:

2129 = (11"97)(ree'?) = 71(cos ¢y + i sin ¢1)ra(cos ¢y + i sin ¢)

= T1T2(C08(¢1 + ¢2) + i(Sin(le + ¢2))

= riree’®1te2)

Fiir den Beweis werden die trigonometrischen Additionstheoreme oder die Potenzgesetze
benétigt.

11.4 Eigenschaften der komplexen Zahlen
Satz 11.6 Seien z, z1, 2o € C. Dann gilt:

1.
21+ 22 = 21 + 2o,
Z122 = 21 22,
Z=2z
z2=2Z & z€R,
arg(z) = —arg(z);
2. .
Re(z) = (= +3)
—1
Im(z) = —(z—2);
3.
2| = [z| = V2%
4.
Re(z) < |z
Im(z) < |z|;
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2| =0 < z=0 (Definitheit);
|z122] = |z1]|22| (Homogenitit);

|21 + 22| < |z1| + |22| (Dreiecksungleichung).

Beweis: Bis auf die Dreiecksungleichung lassen sich alle Eigenschaften sehr leicht veri-
fizieren. O

Folgerung 11.7 Sei
f(2) ::Zakzk:O, ar €R, k=0,...,n, n €N,
k=0

ein komplexwertiges Polynom mit reellen Koeffizienten. Dann gilt:
flz0) =0 & [f(7)=0

Beweis:

0=0 = f(2)
n
= Zakzg
k=0
n _
= Zakzg
k=0
n _
= Za_kzg
k=0
n
= Zakz_ok
k=0

= f(%)

In C gilt der sogenannte Fundamentalsatz der Algebra:

Satz 11.8 Jedes komplexe Polynom der Form
f(z):Zakzk:O, ar€C, k=0,...,n, neN,
k=0

hat in C mindestens eine Nullstelle (und zerfallt damit véllig in Linearfaktoren).
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Somit sind alle Gleichungen vom Typ

n
Zakzk =0, ap € C,n € N,

k=0

losbar.
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12 Der binomische Lehrsatz

Zu Grunde liegt Kapitel 3 der zweiten Auflage ([CDDO06]).

12.1 Satze und Definitionen
Definition 12.1 (Fakultit) Sein € Ny. Die Zahl

Hz’

i=1
heifst n! (lies: n-Fakultdt).

Beispiel 12.2
5!=1-2-3-4-5=120

Definition 12.3 (Binomialkoeffizienten) Seien n,k € Ny. Unter dem Binomial-
koeffizienten (Z) versteht man die Zahl

n

I i

i=n—k+1

k!

Beispiel 12.4
5

N oedlt o3ias
3 3! 1-2-3

Satz 12.5 (Eigenschaften der Binomialkoeffizienten)
Seien n, k € Ny.

1. Es gilt:

2. Firn <k ist

3. Firn >k gilt die Darstellung

und die Symmetriebedingung
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12 Der binomische Lehrsatz

4. Fs qilt:

Beweis:

1. Die Eigenschaft folgt direkt aus der Definition der Binomialkoeffizienten.
2. Fiir n < k ist einer der Faktoren im Zahler 0.

3. Firn > k ist

n _ di=n—k+1
k) k!

<inﬁk+1 z) (n — k)l
K — )]

n!

kl(n — k)

Es folgt

<Z) * (k ' 1) - k!(nni PIRRCE 1)!(2!— K1)

B nl(k +1)! nl(n — k)!
Rk + D! n—k)! (k+ DI (n—k—1)!(n—k)
nl(k +1) nl(n — k)

(k+ Dl (n—Fk)!  (k+1)l(n—k)!
nl(k+1+n—k)
(k+ 1)l (n — k)!
nl(n+1)
(k+1Dln+1—-Fk—-1)!
(n+1)!
(k+ DN ((n+1)— (k+ 1)

B n+1
- \k+1)
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12 Der binomische Lehrsatz

Satz 12.6 (binomischer Lehrsatz) Seien a,b € R, n € Ny. Dann gilt:

(a+b)" = i (?) aib,

1=0

Folgerung 12.7

Beweis:

Man kann die Binomialkoeffizienten sehr iibersichtlich im sogenannten Pascalschen
Dreieck anordnen:
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12 Der binomische Lehrsatz

Um die Werte in diesem Pascalschen Dreieck zu berechnen mufl man nicht die Binome
berechnen, sondern addiert die jeweils dariiber stehenden Zahlen folgendermafen:

Zusammen mit dem binomischen Lehrsatz kann man so z.B. sehr schnell (a + b)®
berechnen:
(a+b)® = a® + 5a*b + 10a®b* + 10a®0* + 5ab* + 1°.
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13 Losungen der Ubungsaufgaben

13.1 Lo6sungen zu Kapitel 1

1. Geben Sie an, ob es sich bei folgenden Satzen um Aussagen handelt oder nicht.
Bestimmen Sie gegebenenfalls den zugehorigen Wahrheitswert.

a) Wie geht es Dir? (nein)

b) Eine Zahl ist durch 6 teilbar, wenn sie durch 2 und durch 3 teilbar ist. (w)
c) Mathematik ist dreimal so schon wie Latein. (nein)

d) Die Winkelsumme in einem ebenen Dreieck betrégt 100 Grad. (f)

2. Gegeben seien die folgenden Aussagen:
p: Die Firma S stellt billige Mobel her.
q: Der Absatz verringert sich.
Schreiben Sie die folgenden Aussagen in der Formelsprache:

a) Wenn die Firma S billige Mobel herstellt, verringert sich der Absatz.
p—4q
b) Die Firma S stellt billige Mobel her, aber der Absatz geht nicht zuriick.
pA(=g)
c) Wenn der Absatz zuriickgeht, stellt die Firma S keine billigen Mobel her.
q— (-p)

d) Es stimmt nicht, dal der Absatz genau dann zuriickgeht, wenn die Firma S
billige M&bel herstellt.

—(q < p)
e) Der Absatz geht dann und nur dann zuriick, wenn die Firma S teure Mobel
herstellt.
q < (=p)
3. p,q,r seien Aussagen: p und ¢ seien durch eine wahre und r durch eine falsche

Aussage ersetzt. Bestimmen Sie unter dieser Voraussetzung den Wahrheitswert
der folgenden Aussagen:

a) (pAg) A (=)
(WA ANw=w
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13 Lésungen der Ubungsaufgaben

b) p—(qV(-r))

w— (wVw)=uw
¢)p—(p—4q)

w— (w—w)=w
d) (=p)V(¢g—r)

fVvw—f)=f
e) PVg Alger)

(wVw)A(w f)=f

f) =p—(qV(=q))

f=(wVf)=w

4. Geben Sie die Wahrheitswerte der folgenden Aussagen an, wenn p und ¢ durch
wahre Aussagen und r und s durch falsche Aussagen ersetzt werden:

a) (pA(mg) Vr
(wAf)Vf=TF
b) (pVaq) A (=s)
(wVw)A(w)=w
c) ((p) =) —s
(f—w)—=f=T
d) ((=p) = s) Vg
(f=flvw=w
e) ((kp) = r)V(sAr)
(f o NVIUIN)=w
f) (p—q) —s)—r
(w—w)—=f)= f=w
5. Beweisen Sie die Distributivgesetze der Aussagenlogik mittels Wahrheitswerteta-
bellen:
pVi(gAr) < (Vg nlpVr)
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13 Lésungen der Ubungsaufgaben

pla|r|anr|pVa|pVr|ipV(gAr) | (pVaA(pVr)
wiwlw| w | w | w w w
wlw|fll f | w | w w w
wl flwl| f | w | w w w
wiflf] f | w ]| w w w
flolw| w | w | w w w
flw| | f | w S S f
flflw| f [l w S f
FLryr 7 f S S f

pA(qVr)e (A V(pAT)

plag|r|agVvr|ipAglgAr|ipA(gVvr)|(pAg)V(pAT)

wliwlw| w | w | w w w
wlw| f| w | w | f w w
wliflw| w | f | w w w
w| f1f) S f f f f
flw|w]| w f f f f
flw] [ w f f f f
flfjw| w f f f f
FLrpr) f f f f

6. Denksportaufgaben
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13 Lésungen der Ubungsaufgaben

a) Was macht Paul, wenn die folgende Aussage wahr ist:

,Es ist unrichtig, dafl Paul nicht die Aufgaben macht oder dafl Paul im Garten
arbeitet.

p: macht die Aufgaben, ¢: arbeitet im Garten
~(pVag)=pA(-g) =w
Also: Paul macht die Aufgaben und arbeitet nicht im Garten.

b) Tante Katharina und Tante Maria unterhalten sich: die eine trinkt Kaffee, die
andere i3t Schokolade. Was macht Tante Maria, wenn die folgende Aussage
wahr ist:

»Es ist falsch, dafl Tante Maria Kaffee trinkt oder nicht Schokolade ifit.*
p: Kaffee trinken, ¢: Schokoladen essen
pVia)=f e p=f q=f
Also: Tante Maria i3t Schokolade.
c) Wie heifit die Zahl z, fir die folgendes gilt?
x ist eine gerade Zahl.
x ist kleiner als 12 oder eine Quadratzahl.
x ist eine Quadratzahl, oder x ist nicht kleiner als 12.
x ist nicht gerade, oder x ist kleiner als 12.
p: gerade Zahl, ¢: Quadratzahl, r: x < 12
p=w
rVg=w
qV(-r)=w
(p)Vr=w & r=w
V() =w)g=w
Also ist = eine gerade Quadratzahl kleiner 12. x = 4.

7. Verneinen Sie die folgenden Aussagen:

Ve >0 3 ng € Nsodall Vn > ng gilt: |f, — f]| <e¢

—(Ve >0 3 nyg € Nso da Vn > ng gilt: |f,, — f| <¢)
& Je>0VnyeNso,daBl In > ng gilt: |f, — f| > ¢

Ve >039 >0, soda Vo € D mit |x — zo| < gilt: |f(z) — f(z0)] <€

—(Ve >030 >0, sodal Vo € D mit |x —zo| <9 gilt: |f(z) — f(z0)] <€)
& Je>0Vi>03zx €D |x—xo| <dgilt: |f(z) — f(zg) >

128



13 Lésungen der Ubungsaufgaben

8. Beweisen Sie direkt: Das Quadrat einer ungeraden natiirlichen Zahl ist ungerade.

n* = (2k +1)* = 4k> + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1

9. Beweisen Sie indirekt:

3r—4
Ve, 0 <x <oo: a > —1
2z +4
3r —4
dr, O0< o< : < -1
. TS0 20 +4
3r —4 < _1
20+4
3r—4 < —2x—4
3r+2x < —4+4
e < 0
zr < 0

Widerspruch zur Voraussetzung, dafl 0 < x < oo gelten muf.

10. Beweisen Sie induktiv:
a) 20421 422+ 4 2n=2ntl ]
IAn=0:20=1=2-1=2"-1/
I.V.: Die Behauptung gilt bis n: 20 + 2t 4 ... 27 =27+l ]
[S.:n—n+12z 2042 420 4ol = onflfl 1 —9on¥2

20 2t onpontl = (2042t 4 4 2m) 42t
— 2n+1_1+2n+1

9. 2n+1 -1
2n+1+1 - 1 — 2n+2 o 1

2n+1)(n+1)n

6
(2-1+1)é1+1)-1:1 y

I.V. Die Behauptung gilt bis n: 12+ 22+ ...+ n? =

b) 12 +22+3°4+ ... +n =

[An=11=1=

2n+1)(n+1)n
6
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13 Lésungen der Ubungsaufgaben

2 _ (2n+3)(n+2)(n+1)

ISsn—n+1lzz: 12422+ ... +n’+(n+1) G

P+ . 4+nP+n+1)? = (2n+1)6(n+1)n+(n+1)2
(2n+1)(n+ 1)n+ 6(n + 1)
6
(m+1)(2n+1)n+6(n+1))
6
(n+1)2n*+ T +6) (n+1)(2n+3)(n+2)

6 6

13.2 Lo6sung zu Kapitel 2
1. Sei B =1{0,1}. Bestimmen Sie B> = B x B x B.

(Bemerkung: Man erhélt damit die Antwort auf die Frage, welche verschiedenen
Binérzahlen ein Dreibit-Computer darstellen kann.)

B* =1{(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0), (1,1,0),(1,0,1),(0,1,1), (1,1,1)}

2. Sei S = {«, B, v}. Bestimmen Sie P(S) und die Anzahl der Elemente von P(S)
(1.Z. [P(9)]).

P(S) = {0, {a}, {8} {7}, {e, B}, {o, v} {8 7}, {e, 8.7} }
P(S)| =8 =2% =25
Bemerkung: Fiir jede endliche Menge M gilt: |P(M)| = 2/M!

3. Seien A, B und C' Mengen. Beweisen Sie:

a) ANBCA
Seire ANB = x€ANzxeB = ANBCA
b)) ACANB N BCBNA = A=B
VeeA:x€eANzreB = z€B = ACB
VeeB:xeBANreA = €A = BCA
= A=B
c) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
Seize AN(BUC) = 2z€A AN (xeB VvV zel)
= €A NzeEB V zeANzelC = z€(ANB)UANCQC)
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4. Untersuchen Sie die folgenden Funktionen auf Surjektivitit, Injektivitdt und Bi-
jektivitat:
a) f:R—R, f(x) =23
Surjektiv, injektiv, bijektiv
b) f:R—R, f(x)=a*
Weder Surjektiv, noch injektiv noch bijektiv
¢) [rR—R2 f(z)=2"
Surjektiv, aber nicht injektiv und nicht bijektiv
d) f:R2* - R2" f(x)=2"
Surjektiv, injektiv, bijektiv

e) f:R\{0} — R\{0}, f(z) = —

Surjektiv, injektiv, bijektiv

5. Untersuchen Sie die folgenden Funktionen auf Monotonie:
a) f:R—R, f(x)=2x—-3
Geradengleichung mit positvier Steigung also streng monoton steigend.
b) f:R—R, f(x)=—22>
Nach unten gedffnete Parabel, also auf (—oo, 0] streng monoton steigend und
auf [0, 00) streng monoton fallend.

¢) [ R—=R, f(z)=222+1
Nach oben geoffnete und nach oben verschobene Parabel, also streng monoton
fallend in (—o0, 0] und streng monoton steigend in [0, 00)

6. Untersuchen Sie die folgenden Funktionen auf Symmetrie:
a) f:R—-R, f(z)=x+1
fz)=x+1# —z+ 1= f(—x) also nicht symmetrisch.
fe)=z+1# —(—x+1) =2 —1= —f(—=x) also nicht antisymmetrisch.
b) f:R—R, f(z)=22>+1
f(x) =222 +1=2(—2)*>+ 1= f(—=x) also symmetrisch.

Q)RR f(z)= 2t
f(x) = %:ﬁ‘ ;( r)* = f(—x) also symmetrisch.
d f:R— ]R f(z) =a° — 23
flx) = 23 # (—x)® — (—23) = —2® + 2® also nicht symmetnsch
flx) = x5 -3 = —((—2)° - (—2)3) = —(—x +23) = 2% — 23 also antisym-
metrisch
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13.3 Lo6sungen zu Kapitel 3

1. Schreibe als Potenzen:
1 1 1
R s R

b) —(b—a)(a—0b)(a—10)
(a —b)* = a® — 3a®b + 3ab® — b*
¢) —(a%)(a’h)(a) (o)

—(a2a*a?

a’a*a®) = —a®

bt
2. Berechne
a) (=271)
1
8

b) 18(a —1)> —3(1 —a)® — 15(a — 1)3 + 4(1 — a)® + 3(1 — a)?
(18 = 15)(a —1)* = 11(1 —a)®* = 3(a—1)*+4(1 —a)®
= 3(-1)*(1 —a)®>+4(1 —a)®
= 3(1-a)P+4(1-a)P=(1-a)?

am+1 b:v+3al3:v71 b:l:+3

C
) am—2b3—maxbm+1
am+1 b:v+3 a317 1 b:v+3 a:v+lal3:v71 bm+3 bm+3

at—2p3—zgrphr+l at2qrp3—zphr+l
a4a:b2az+6
=Ty
a4a:b2a: bG
T
a2a:b2$ b2

a2

_ a2a2mb2b2m — (ab)2(x+1)

a5x—2y a4x+y
T T
5z—2y a4:v+y a5x72ybm71
prr s R T e
a5xa72ybmb71
b Tatray

b5m a3y
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an+1ba}—1 +anbaﬂ +an—1baﬂ+1

e) an—Zba:—l
aanrlb:vfl + anb:v +anflb:v+1 aanrlbmfl anbm alnflberl
qn—2pr—1 T gn—2pr—1 + qn—2pz—1 + qn—2pz—1

aab®b~! ab* aa"1b%b
ana—ZbJ:b—l ana—beb—l ana—beb—l
a’® + a®b + ab®

()6

3\ 4\ 37247 23 3
4 3 472373 3243 4

3. Mache den Nenner Wurzelfrei

x(2r? — 427)
5 2

— 8xVr?2 — 2

re—2=x

x(2r? — 42?) PV e z(2r? — 42?) B (8zv/12 — 22)\/12 — 22
2 _ 42 v 2 _ 42 JrZ — 12
x(2r? — 42?) — 8x(r? — 2?)
r2 — g2
2x(r? — 222 — 4r? + 42°)
rZ — g2
22(22% — 3r?)

T

3

4. Berechne
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—

3 /
5 4 5
\/CL3 a2\ adVad = a3\/ a2y /a8a3/4

— 3 a3\ a2/ a35/4
— v a3V a2a35/@5)
— vadvVata /A

q3%/(83) — ,13/8 _ /13

5. Die franzosische Gréfin Elisabeth-Angelique de Beauteville verwitwete im Alter
von 20 Jahren. Thr Gatte, der Gouverneur Sanslisse, liebte sie sehr und hinterlief3
folgendes Testament:

Im ersten Jahr nach seinem Tode wird der Witwe ein Goldstiick ausgezahlt, wenn
sie nicht wieder heiratet, im zweiten zwei Goldstiicke, im dritten vier usw., also
in jedem Jahr doppelt so viele Goldstiicke wie im Vorjahr, vorausgesetzt sie bleibt
unverheiratet. Die Gréfin lebte noch 69 Jahre und heiratete nicht wieder. Wie viele
Goldstiicke héatte sie erhalten miissen?

1424...4208=29_1~59.10%
Goldstiicke erhalten miissen.

6. Berechnen Sie:

a) log, 49 =«
=49 & =2
b) logy s 3_12
1
log, 5 3 = x
. 1
0.5 = )
1\* 1
(5) - =
2¢ = 32
r = 9
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1
¢c) Inz=—
2

1

lnz = -

2

1

1 = =

og, 5

el = g

7. Berechnen Sie mittels der Logarithmengesetze und bestimmen Sie den Giiltigkeits-
bereich:

a’b?
1 bl
a) logyg g
2b3
logg R 108;10(“2173) —logyg ¢
c
logyo a” +1ogob* —log,, ¢
= 2logga+ 3log,yb —log;,c
(a2 — 1?)?
b) loglo W Vor. |a\ > |b‘
(a2 — b?)? (a2 — b?)?
o810~ = 1080 (e 1
CL2 _ b2

B
0g10 CL2 + b2

logyo(a — b)(a + b) — logy(a® + b?)

log,o(a — b) + log,,(a + b) — log,o(a® + b*)

8. Man nehme ein Blatt Papier der Dicke 0,1 mm und falte es 40 mal. Welche Dicke
hétte es dann? Wie oft miiffite man es falten, um einen Papierstapel von der Erde
bis zur Sonne (8 Lichtminuten, Lichtgeschwindigkeit 300000 km pro Sekunde) zu
erhalten?

Die Dicke des Papieres nach 40-maligem Falten betrégt
0.1 mm - 2% ~ 109951 km

Die Entfernung zur Sonne berechnet man zu ngefiahr 144 Mio. km und hat daher
die Gleichung
1077 km - 2° = 144 - 10° km
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zu 16sen. Man erhilt durch Multiplikation mit 107 km~! und anschlieBendes Lo-
garithmieren

r = log,144-10"
log,, 144 - 1013
logy 2
log,, 144 + log,, 1013

logyo 2
2.158 + 13

0.301
~ 50.359

13.4 Lo6sungen zu Kapitel 6

1. Losen Sie die folgenden Ungleichungen:

a) 8t —3<2r+9

8r—3 < 2x+9 1+

6x < 12 | 1
1 1

x < 2 -1+

b) (32 + 1)(2x — 1) < (52 — 3)(2x — 1)
1
3r+1)(2x —1 5r —3)(2x — 1
(3z 4+ 1)( ) < | ) ) 1\

62—z —1 < 1022 —11z+3 \
A2 +10r—4 < 0 | ‘

5
x2—§x+1 >0 1 N

—14
1
.CU<§ vV oz >2 o
) 2x—2<
C
2+ 2
x# —1
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g)

1. Fall z < —1:

20— 2 > 4x+4
—2r > 6

r <
2. Fall x > —1

20— 2 <
—2r < 6
r >

r<-3 V z>-1

4o — 1 —
3(4x )212_2(437 5)
z—1 z—1
x#1
3(4x — 1) 19 2(4x — 5)
r—1 - r—1
2020—13_12 > 0
r—1

2 4+5r>T7r+3

2 —2r—-3 > 0
r>3 N x<-—1

222 —6x +4 < 6x — 12

22 —6x+4 < 6x—12
202 — 122416 < 0

22 —6x+8 < 0
z € [—2,4]

5
x2—2x—|—1>§x—1

137




13 Lésungen der Ubungsaufgaben

5
1‘2—21‘+1 > 51‘—1 \ | /

9
x2—§x+2 > 0 5

1
:c<§ AN >4 =

h) 8(z —2) > 20

3z —7
— 3=

20

8<x_2)_:c+1

—3x—-7)>0, x#-1

1.Fall: . +1 <0

8(z* —2x—2)—20-3(2*-6x—-7) < 0
82 —8r — 16 —20 — 32 + 18z +21 < 0
522 +10x —15 < 0

2?4+2r—-3 < 0

Li={z] -5<x< -1}
2. Fall: x+1>0
22 4+2—-3>0
Ly={x |z >3}

z+3
1—=x
1.Fal: x > 1, A =z > —3:

i)

‘>3x7é1

31—z < |z+3
-3(1—2) < z+3
2z <

<

2. Fall: 2 > 1, AN o < -3
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3.Fall: x <1, N <=3

31—2z) < —x—3
6 < 2z
3 < =z
ng(b

4. Fall: x <1, N x> -3

31—z) < z+3
0 < 4x
Ly=(0,1)

j) B—z|<2—]|z -5
k) [T =2 =zl =1
L.Fal: 1 —|2—|z|]| =1

L—[2—fzf] =1

N 2=zl =0
& 2 = |z|

le{_272}
22 Fall: 1 -2—|z||=-1¢& 2=12— |z
a)2— |z =2 & |z|=0

Ly = {0}
b)2—|z|=-2 & |z|=4

ng{—4,4}

L=1I,ULyULs={—4,-2,0,2,4}
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