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Vorwort

In der Erforschung ihrer Grundlagen hat sich die Informatik seit langem mancher
Teilgebiete der mathematischen Logik bedient. Durch die Entwicklung neuerer Anwen-
dungen wie Expertensysteme und Logik—Programmierung hat die Logik einen neuen
und wichtigen Stellenwert in der Informatik erhalten. Ziel dieser Vorlesung ist, durch
Vermittlung von Resultaten und Methoden der mathematischen Logik ein Verstdndnis
solcher Anwendungen zu ermdoglichen.
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Einleitung

Als Informatiker stehen wir vor der Entscheidung, uns mit Logik — genauer, mit
mathematischer Logik — zu beschiftigen, also werden wir uns zunichst nach dem
Anliegen dieser Wissenschaft und ihrer Bedeutung fiir die Informatik fragen:

Was ist das Anliegen von Logik {iberhaupt?

Sie ist jedenfalls nicht die Wissenschaft vom richtigen (logischen) Denken, wie die Schule
von Port Royal zu Beginn der Neuzeit lehrte. Wie Menschen denken, ist eine Frage, die
etwa von der experimentellen Psychologie beantwortet werden kann. Logik ist aber keine
Erfahrungswissenschaft, ihre Sétze sollen ja wie die der Mathematik unabhéngig von
Experimenten gelten. Eine verbreitete Auffassung ist die, dafl

Logik die Lehre von den Schliissen zur Herleitung allgemeingiiltiger Sach-
verhalte ist,

wobei die kursiv gedruckten Begriffe noch zu definieren sind. Interessant ist hierbei vor
allem die Form der Schliisse und weniger der Inhalt des Arguments. Betrachten wir
hierzu das

Beispiel 0.0.1 1. Alle Menschen sind sterblich. Sokrates ist ein Mensch. Also ist
Sokrates sterblich.

2. Alle Kaninchen sind rot. Sebastian ist ein Kaninchen. Also ist Sebastian rot.
Beide Schliisse sind von der gleichen Gestalt:

Alle A sind B. S ist ein A. Also ist S ein B.

Die Wahrheit oder Falschheit der in einem Schlufl auftretenden Préamissen und
Konklusionen interessiert den Logiker nicht. Er m6chte wissen, ob der Schluf3 korrekt ist.
Wie das folgende Beispiel zeigt, ist es hierbei niitzlich, einen vorgegebenen Schlufl zu
formalisieren und in Elementarschliisse zu zerlegen:

Wenn Manfred Aktien jener AG kauft, dann erhilt er viel Dividende,
falls der gegenwirtige Direktor jener AG von seinem Posten abgelost wird.
Manfred wird sich kein Haus bauen, falls er viel Dividende erhilt und falls er
heiratet. Wenn Manfred im Sommer nicht nach Marokko fihrt, dann wird er



heiraten und sich ein Haus bauen. Falls also Manfred Aktien jener AG kauft,
dann fahrt er im Sommer nach Marokko, wenn der gegenwiértige Direktor
dieser AG von seinem Posten abgeltst wird.

Ubung 0.0.1 Zeige durch geeignete Formalisierung, daf dieser Schlufl korrekt ist.

Ziel der Logik ist es also auch, geeignete Methoden zur Formalisierung sprachlicher
Sétze zu finden, so daf} die logische Struktur des Satzes leicht an seiner Formalisierung
abgelesen werden kann, und Systeme von Elementarschliissen anzugeben, aus denen sich
alle Schliisse einer vorgegebenen Familie von Schliissen aufbauen lassen.

Was ist das Anliegen der mathematischen Logik?

Zum einen ist es die Anwendung mathematischer Methoden in der Logik, z.B. bei der
Untersuchung der Syntax und Semantik der in der Logik behandelten formalen Sprachen
oder der schon genannten Systeme von Schlufiregeln.

Zum anderen ist es die Untersuchung der Grundlagen der Mathematik, z.B. der
Widerspruchsfreiheit von mathematischen Theorien, der Beweisstédrke von Systemen von
Axiomen und Schlufiregeln.

Anlafl zur Untersuchung der logischen Grundlagen ihrer Wissenschaft war fiir die
Mathematiker die Entdeckung von Widerspriichen in der (naiven) Mengenlehre zu Beginn
dieses Jahrhunderts, welche die sogenannte Grundlagenkrise ausltste.

Ist R(x) eine Eigenschaft, so erlaubt das Komprehensionsaxiom

IMVz(z € M < R(x))

die Zusammenfassung aller mengentheoretischen Objekte x mit der Eigenschaft R zu
einer Menge M. Betrachtet wir nun die Eigenschaft

R(x) > x ¢ x,

so gibt es also die Menge

Fragen wir, ob M € M oder M ¢ M, so gilt aufgrund des Komprehensionsaxioms
MeM+ Mé¢ M.

Das heifit also, es ist sowohl M € M wie auch M ¢ M. Dies ist die Russellsche Antinomie.
Sie zeigt, dafl die ,,naive” Mengenlehre widerspruchsvoll ist. Nun gut, kénnten wir sagen,
was ist so schlimm daran? Eine schon in der scholastischen Logik bekannte Schlufiregel
besagt, dafl aus einem Widerspruch jede Aussage folgt:

A,-A
B

,ex falso quod libet“.

Fine mathematische Theorie aber, in der jede Aussage ein Satz ist, ist von keinem
besonderen Interesse.

Als Ausweg aus der schon erwidhnten Grundlagenkrise sind nun verschiedene Mo-
difikationen der Mengenlehre vorgeschlagen worden, so daf§ (hoffentlich) keine neuen
Widerspriiche auftreten konnen. Andererseits ist aber die mathematische Gemeinschaft
aufgeriittelt worden, {iber ihre Methoden nachzudenken. Moglicherweise treten auch in
anderen wichtigen Theorien, wie etwa der Analysis, Widerspriiche auf. Um das mathe-
matische Vorgehen auf ein sicheres Fundament zu stellen, hat Hilbert, der damals als
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eine Art Papst unter den Mathematikern galt, vorgeschlagen, die Sprache der Mathe-
matik und vor allen die Beweise zu formalisieren und zu kalkiilisieren, derart daf} ein
Beweis ein endliches Objekt ist und mittels einer Maschine in endlich vielen Schritten
tiberpriift werden kann, ob ein vorgelegtes Objekt ein Beweis ist. Solche formalen Syste-
me sollten dann daraufthin untersucht werden, ob in ihnen widerspriichliche Aussagen
bewiesen werden kénnen (Hilbertsches Programm). Da Widerspriiche vor allem beim
allzu grofziigigen Umgang mit unendlichen Objekten aufgetreten waren, sollte diese
Reduktion aufs Endliche die Mathematik auf ein sicheres Fundament stellen. Wie spétere
Resultate von Godel (die Gédelschen Unvollstindigkeitssitze) gezeigt haben, 148t sich
das Hilbertsche Programm in dieser Allgemeinheit aber nicht durchfiithren.

Warum Logik in der Informatik?
Wir kénnten nun sagen, was geht das die Informatiker an, zumal deren Objekte, die
Daten und Programme, i.w. endlich sind. Anlaf} fiir das starke Interesse der Informa-
tiker an logischen Kalkiilen ist die Softwarekrise, die sich wegen der Zunahme von
kundenspezifischen VLSI-Chips zu einer Hardwarekrise ausweitet.

Nehmen wir an, wir sollen ein Programm p schreiben, welches zu gegebenem Datum
x einen Wert y berechnet, so dafl

R(z,y) .
R heifit dann die Spezifikation unseres Problems. Das Programm p wird also eine Funktion
fp berechnen, so daf§

Vo R(z, fp(x)) .

Hat p diese Eigenschaft, so heifit es korrekt. Ist unser Programm p recht klein, so
bereitet der Korrektheitbeweis keine Miihe. Anders sieht es aus, wenn wir es mit einem
unmfangreichen Programmpaket zu tun haben, das moglicherweise von vielen Personen
geschrieben worden ist. Hier ist sich bisher damit abgeholfen worden, dafl Programme
fiir verschiedene sogenannte kritische Werte getestet wurden. Dies ist aber kein Beweis:
Wir wissen dann streng genommen nur, dafy das Programm fiir eben diese Werte korrekt
arbeitet. Ausloser der sogenannten Softwarekrise waren kritische Fehlalarme in US—
militdrischen Angriffserkennung— und Abwehrprogrammen. Wir haben hier gesehen, dafl
die Testmethode zu unsicher ist, jeder Fehler kann einen Krieg auslosen. Andererseits
148t sich bei einem umfangreichen Softwarepaket der zugehorige Korrektheitsbeweis
nicht mehr mit Bleistift und Papier ausfithren. Hier mufl der Rechner eingesetzt werden.
Aus prinzipiellen Griinden 148t sich aber durch ein Programm nicht entscheiden, ob
eine gegebene Aussage beweisbar ist oder nicht. Es wurden daher Kalkiile entwickelt,
so dal die Korrektheit eines gegebenen Programmes vom Rechner im Dialog mit dem
Programmierer bewiesen werden kann. Dies ist aber insgesamt eine sehr aufwendige
Vorgehensweise: erst Programmentwicklung, dann Beweiserstellung. Wir méchten beide
Schritte kombinieren. Das ist das Ziel der Logikprogrammierung. Die Idee ist hierbei, mit
weitestgehender Rechnerunterstiitzung zu gegebenem z die Aussage

3z R(x, 2)
zu beweisen, und zwar so, dafl im Beweisproze ein Wert y gefunden wird und fiir ihn

R(z,y)
mitbewiesen wird. Dieser Wert y ist dann das gesuchte Resultat, und wir wissen, daf} es
der Spezifikation geniigt.
Im vorliegenden Buch sollen die Grundlagen dieses Ansatzes behandelt werden. Auf
dem Wege hierzu werden wir wichtige Resultate der mathematischen Logik kennenlernen.
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1 — Aussagenlogik

Einleitung

In der Aussagenlogik werden einfache Verkniipfungen — wie ,und“, ,oder“, ,nicht“ —
zwischen atomaren sprachlichen Gebilden untersucht. Solche atomaren Gebilde sind
etwa:

A = ,Paris ist die Hauptstadt von Frankreich“ B = ,Mause jagen Elefanten

Diese atomaren Bestandteile konnen wahr oder falsch sein (von der inhaltlichen Inter-
pretation wissen wir, dafl A wahr und B falsch ist). Gegenstand der Aussagenlogik ist es
nun, festzustellen, ob und wie sich solche ,, Wahrheitswerte“ der atomaren Bestandteile
zu Wahrheitswerten von komplizierteren sprachlichen Gebilden fortsetzen lassen, wie
z.B.

Aund B .

(Wir wissen, dafl im obigen Beispiel A und B falsch ist, da bereits B falsch ist.)

Wir interessieren uns also nur dafiir, wie sich Wahrheitswerte in komplizierteren
Gebilden aus den Wahrheitswerten der einfacheren Gebilde ergeben. In diesen Unter-
suchungen wird letzlich ignoriert, was die zugrundeliegenden inhaltlichen Bedeutungen
der atomaren Gebilde sind; unser ganzes Interesse ist auf ihre Wahrheitswerte reduziert.
Falls z.B.

A = ,,Otto wird krank“ B = ,,Der Arzt verschreibt Otto eine Medizin“,

so ist es in der Umgangssprache durchaus ein Unterschied, ob wir ,,A und B* oder ,,B
und A“ sagen. Von solchen ,, Feinheiten* wollen wir uns hier befreien, indem wir alle
denkbaren atomaren Gebilde ohne eine inhaltliche Interpretation betrachten und mit
Ay, Ao, As, ... bezeichnen. Die Verkniipfungen, die wir im folgenden betrachten wollen,
sind die, welche auch in mathematischen Texten am haufigsten gefunden werden: , oder®,
yund,  nicht, jimpliziert” und ,genau dann, wenn“.

Syntax der Aussagenlogik

Wir wollen nun die Sprache der Aussagenlogik definieren. Hierzu geben wir zuerst das
Alphabet an.



1.3

6 Aussagenlogik

Definition 1.2.1 Das Alphabet der Sprache der Aussagenlogik besteht aus folgenden
Symbolen:

1. Verkniipfungen: —,V, A\, —, <>,
2. Klammern: ), (,

3. Propositionalzeichen: 1 (= Ay), Ag, As, ...

1 heifit das Falsum.

Die folgende induktive Definition aussagenlogischer Ausdriicke, Formeln oder auch
Aussagen genannt, beschreibt, wie aus elementaren Ausdriicken komplexe Ausdriicke
aufgebaut werden.

Definition 1.2.2 1. Jedes Propositionalzeichen ist eine Formel.

2. Sind «, 8 Formeln, so sind auch (—a), (aV 3), (@ A B), (o = f),
(o +» ) Formeln.

3. Nur die mittels der Regeln (1), (2) und (3) gebildeten Worter iiber der Sprache
der Aussagenlogik sind Formeln.

Da jede Formel aus Propositionalzeichen als Elementarbestandteilen aufgebaut ist,
heiflen diese zuweilen auch atomare Formeln. Eine Formel 3, die als Teil einer Formel «
auftritt, heiit Teilformel von a.

Beispiel 1.2.3 o = (—((45 A (-4s)) V Ag)) ist eine Formel und sdmtliche Teilformeln
von « sind:

a, ((As A (2Ag)) V Ag), (A5 A (—A4s)), (mAs), As, As, Ag .

Um die Klammerschreibweise etwas zu vereinfachen, wollen wir annehmen, dafl —
stiarker bindet als die anderen Verkniipfungen und —« statt (—«a) schreiben. AuBerdem
lassen wir in Zukunft die duleren Klammern einer Formel weg. Wir schreiben also

—((As A =As) V Ag) statt (=((As5 A (=4s)) V Ag)).

Induktive Definitionen

Die Art, in der wir definiert haben, was eine Formel ist, weicht etwas von der sonst in
der Mathematik iiblichen Definitionsweise ab. Wir haben gesagt, dafl es eine induktive
Definition ist. Jede solche Definition besteht aus drei Bedingungen (1), (2) und (3):

e In (1) werden die atomaren Elemente der zu definierenden Menge festgelegt.

e In (2) wird gesagt, wie aus Elementen dieser Menge weitere Elemente gebildet
werden konnen.

e In (3) werden die Elemente der Menge auf diejenigen eingeschrinkt, die entweder
in (1) aufgefithrt sind oder ausgehend von diesen sukzesssive geméfl (2) gebildet
werden konnen.

Wir wollen nun prézisieren, was hier gemeint ist, und sehen, dafl auf diese Weise
tatsdchlich eine Menge definiert wird.

Definition 1.3.1 Sei X eine Menge, F' eine Menge von Funktionen f : X" — X (n > 0),
und Y, Z C X.
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1. Z ist abgeschlossen unter F, falls fiir jedes f € F, sagen wir der Stelligkeit n, mit
Y1y, Yn € Z auch f(y1,...,yn) € Z ist.

2. Die Menge
IND(Y, F) = ﬂ {ZC X |Y C Z und Z ist abgeschlossen unter F' }

heifit die induktive Hiille von'Y unter F.
Satz 1.3.2 Sei X, Y und F wie oben. Dann gilt

e Y CIND(Y,F),
e Die Menge IND(Y, F) ist unter F' abgeschlossen, und

e fiir jede andere Menge Z C X, fiir die Y C Z und die unter F' abgeschlossen ist,
gilt, dafl IND(Y, F') C Z; d.h. IND(Y, F)) ist die kleinste solche Menge.

Beweis. Ubung. |

Nun kénnen wir die obigen Bedingungen (1)—(3) verstehen: (1) gibt an, von welcher
Menge Y wir die Hiille bilden wollen, (2) legt die Abschlubedingungen fest, und (3) sagt,
daB wir uns fiir die kleinste Y enthaltende und unter den in (2) genannten Funktionen
abgeschlossene Menge interessieren, d.h. fiir die induktive Hiille von Y unter diesen
Funktionen.

Ist X die Menge der Worter iiber dem Alphabet der Aussagenlogik, fiir a € X
sei fo(a) = (—a), und sind fy, fa, f—, und f., entsprechend definiert, so ist die
Menge der Formeln die induktive Hiille der Menge der Prépositionalzeichen unter
{f—‘7f\/7f/\7f—>7f<—>}'

Wollen wir zeigen, daf} alle Elemente einer induktiv definierten Menge eine bestimmte
Eigenschaft haben, so kann dies mittels Induktion iber den Aufbau getan werden. Wir
werden dieses Beweisprinzip im folgenden hiufig anwenden.

Satz 1.3.3 — Prinzip der Induktion Gber den Aufbau. Ist E eine auf IND(Y, F') definierte
Eigenschaft, so daf} gilt:

1. Jedes Element aus Y hat die Eigenschaft F,

2. Fiir alle f € F (n—stellig) folgt fiir alle y1,...,y, € IND(Y, F'), welche die Eigen-
schaft E haben, da auch f(yi,...,y,) die Eigenschaft F hat,

dann haben alle Elemente von IND(Y, F') die Eigenschaft E.

Beweis. Sei E = {z € X | E(z)}. Nach (1) ist Y C E. AuBerdem ist £ wegen der
Bedingung (2) unter F' abgeschlossen. Da IND(Y, F') die kleinste Y enthaltende, unter
F abgeschlossene Menge ist (Satz 1.3.2) folgt, dafl IND(Y, F') C E. D.h. alle Elemente
aus IND(Y, F') haben die Eigenschaft E. [ |

Bemerkung 1.3.4 Die Elemente einer induktiv definierten Menge IND(Y, F') sind ent-
weder atomar oder Entstehen durch Anwendung einer Funktion f € F auf Elemente

(yb .. ayn) € IND(K F)

Beweis. Trivial; Induktion iiber den Aufbau. |



8 Aussagenlogik

Es liegt also nahe, Funktionen auf induktiv definierten Mengen durch Rekursion
iiber ihren Aufbau zu definieren. Sei B eine Menge, h : Y — B und fiir jedes f € F
einer Stelligkeit n sei gf : B™ — B. Dann méchten wir eine Funktion h IND(YY,F) —» B
definieren, so daf}

>

(y) = h(y), firy € Y, und
h(f (s sum)) = gr (), - - h(yn)),

fiir alle f € F und y1,...,y, € IND(Y, F'). Dies geht aber nur, wenn jedes Element von
IND(Y, F') eindeutig in seine Bestandteile zerlegt werden kann.

Definition 1.3.5 IND(Y, F') heifit von Y und F frei erzeugt, wenn jedes y € IND(Y, F))
eindeutig in seine Bestandteile zerlegt werden kann, d.h., entweder y € Y ist oder genau
ein f € F mit der Stelligkeit n und genau ein Tupel (y1,...,y,) € IND(Y, F)" existieren,

sodaBy = f(y1,--,Yn)
Wie das folgende Beispiel zeigt, ist nicht jede induktiv erzeugte Menge auch frei

erzeugt. Sei X die Menge der ganzen Zahlen, Y = {0} und F' = {S, P}, wobei S die
Nachfolger— und P die Vorgiangerfunktion ist. Dann ist S(0) = P(S(S(0))).

Satz 1.3.6 — Prinzip der Rekursion iber den Aufbau. Sei IND(Y, F') von Y und F frei
erzeugt. Sei ferner h : Y — B und fiir jedes f € F' mit der Stelligkeit n gy : B" — B.

Dann gibt es genau eine Funktion h : IND(Y, F) — B, so daB

1. fiir alle y € Y ist h(y) = h(y),
2. fiir alle f € F der Stelligkeit n und alle y1,...,y, € IND(Y, F)

BF e syn)) = g7 (Ao hn)) -

Beweis. Der Beweis ist etwas abstrakt. Die Idee ist, das wir den Graph der gesuchten
Funktion als induktive Menge definieren kénnen. Sei I = IND(Y,, F),

Y ={(y.h(y)|yeY},

~

fiir jedes n-stellige f € F sei f: (I x B)" — (I x B) definiert durch

f((ylabl)a"'v(ynabn)) = (f(yla---ayn)v.gf(bla---abn))) s

und F = { f | feF } Betrachten wir nun G = IND(Y, F) C I x B. Wir wollen zeigen,

dafl G ein Graph, dafl heifit total und rechtseindeutig, ist. Dazu zeigen wir, zunéchst,
dafl

E={x € X |esgibt ein b mit (z,b) € G}

die Menge Y enthilt und unter F' abgeschlossen ist. Da (y, h(y)) € Y CGfiralleyeY,
ist auch y € E. Sei als néchstes f € F n-stellig und y1,...,y, € E mit y = f(y1,...,Yn)-
Nach Definition von E gibt es by, ..., b, so daB (y;,b;) € G fiir 1 <i < n. Da G unter f
abgeschlossen ist, ist (f(y1,...,yn), gf(b1,...,bn))) € G, also f(y1,...,yn) € E. Also ist

I C E, d.h. G ist total. Sei nun

D = {xz € X | es gibt hochstens ein b mit (z,b) € G } .
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Wie oben wollen wir zeigen, dafl D die Menge Y enthilt und unter F' abgeschlossen
ist. Sei hierzu y € Y und b,V so dafl (y,b), (y,b’) € G. Man sieht leicht, daB, da die
Menge I frei erzeugt ist, gelten muss, daB (y,b), (y,') € Y. Damit ist aber b = h(y) = V'
Also gilt Y C D. Sei nun y so dass es eindeutig bestimmte f € F und y1,...,y, € D
mit y = f(y1,...,yn) gibt. Da es jeweils hochstens ein b; mit (y;,b;) € G gibt es auch
héchstens ein b € B, némlich b = g¢(b1,...,b,), so daB (y,b) € G. Alsoist I C D, d.h. G
ist rechtseindeutig. Es ist ausserdem klar, daf§ die durch G definierte Funktion h:1— B
die gesuchten Eigenschaften hat. |

Wie wir schon gesehen haben, ist die Menge der aussagenlogischen Formeln die
induktive Hiille der Propositionalzeichen unter {f-, fa, fv, f—, fo }. Wir zeigen jetzt
noch:

Satz 1.3.7 Die Menge der aussagenlogischen Formeln wird von den Propositionalzeichen
und den Funktionen f-, fa, fv, f—, fo frei erzeugt.

Beweis. Sei fiir ein Wort « tiber der Sprache der Aussagenlogik Kl(«) die Differenz
zwischen der Anzahl der 6ffnenden Klammern ,,(“ in « und der Anzahl der schlieflenden
Klammern ,,)“. Durch Induktion iiber den Formelaufbau zeigen wir zuerst die folgende

Zwischenbehauptung. Fiir alle Formeln « und alle Prifize 8 von « ist KI(8) > 0.
Ausserdem ist KI(B) = 0 genau denn, wenn [ das leere Wort £ oder B = « ist.

Beweis der Zwischenbehauptung: Ist « ein Propositionalzeichen, so ist die Be-
hauptung offensichtlich wahr. Seien nun «j, as Formeln und sei « eine der Formeln
(man), (a1 Vag), (a1 A az), (a1 = az), (a1 <> az). Wir betrachten nur den Fall, dafl
a = (a0 Oag) mit O € {V,A, —,<>}. Der Fall a = (—ay) 148t sich analog behandeln.
Nehmen wir hierzu an, dafl die obige Behauptung fiir av; und as und die zugehorigen
Prifixe gilt. Dann ist Kl(«) = Kl(a1) + Kl(ag) = 0. Sei jetzt 8 ein Prifix von a. Dann
treten folgende Fille auf:

B ist Prifix von (ay. Dann ist f = € oder § = (/31 fiir ein Prifix §; von ay. Im
ersten Fall ist KI(#) = 0 und im zweiten aufgrund der Induktionsannahme KI(8) =
1+ KI(B1) > 1. Also folgt aus KI(5) =0, daBl 5 =e.

B ist Prifix von (a1 0w, aber nicht von (a;. Dann ist entweder § = (a1 und also
Ki(B) =1+ Kl(a1) = 1, oder es gibt ein Prifix f2 von as, so dafl f = (ap O fs. In
diesem Fall ist KI(5) =1+ Kl(an) + Kl(52) > 1.

Hiermit ist die Zwischenbehauptung bewiesen. Sei nun « eine Formel. Besteht o nur aus
einem Zeichen, so ist « ein Propositionalzeichen. Anderenfalls gibt es Formeln aq, as,
so daBl « eine der Formeln (—aq), (a1 V ag), (a1 A ag), (a1 — aw), oder (o > aw) ist.
Nehmen wir nun an, « liefe sich auch auf andere Weise aus Teilformeln aufbauen, d.h.,
es existiere eine weitere Formel o/ mit Teilformeln o, o, so dafl a = o/. Betrachten wir
zuerst den Fall, dafl o = (—«q). Da die Worter a und o gleich sind, muf§ dann auch
o/ mit den Zeichen ,(—=* anfangen und mit ,,)“ enden, d.h., ¢/ = (=a}). Ferner mufl
a1 = o} sein. Betrachten wir nun den Fall, dafl & = (ay D) mit O € {V,A, —,«}. Da
das Wort o jetzt nicht mit den Zeichen ,,(=* beginnen kann, mufl o/ = (o} ¢ o4) sein
mit ¢ € {V, A, —, <> }. Dann ist entweder o ein Préfix von a; oder oy ein Préfix von of.
Es geniigt, den ersten Fall zu betrachten. Da ) eine Formel ist, ist of # . Aulerdem
ist nach der Zwischenbehauptung Kl(o}) = 0. Nehmen wir nun an, da§ o # aq. Dann
folgt mit eben dieser Zwischenbehauptung, dafi Ki(«}) > 0, ein Widerspruch. Also ist
o) = a7 und folglich auch ¢ = O und of, = ag. Somit ist gezeigt, dafl jede Formel
eindeutig in ihre Bestandteile zerlegt werden kann. |

[13
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Wahrheitsfunktionen

Die Betrachtungen des letzten Abschnitts zeigen, dafl wir nicht nur Beweise durch
Induktion iiber den Formelaufbau fithren, sondern auch Funktionen durch Rekursion
iiber den Formelaufbau definieren kénnen. Hiervon wollen wir im folgenden Gebrauch
machen, wenn wir aussagenlogischen Formeln als Bedeutung einen Wahrheitswert w
bzw. f zuordnen. Dazu miissen wir aber zuerst den aussagenlogischen Verkniipfungen
V,—, A, —, <> eine Bedeutung Hy, H-, Hx, H_,, H., zuordnen. Dies miissen Funktionen
von {w,f} bzw. {w,f}? in {w,f} sein, da sich der Wahrheitswert einer Formel mit
ihnen aus den Wahrheitswerten der Propositionalzeichen bestimmen lassen soll. Die
Funktionen H-, und H, werden durch die folgenden Tabellen definiert und geben die
tibliche Bedeutung der sprachlichen Verkniipfungen ,nicht*, ,und*“ wieder:

‘ H/\(p7 Q)

p | H-(p)
w f
f

- S 23

q
w
f
w
f

o 3

Tabellen dieser Art heiflen Wahrheitstafeln. H- heifit Negation und H, Konjunktion.
Die Bedeutung von ,,V¢ ist das einschlieende ,,oder*:

p q | Hupq)
W W w
f w w
w f w
f f f

In der Umgangssprache wird die oder—Verkniipfung mehr im ausschliefenden Sinne
gebraucht. Hy heiflt Disjunktion. Die Bedeutung von ,,—“ ist die Implikation. Wollen
wir hierfiir eine Wahrheitstafel aufstellen, so stoflen wir auf grofle Schwierigkeiten.
Offensichtlich ist die Aussage ,,Falls A, dann B* falsch, wenn die Primisse A wahr und
die Konklusion B falsch ist. In allen anderen Féllen gibt es jedoch keinen wohldefinierten
Wahrheitswert. Betrachten wir folgende Beispiele:

e Falls 1 + 1 = 2, dann ist Paris die Hauptstadt Frankreichs.

e Falls 1 + 1 # 2,dann ist Paris die Hauptstadt Frankreichs.

e Falls 1+ 1 # 2, dann ist Rom die Hauptstadt Frankreichs.

In einer Alltagsdiskussion werden diese Aussagen weder fiir wahr noch fiir falsch
gehalten werden, denn wir erwarten bei einem Konditionalsatz, dafl zwischen Pramisse
und Konklusion eine (i.a. kausale) Beziehung besteht. Um diesem Dilemma zu entrinnen,

treffen wir in der Aussagenlogik folgende Festsetzung: ,,Falls A, dann B ist genau dann
falsch, wenn A wahr und B falsch ist. Wir definieren daher die Funktion H_, durch

i
SRR
2

- S S
S o
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Dies entspricht dem in der Mathematik iiblichen Gebrauch der Implikation. Betrach-
ten wir folgendes Beispiel:

Falls = eine ungerade, positive ganze Zahl ist, dann ist 2 eine ungerade
ganze Zahl.

Nun wollen wir die Félle, in denen x keine ungerade, positive ganze Zahl ist, gewif3
nicht als Gegenbeispiel fiir diese Aussage ansehen, d.h., die Implikation soll in diesen
Fallen wahr sein. Dies entspricht den letzten beiden Zeilen in der Definition von H_,.
Auf der anderen Seite bestétigt jeder Fall, in dem x ungerade, positiv und ganz und
ebenso z2 ungerade, positiv und ganz ist, unsere Behauptung. Dies entspricht der ersten
Zeile in der Definition von H_,.

Die Definition von H, bereitet keine Schwierigkeiten. H, heifit Aquivalenz oder auch
Bikonditional. H.,(p, q) ist genau dann wahr, wenn p und ¢ den gleichen Wahrheitswert
haben, d.h.

p q|Holpq)
\%% A% \%%
w f f
f w f
f f w

Durch Substitution der so definierten Funktionen ineinander lassen sich weitere Funktio-
nen erzeugen, deren Werte sich leicht mittels der Wahrheitstafeln bestimmen lassen.

Beispiel 1.4.1 Betrachten wir die Funktion H_,(Hx(H-(p),q),r). Dann erhalten wir
die zugehorige Wahrheitstafel wie folgt:

p g v | H.(p) | HA(H-(p),q) | Ho(HA(H-(p),q),7)
W W W f f w
w w f f f w
w f w f f w
w f f f f w
f w w w w w
f w f w w f
f f w w f w
f £ f w f w

Die Spalten fiir H-(p) und Hx(H-(p),q) dienen hierbei nur der Rechenerleichterung
und koénnen weggelassen werden.

Allgemein heifit jede Funktion H : {w,f}" — {w,f} mit n > 0 Wahrheitsfunktion.
Da es 2" n—Tupel mit den Komponenten w und f gibt und jedem solchen Tupel durch
eine Wahrheitsfunktion der Wert w bzw. f zugewiesen wird, haben wir

Lemma 1.4.2 Es gibt 22" verschiedene n-stellige Wahrheitsfunktionen.

Dies ist eine grofie Zahl. Es stellt sich daher die Frage, ob es eine kleine — {iberschaubare
— Menge solcher Funktionen gibt, so daf} sich alle Wahrheitsfunktionen durch Verschach-
telung dieser Funktionen erzeugen lassen.

Definition 1.4.3 1. Sei n > 0. Eine n—stellige Wahrheitsfunktion H heif3t explizit
definierbar aus den Wahrheitsfunktionen Hi, ..., Hy, wenn H definierbar ist in der
Form H(ai,...,an) = ..., wobei die rechte Seite durch Einsetzen der Funktionen
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Hy, ..., H ineinander entsteht und hierbei héchstens die Argumente aq, ..., a,
auftreten.

2. Eine Menge M von Wahrheitsfunktionen ist adéiquat, falls sich jede Wahrheits-
funktion explizit aus Funktionen aus M definieren 1af3t.

Satz1.4.4 {H.,H,, H\} ist adidquat.

Beweis. Seien fiir n >0 H ,(\n) und H\(/n) wie folgt definiert:

HY®) = p HP 1, pey) = Hulpn, B (pa,. . pns1))
1 n+1 n
HYp) = p; H' 01, past) = Halpr, H (p2, .., pns1))

(P, 1y Pny1 € {w,f}). Sei nun H eine k-stellige Wahrheitsfunktion. Wir betrachten
zuerst den Fall, daB fur alle p1,...,px € {w,f} H(p1,...,pr) =f . In diesem Fall ist

H(p1,...,pr) = Ha(p1, H-(p1))-

Nehmen wir nun an, dafl fiir gewisse p1,...,pr € {w,f} H(p1,...,px) = w. Sei
dann fiir 4,j mit 1 < 4,57 < k ¢;; = pj, falls der Eintrag in Zeile ¢ und Spalte j der
Wahrheitstafel fiir H gleich w ist, und ¢;; = H—(p;) im anderen Fall. Sei ferner

ng)<p17 s 7pk) = H/(\k)<q’bl7 s 7qzk)

und stehe in den Zeilen i1,...,i, ein w in der letzten Spalte der Wahrheitstafel fiir H.
Dann ist
m k k
H(p17 s apk’) = H\(/ )(Rl(l)(pla s 7pk)7 cee 7R1(m)(p17 s apk‘)) L

Der obige Beweis gibt uns ein Verfahren, wie wir eine beliebige, durch eine Wahr-
heitstafel gegebene Wahrheitsfunktion durch H,, Hy und H- darstellen kénnen. Wir
wollen dies an einem Beispiel verdeutlichen.

Beispiel 1.4.5 Habe H : {w,f}® — {w,f} die folgende Wahrheitstafel: Wir bestimmen

p q r | H
1 w w w|w
2 ww f|f
3w f w|f
4 w f | f
5 f w w|w
6 f w | f
7T f f w|f
8 f f f|w

zuerst die Zeilen mit einem w in der letzten Spalte. Das sind hier die Zeilen 1, 5 und 8.
Fiir jeder dieser Zeilen konstruieren wir dann die zugehorige Wahrheitsfunktion R,E?’).
Sie hat genau fiir die Wertekombination in dieser Zeile den Wert w und ansonsten den

Wert f. Wir erhalten

Rf’)(p,qﬂ“) = B (0, q,7)
R (p,q,r) = HY(H-(p),q,7)

RO (pq.r) = HP(H-(p), H-(q), HA(r)).
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Dann ist
H(p,q,r) = B (H (p, q,r), B (H-(p), q,7), HY (H-(p), H-(q), H-(r))).

Korollar 1.4.6 Die Mengen {H-, Hy},{H-, Hpr},{H-, H, } und {F, H_,} sind ebenfalls
addquat. Hierbei ist F' die einstellige Wahrheitsfunktion mit F'(p) = f fiir p € {w, f}.

Beweis. Fir p,q € {w,f} ist

)
Hy(p,q) = H(H-(p.f),q)
= H_,(H-(p), q)
= H.(HA(H-(p), H-(9)))
Hn(p,q) = H-(H-(p, H- (g, f)), )
= H-(H-(p, H-(q)))
= H-(Hv(H-(p), H-(q)))-

Wie wir in Satz 1.4.4 gesehen haben, 148t sich jede Wahrheitsfunktion durch die Funk-
tionen H-, Hy, Hy ausdriicken. Mit den obigen Identitéiten erhalten wir hieraus eine
Darstellung durch H-,, Hy; H-,Hx; H.,H_, bzw. H_, F. |

Das obige Ergebnis zeigt, dafi alle Wahrheitsfunktionen von zwei Funktionen dieser
Art erzeugt werden konnen. Wie wir jetzt sehen werden, reicht schon eine zweistellige
Wabhrheitsfunktion aus. Seien H, H| : {w,f }? — {w, f} definiert durch

p_q|H|H
w w| f f
w | w f
f w|w f
f f|lw|w

H, heifit Sheffersche Strichfunktion und H Peircesche Pfeilfunktion. Wie wir der Wahr-
heitstafel entnehmen, ist genau dann H| = w, wenn nicht sowohl p = w als auch ¢ = w.
Deswegen wird H| auch NAND-Funktion (Not AND) genannt. Genauso ist genau dann
H|(p,q) = w, wenn weder p = w noch ¢ = w. H| heifit auch NOR-Funktion.

Satz 1.4.7 Die Mengen {H|} und {H } sind adéquat.

Beweis. Aufgrund von Korollarl.4.6 geniigt es, die Funktion H-, und H, bzw. H-, und
Hp durch H) und H| auszudriicken. Fiir p,q € {w, f} ist

H-(p) = H(p,p) = H|(p,p)
Hy(p,q) = H|(H(p,p), H|(q,9))
Hx(p,q) = H (H|(p,p), H|(q,9))- u

Safz 1.4.8  H| und H| sind die einzigen zweistelligen Wahrheitsfunktionen, die alleine
adédquat sind.
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Beweis. Sei H eine zweistellige Wahrheitsfunktion, so das {H} adéiquat ist. Wire
H(w,w) = w, dann kénnte aber H-, nicht durch H definiert werden, im Widerspruch
zur Addquatheit von {H}. Also ist H(w,w) = f. Entsprechend folgt, dal H(f,f) = w.

Betrachten wir nun die Werte von H fiir die Argumentepaare (w,f) und (f, w). Ist
H(w,f) = H(f,w) = w oder H(w,f) = H(f,w) =fsoist H = H|, bzw. H = H|. Ist
dagegen H(w,f) = w und H(f,w) = f oder umgekehrt, so ist H(p,q) = H-(q) bzw.
H(p,q) = H-(p). In beiden Fillen wire also H durch H-, definierbar, d.h., {H-} wire
addquat. Dies ist aber nicht der Fall, da die einzigen durch H- definierbaren einstelligen
Wahrheitsfunktionen H-, selbst und die Identitét Id auf {w,f} sind, wobei die Funktion
Id durch Id(p) = p p € {w,f} definiert ist. Die konstante Wahrheitsfunktion, die immer
den Wert w hat, ist daher nicht durch H-, definierbar. |

Semantik der Aussagenlogik

Wie im letzten Abschnitt schon angedeutet wurde, ist die Bedeutung einer aussagenlo-
gischen Formel ein Wahrheitswert, also w oder f. Es ist zu beachten, dafl die Formeln
selbst reine Zeichenreihen sind. Da die Bedeutung der Verkniipfungen —,V, A, —, <
die intendierte sein soll, also H-, Hy, Hx, H_, bzw. H,,, hingt der Wahrheitswert einer
Formel von den Wahrheitswerten der in dieser Formel auftretenden Propositionalzeichen
ab.

Definition 1.5.1 Eine Wahrheitsbelegung ist eine Abbildung B der Menge der Proposi-
tionalzeichen in die Menge {w,f} der Wahrheitswerte, so da§ B(L) = f.

Nach Satz 1.3.6 148t sich nun jede solche Wahrheitsbelegung B eindeutig zu einer
Wahrheitsbewertung B der aussagenlogischen Formeln fortsetzen, und zwar so, dafl

Beispiel 1.5.2 Sei B(A4;)
nalzeichen n. Dann ist

|
=
=

(A3) = w und B(n) = £ fiir alle sonstigen Propositio-

B(=((A1 A A3) V Ag)) = H-(Hv(HA(B(A1), B(A3)), B(As)))
= H. (Hy(Hp(w,w),f)) =f.

In der obigen Definition ist der Wahrheitswert [;’(a) einer Formel « fiir Wahrheitsbe-
legungen definiert, die allen Propositionalzeichen einen Wahrheitswert zuweisen, also
auch den unendlichen vielen, nicht in o vorkommenden Zeichen. Wie aber das obige
Beispiel zeigt, hingt l’;’(a) nur von den Wahrheitswerten ab, die den in a vorkommenden
Propositionalzeichen zugewiesen sind. Dies ist auch die Aussage des folgenden

Lemma 1.5.3 — Koinzidenzlemma. Sei « eine Formel, und seien B und B’ Wahrheits-

belegungen, die beziiglich der in « vorkommenden Propositionalzeichen tibereinstimmen.
Dann ist B(a) = B/'(«).
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Beweis. Wir fithren den Beweis durch Induktion iiber den Formelaufbau. Ist « ein
Propositionalzeichen, so gilt die behauptete Gleichheit aufgrund der Voraussetzung iiber
B und B'. Betrachten wir als nichstes den Fall, dal o = =3. Da in a und 3 diegleichen
Propositionalzeichen vorkommen, ist nach Induktionsvoraussetzung B(3) = B/(f) und
also

B(a) = H-(B(B)) = H-(B'(B)) = B'(«).

Es bleibt der Fall, dal o = a10as mit O € {V,A,—,+}. Da die in a; bzw. ay
vorkommenden Propositionalzeichen auch in o vorkommen, stimmen B und B’ beziiglich
dieser Zeichen {iberein. Daher ist nach Induktionsvoraussetzung B(ay) = B (1) und
B(ag) = B'(arz), woraus

N ~ A~

B(a) = Ho(B(a), B(az)) = Ho(B'(a), B'(az)) = B'(«)
folgt. |

Wir sehen, daf} es zur Bestimmung des Wahrheitswertes einer Formel beziiglich
einer Wahrheitsbelegung geniigt, die Werte der in der gegebenen Formel auftretenden
Propositionalzeichen unter der Belegung zu kennen. In Anwendungen wollen wir daher
die Werte einer Wahrheitsbelegung auch nur soweit wie nttig angeben.

Definition 1.5.4

1. Ist B eine Wahrheitsbelegung und « eine Formel, so gilt o unter der Belegung B,
falls B(a) = w. Wir sagen in diesem Fall auch: B ist ein Modell fiir o, bzw. «
gilt in dem Modell B und schreiben: B |= «. Falls B(a) = f ist, so schreiben wir:
B [~ a. Ist T eine Menge von Formeln, so ist B Modell von T', falls jede Formel aus
I unter B gilt. In diesem Fall schreiben wir B =T

2. T heifit erfillbar, falls T' ein Modell besitzt. Anderenfalls heifit T" unerfillbar. (Ist
I' = {a}, so identifizieren wir a und {a}).
3. « heifit allgemeingiiltig oder auch Tautologie, falls o unter jeder Belegung gilt. Wir

schreiben in diesem Fall: = «v. Ist a keine Tautologie, so schreiben wir: j= a.

Lemma 1.5.5 Eine Formel « ist genau dann eine Tautologie, wenn —« unerfiillbar ist.

Beweis. « ist genau dann Tautologie, wenn « unter jeder Belegung gilt. Dies ist genau
dann der Fall, wenn —« unter keiner Belegung gilt, was nichts anderes heift, als dal -«
unerfiillbar ist. |

Der Ubergang von a zu —« (bzw. von —a zu «) kann durch folgendes , Spiegelungs-
prinzip* veranschaulicht werden.

alle aussagenlogischen Formeln

[
allgemein- erfiillbare, aber nicht ..
1L . unerfiillbare
giiltige allgemelpgultlge Formeln
Formeln ForIPeln
|
|
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Hierbei bedeutet die Anwendung der Negation eine Spiegelung an der gestrichelten Achse.
So wird aus einer allgemeingiiltigen eine unerfiillbare Formel (oder umgekehrt), wihrend
aus einer erfiillbaren, aber nicht allgemeingiiltigen Formel wieder eine erfiillbare, nicht
allgemeingiiltige Formel wird.

Definition 1.5.6 Sei I' eine Formelmenge. Eine Formel S ist logische Folgerung von T,
falls jedes Modell von I auch Modell von § ist Wir schreiben in diesem Fall: T = 5. Ist
« eine weitere Formel und I' U {a} |= f3, so schreiben wir stattdessen auch: T', o |= 3.

Lemma 1.5.7
L IstaEfund I'a = =4, s0ist ' | —a.

2. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) T'a =6,

(b) T a— b,

(¢) TU{a A =B} ist unerfiillbar.
(1

Beweis. (1) Sei B ein Modell von I" und werde angenommen, das B auch Modell von «
ist. Dann ist sowohl B(3) = w wie auch B(—3) = w, ein Widerspruch. Also ist B(«) = f,
woraus folgt, dafi B Modell von -« ist.

(2) Wir zeigen zuerst, daf (b) aus (a) folgt. Sei hierzu B ein Modell von I'. Ist nun
B auch ein Modell von a, d.h. B(a) = w, so ist nach (a) auch B(8) = w. Also ist in
diesem Fall B(a — ) = w. Ist dagegen B kein Modell von «a, d.h. B(a) = f, so ist
B(a — ) = w, unabhiingig vom Wahrheitswert von 8 unter B.

Als néchstes zeigen wir, daf (c) aus (b) folgt. Sei B wieder ein Modell von I" und
werde angenommen, daf B(aA—3) = w. Dann ist sowohl B(«) = w wie auch B(=8) = w,
d.h. B(B) = f. Da nach (b) B(aw — ) = w, folgt andererseits, daB B(3) = w. Also ist B
kein Modell von a A —3.

Als letztes zeigen wir nun, daf (a) aus (c) folgt. Sei dazu B ein Modell von I' U {«a},
und werden angenommen, da B(j3) = f. Dann ist B auch Modell von T'U {a A =3}, im
Widerspruch zu (c). Also ist B Modell von £. |

Definition 1.5.8 Ist I eine Formelmenge, so daf} fiir jede Formel o mit I" = « schon
a € I', dann heifit I' Theorie. Interessant sind natiirlich nur solche Theorien, die nicht

alle Formeln umfassen: I" heifit widerspruchsfrei (konsistent), falls es eine Formel « gibt,
so daB3 I }~ a.

Lemma 1.5.9 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1. T ist widerspruchsfrei,
2. fiir jede Formel g ist ' = 8 A 0,
3. es gibt keine Formel S mit I' = S und T | —f3,
4. T ist erfiillbar.

Beweis. Offensichtlich folgt (1) aus (2) und (2) aus (3). Gelte nun (1), sei « eine Formel,
und werde angenommen, daf3 I' unerfiillbar ist. Dann gilt « in jedem Modell von T.
(Beachte, daf§ ' nach Annahme kein Modell besitzt.) Also ist jede Formel logische
Folgerung von I', im Widerspruch zur Widerspruchsfreiheit von I'. Somit ist I' erfiillbar.

Gelte jetzt (4), sei B ein Modell von I' und 8 eine Formel. Da nicht zugleich B(8) = w
und B(—f) = w sein kann, folgt, daB B kein Modell von T'U {3} oder kein Modell von
U {-pg} ist. [ |
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Korollar 1.5.10 T [~ « genau dann, wenn I' U {—a} widerspruchsfrei ist.

Wie wir sehen, sind also die widerspruchsvollen Formelmengen gerade diejenigen, die
auch unerfiillbar sind. Das néchste Resultat zeigt, daf3 die Unerfiillbarkeit eine lokale
Eigenschaft ist, d.h., ist eine unendliche Formelmenge unerfiillbar, so liegt das nicht
daran, daf3 sie unendlich ist.

Satz 1.5.11 — Kompaktheitssatz. Eine Formelmenge ist genau dann unerfiillbar, wenn
sie eine endliche unerfiillbare Teilmenge besitzt.

Offensichtlich ist eine Formelmenge mit einer unerfiillbaren Teilmenge auch selbst
unerfiillbar. Die umgekehrte (wesentliche) Richtung des Satzes wollen wir im né#chsten
Abschnitt beweisen. Vorher soll aber noch erlidutert werden, warum dieser Satz als
Kompaktheitssatz bezeichnet wird. Der Begriff der Kompaktheit ist ja aus der Topologie
bekannt. Ein topologischer Raum X heiflit kompakt, wenn sich aus jeder Klasse von
offenen Mengen, die X iiberdecken, eine endliche Teilklasse auswéhlen 1483t, so dal X auch
von diesen Mengen iiberdeckt wird. Auf der Menge W aller Wahrheitsbelegungen 1483t
sich nun eine Topologie einfiihren: Die offenen Mengen sind hierbei die fiir Formelklassen
I" definierten Mengen

Or ={BeW|3aecTl B a}.

Wir wollen uns kurz iiberzeugen, dafl hierdurch eine Topologie auf I' definiert wird: Sei
« eine unerfiillbare Formel und 3 eine Tautologie." Dann ist W = O, und § = Og. Also
sind W und @ offen.

Sei als néchstes I eine Indexmenge und {I'; | ¢ € I'} eine Klasse von Formelmengen.
Setzen wir I' = (J{I'; | i € I}, so ist J{Or, | i € I} = Or. Das heift, die Klasse der oben
definierten Mengen ist abgeschossen unter der Bildung der Vereinigung von beliebig
vielen Mengen aus dieser Klasse.

Wir haben jetzt noch zu zeigen, dafl dasgleiche fiir die Bildung des Durchschnitts
von endlich vielen dieser Mengen gilt. Seien hierzu I'y, ..., I';, Formelmengen und I' =
{(laaVag) V- )Va,|ael; (1 <i<n)}. Dannist (\{I'; |1 <i<n}=O0Or.

Beziiglich dieser Topologie ist W genau dann kompakt, wenn es zu jeder Formelmenge
[, so daB W = Or = [J{O(qy | @ € T'} eine endliche Teilmenge I gibt, so dal W = Or.
Da fiir eine Formelmenge A genau dann W = Oa, wenn A unerfiillbar ist, ist also die
Kompaktheit von W gleichbedeutend mit der nichtrivialen Richtung des obigen Satzes.
Wir erhalten somit

Korollar 1.5.12 Die Menge der Wahrheitsbelegungen ist kompakt.

Bevor wir uns nun dem Beweis der noch ausstehenden Richtung des Kompaktheits-
satzes zuwenden, wollen wir noch ein dquivalentes Resultat angeben, das in der Literatur
oft anstelle des obigen Satzes als Kompaktheitssatz bezeichnet wird.

Satz 1.5.13 Sei I eine Formelmenge und « eine Formel. Dann ist genau dann I' = «,
wenn es eine endliche Teilmenge IV von I gibt, so da I = .

1ZB.a=_Llund B =-1
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Beweis. Mit Lemma 1.5.9, Korollar 1.5.10 und Satz 1.5.11 gilt

I' =a gdw. T'U{-a} ist widerspruchsvoll
gdw. TI'U{-a} ist unerfiillbar
gdw. es gibt IV CT': I" ist endlich und
I'" U {—a} ist unerfiillbar
gdw. es gibt IV C T : IV endlich und TV = a.

Wie wir jetzt noch zeigen wollen, folgt umgekehrt Satz 1.5.11 auch aus dem obigen
Satz. Mit Lemma 1.5.9 gilt wieder:

' ist unerfiillbar gdw. esgibt §: I' = A -f
gdw. es gibt 3,V CT': I" ist endlich und
I | B A-f
gdw. es gibt IV CT': I" ist endlich und unerfiillbar.
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Das Lemma von Kénig und der Beweis des Kompaktheitssatzes

Identifizieren wir w mit 1 und f mit 0, so lassen sich Wahrheitsbelegungen als binére
Folgen auffassen; also als Worter {0, 1}*. Das i-te Element eines Wortes ist u(7). Also ist
u=u(1)u(2)...u(n), wobei n die Linge des Wortes w ist, fiir die wir auch |u| schreiben.
Ist w € {0,1}* ein Bindrwort und 0 < n < |ul, so soll mit un das Préfix von u der Lénge
n bezeichnen. Diese Definition macht auch fiir unendliche Pfade Sinn; das sind Elemente
o€ {0,1}N.

Definition 1.6.1

1. Ein (bindr-) Baum ist eine Teilmenge T C {0,1}*, so daf mit v € T" auch un € T
fiir alle n < |ul.

2. Ein Baum ist ein unendlicher Baum, wenn er als Menge unendlich ist.

3. Ein Element o € {0,1}" ist ein (unendlicher) Pfad durch einen Baum T, falls
on € T fiir alle n € N.

Eines der wichtigsten Resultate iiber unendliche Béume ist das (schwache) Lemma
von Konig:

Satz 1.6.2 — schwaches Kénigs Lemma. Ein unendlicher Baum besitzt einen unendli-
chen Pfad.

Beweis. Sei T ein Baum. Fiir v € {0,1}* mit |u| = n definieren wir
T,={weT|Vi<|ul wi=mui}.

Anschaulich erhalten wir T,, wenn wir uns den Teilbaum von T betrachten, der durch
den Knoten u geht. Wie man einfach zeigen kann ist auch T}, ein Baum (Ubung). Der
entscheidende Trick ist nun, dafl wenn 7, unendlich ist entweder T, oder T},; unendlich
sein miissen (oder beide), da wenn beide endlich wéren auch T, endlich sein miisste.
Man beachte ausserdem, dafl T, = T und T;, C T fiir alle u. Rekursiv konnen wir also
ein o € {0,1}" finden, so dafl

e on €T, und

e T, ist unendlich.
Dies ist das gesuchte o. |

Mithilfe dieses Satzes wollen wir nun die nichttriviale Richtung des Kompaktheits-
satzes beweisen.

Beweis von Satz 1.5.11: Wir zeigen nun, daf} eine Formelmenge erfiillbar ist, wenn jede
ihrer endlichen Teilmengen erfiillbar sind. Offensichtlich brauchen wir hierbei nur den
Fall unendlicher Formelmengen zu betrachten. Sei I' = {«; | i = 1,2, ...} eine solche. Sei
nun

T = {u € {0,1}" | es gibt eine Wahrheitsbelegung B, so daf fiir alle natiirlichen
Zahlen ¢ mit 1 < ¢ < |u|

1. genau dann B(A4;) = w, wenn u(i) = 1, und

2. B(a;) = w}.
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Wir lassen in T also alle endlichen Folgen u zu, die — als Anfang einer Wahrheits-
belegung interpretiert — allen o; mit 1 <4 < |u| den Wert w zuweisen. Wie wir jetzt
zeigen wollen, gilt: wenn T einen unendlichen Pfad besitzt, dann ist I' erfiillbar. Sei also
o ein unendlicher Pfad in T'. Daher ist durch

B(A) = {w, falls o(i) = 1

f, sonst

eine Wahrheitsbelegung definiert, von der wir jetzt zeigen wollen, dafl sie Modell von
I" ist. Sei dazu oy, € I' und enthalte «,, hdchstens die Propositionalzeichen A4, ..., Ag.
Sei ferner n = max{k,m}. Dann ist, da o ein Pfad durch T ist, on € T. Daher gibt
es eine Wahrheitsbelegung B', so daB fiir alle ¢ mit 1 < i < n B'(o;) = w. Ferner ist
genau dann B'(4;) = w, wenn o (i) = 1. Nach dem Koinzidenzlemma (1.5.3) gilt, daf
B(am) = B'(am) = w. D.h. B ist unsere gesuchte Wahrheitsbelegung, die Modell von T
ist.

Offensichtlich haben wir jetzt nur noch zu zeigen, dafl 1" einen unendlichen Pfad be-
sitzt. Dies folgt nach Koénigs Lemma, wenn 1" unendlich ist. Aufgrund unserer Annahme
ist jede endliche Teilmenge von I' erfiillbar. Daher gibt es fiir jedes n eine Wahrheits-
belegung B mit B(a;) = w fiir 1 < i < n. Sei nun fiir i mit 1 < i < n u(i) = 1, falls
B(A;) = w, und u(i) = 0 im anderen Fall, dann ist v € T' und |u| = n. Also enthélt T
fiir jede natiirliche Zahl n eine binédre Folge der Lange n, d.h., T" ist unendlich. |
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Aquivalenz und Normalformen

Aus der Art und Weise, wie wir Formeln interpretieren, wissen wir, dafl A G und GAF
,dasselbe bedeuten®, d.h., dengleichen Wahrheitswert haben, obwohl sie syntaktisch
gesehen verschiedene Objekte sind. Die semantische Gleichheit oder Aquivalenz erfassen
wir mit folgender Definition.

Definition 1.7.1 Zwei Formeln « und g heiflen (semantisch) dquivalent, falls fur alle
Wabhrheitsbelegungen B gilt B(a) = B(f). Wir schreiben in diesem Fall o = g.

Offensichtlich gilt
Lemma 1.7.2 « = 8 genau dann, wenn « < 3 eine Tautologie ist.

Satz 1.7.3 — Aquivalenztheorem. Seien o und f3 #quivalente Formeln. Sei vy eine Formel
mit (mindestens) einem Vorkommen der Teilformel «e. Dann ist y dquivalent zu 4/, wobei
v aus 7 hervorgeht, indem (irgend—)ein Vorkommen von « in v durch j ersetzt wird.

Beweis. Wir beweisen den obigen Satz durch Induktion {iber den Formelaufbau. Ist v
ein Propositionalzeichen, so kann nur v = « sein. Dann ist aber 4/ = 8 und also v = 7.
Dies gilt auch, falls v kein Propositionalzeichen, aber v = « ist.

Betrachten wir nun den Fall, dafl v kein Propositionalzeichen und « eine Teilformel
von y mit « # y ist. Dann haben wir die folgenden Félle zu betrachten:

1. v hat die Bauart v = —.

Nach Induktionsvorraussetzung ist n dann dquivalent zu 7', wobei 1’ aus n durch
Ersetzung eines Vorkommens von « durch 3 hervorgeht. Da o/ = -/, folgt aus der
Definition der Wahrheitsbewertungen, dafy auch v und +/ dquivalent sind.

2. v hat die Bauart v100y mit O € {V, A, =, < }.

Dann wird « entweder in ; oder ~» ersetzt. Betrachten wir ohne Einschriankung den
ersten Fall. Dann ist nach Induktionsannahme ~; dquivalent zu ~{, wobei 4] aus v durch
Ersetzung von « durch 8 hervorgeht. Also ist auch v = 0y = 4. |

Mit Hilfe der Wahrheitstafeln 1483t sich nun leicht tiberpriifen, dafl auch die folgenden
Aquivalenzen gelten:
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Satz 1.7.4
alNa = «
aVa = «
aNB = [BAa
aVB = BVa
(@AB)Ay = aA(BA7)
(@aVB)Vy = aVv(BVy)
aN(aVp) = «
aV(aAB) = «
aAN(BVy) = (aAB)V(aA7)
aVv(BAy) = (aVB)A(aVy)
e’ = (6%
“(aANp) = -aV-p
-(aVvp) = —-aAn-8
aVp = «a ,falls a eine Tautologie ist
aANpB = f ,falls a eine Tautologie ist
aVp = p ,falls a unerfiillbar ist
aANB = « ,falls a unerfiillbar ist

(Idempotenz)
(Kommutativitét)
(Assoziativitit)
(Absorption)

(Distributivitit)
(Doppelnegation)

(de Morgansche-
Regeln)
(Tautologie-
regeln)

(Unerfiillbarkeits-
regeln)

Mit Hilfe dieser Aquivalenzen und des Aquivalenztheorems (AT) lassen sich nun
weitere Aquivalenzen nachweisen:

Beispiel 1.7.5 Es ist

(AV (BVC)A(CV=A)= (BA-A)VC,

denn es gilt: (AV (BVC))A(CV-A)

((AvB)VvVC)A(CV—-A)
(CV(AVB))A(CV-A)
(AV B) A—A)
-AAN(AV B))

-A A B)
BA-A)
(BA-A)VC

Assoziativitit und AT)
Kommutativitit und AT)
Distributivitét)
Kommutativitit und AT)

Unerfiillbarkeitsregel und AT)
Kommutativitdt und AT)
Kommutativitét).

(
(
CV( (
CV( (
CV ((~ANA)V (=AAB)) (Distributivitit und AT)
C Vv ( (
CV( (
(

Das Assoziativgesetz im obigen Satz gibt uns die Moglichkeit, etwas freier beim
Aufschreiben von Formeln vorzugehen. So soll etwa die Schreibweise

ANBANCAD

eine beliebige der folgenden Formeln bedeuten:

(AAB)AC)AD
(AAB) A (C A D)
(AAN(BAC))AD
AN((BAC)AD)
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AN (B A(CAD)),

ohne daf} festgelegt sein soll, welche. Da alle diese Formeln semantisch équivalent sind,
spielt dies in vielen Fillen auch keine Rolle. Entsprechend verfahren wir beziiglich der
Verkniipfungsoperation V.

In Satz 1.7.4 fallt auf, daB die dort aufgefithrten Aquivalenzen giiltig bleiben, wenn
alle Vorkommen von A durch V ersetzt werden und umgekehrt. Dies ist ein allgemeines
Gesetz.

Satz 1.7.6 — Dudlitétsprinzip. Seien o und S Formeln, die nur die Zeichen —, V und A
enthalten (und kein 1), und gehen o und % aus a bzw. 3 hervor, indem alle Vorkommen
von A durch V und umgekehrt ersetzt werden. D.h. ¢ is induktiv definiert durch

o ol = q, falls @ = A;, also ein Propositionalzeichen ist,

o (na)? = ()
e (a1 ANaw)? = af Vv al,
(

e (a1 Vag)d=afAad
Ist dann a = f3, so auch a? = 7.

Beweis. Ist B eine Wahrheitsbelegung, so bezeichne B diejenige Wahrheitsbelegung, fiir
welche genau dann B(n) = w, wenn B(n) = f (natiirlich ausser fiir Ay = 1). Durch
Induktion iiber den Formelaufbau zeigen wir nun, daf fiir jede Wahrheitsbelegung gilt B

B(a?) = H.(B(a)) .

Da mit B auch B alle Wahrheitsbelegungen durchliuft, folgt hieraus, dafi o/ = /', falls
a=p.

Betrachten wir zuerst den Fall, dafl « ein Propositionalzeichen ist. Dann gilt die
behauptete Gleichheit aufgrund der Definition von B. Nehmen wir als néchstes an, «

habe die Form o = —v. Dann ist nach Induktionsvoraussetzung %(*yd) = H_(B(v)).
Hieraus folgt aufgrund der Definition von B bzw. B, daf

~

B(a") = H-(B(+")) = H-(H-(B(v)) = H-(B()).

Betrachten wir schliellich noch den Fall, dafl o die Form o = a1 V a hat. Der Fall, daf3
a die Form a3 A as hat, kann in der gleichen Weise behandelt werden. Es gilt unter
Verwendung der Induktionsvoraussetzung

B(a?) = HA(B(af), B(a3)) = HA(H-(B(an)), H-(B(az)))
= H-(Hy(B(a1), B(a2))) = H-(B(e)) . W
Wir wollen nun zeigen, dafl jede — auch noch so kompliziert aussehende — Formel

in eine gewisse Normalform iiberfithrt werden kann, und zwar mit Hilfe der Umformungs-
regeln aus Satz 1.7.4

Definition 1.7.7

1. Ein Literal ist ein Propositionalzeichen oder die Negation eines Propositionalzei-
chens. (Im ersten Fall sprechen wir von einem positiven, im zweiten von einem
negativen Literal.)
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2. Eine Formel « ist in konjunktiver Normalform (KNF), falls sie eine Konjunktion
von Disjunktionen von Literalen ist:

AV

mit L; ; € {A1, Ay, .. } U {_\Al,_‘AQ, .. }

|| <§_

3. Eine Formel « ist in disjunktiver Normalform (DNF), falls sie eine Disjunktion
von Konjunktionen von Literalen ist:

= Vi

mit Li,j € {Al,AQ, .. } U {‘!Al,—'AQ, .. }

|| >§_

In dieser Definition ist \/;"_; a; eine Abkiirzung fiir (... ((c1 Vag) Vag) V)V ay)
und A’ ; a; eine Abkiirzung fiir (... ((a1 A a2) Aag)A) -+ A ay).

Satz 1.7.8 Zu jeder Formel « gibt es eine dquivalente Formel in KNF' und eine dquivalente
Formel in DNF.

Beweis. Wir ersetzen zuerst in « jedes Vorkommen einer Teilformel der Art a; — as
durch —a; V as und jedes Vorkommen einer Teilformel vom Typ a1 <> ao durch
(a1 A ag) V (mag A =asg). Aufgrund des Aquivalenztheorems erhalten wir auf diese Weise
eine zu «a #quivalente Formel o/, in der hochstens die Verkniipfungen —, V und A
vorkommen. Durch Induktion iiber den Formelaufbau zeigen wir nun, daf es zu o' eine
dquivalente Formel in KNF bzw. in DNF gibt.

Falls o/ ein Propositionalzeichen ist, so ist nichts zu zeigen, denn o' liegt bereits in
KNF und in DNF vor.

Betrachten wir nun den Fall, dafl o’ von der Form o/ = —y ist. Dann gibt es nach
Induktionsannahme zu v dquivalente Formeln 7; in KNF bzw. v in DNF. Sei

= /\(\/ Lij).

i=1 j=1

Mehrfaches Anwenden der de Morganschen Regeln auf —y; liefert
n my n mg
=V AV L= VAL
i=1 :1 =1 :
woraus wir mittels des Doppelnegationsgesetzes erhalten, dafl

|||
1 <:

mit L; ; = n, falls L; ; = -n, und L; ; = -, falls L; ; = n. Somit haben wir eine zu o/
dquivalente Formel in DNF erhalten. Analog erhalten wir aus ~, eine zu o’ dquivalente
Formel in KNF.

Als nichstes betrachten wir den Fall, daf§ o/ die Form o' = ~ V § hat. Wegen
des Dualitéitsprinzips gibt es dann auch im Fall, dal o/ von der Form o/ = vy A § ist,
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Formeln der gewiinschten Art. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es zu v und § jeweils
dquivalente Formeln in KNF und DNF.

Um eine zu o/ dquivalente Formel in DNF zu erhalten, verkniipfen wir die Formeln
in DNF zu v und 6 mittels V. Mehrfaches Anwenden des Assoziativgesetzes liefert dann
die gewiinschte Linksklammerung.

Um eine zu o/ dquivalente Formel in KNF zu erhalten, wihlen wir zunéichst nach
Induktionsannahme zu v und ¢ dquivalente Formeln in KNF:

n k
N = /\fyi, 0= /\6;.
i=1 =1

Hierbei sind die y; und ¢; Disjunktionen von Literalen. Mittels Distributivitdt und
Assoziativitat erhalten wir hieraus:

n k
o =yvi= N(N\@iva)).
=1 [=1

Durch weitere Anwendung des Assoziativgesetzes erhilt diese Formel die gewiinschte
Bauart

wobei die «; Disjunktionen von Literalen sind. Eventuell vorkommende identische
Disjunktionen oder identische Literale innerhalb einer Disjunktion kénnen nun mittels
der Idempotenzgesetze eliminiert werden. Falls einige Disjunktionen Tautologien sind,
z.B. n vV —m, so konnen diese noch mittels der Tautologieregeln beseitigt werden. Auf
diese Weise erhalten wir eine zu o’ #quivalente Formel in KNF. |

Im obigen Induktionsbeweis verbirgt sich ein rekursiver Algorithmus zur Herstellung
von Formeln in KNF wie auch in DNF. Eine etwas direktere Umformungsmethode zur
Herstellung der KNF ist die folgende:

Gegeben: eine Formel a.

1. Ersetze in a (7 — ) durch (—yVd) und (v <> d) durch (yAS)V(=yA—0).

2. Ersetze in «a jedes Vorkommen einer Teilformel der Form

-y durch v,
(YA 6) durch (=y V =6),
=(y V) durch (=y A —6),

bis keine derartige Teilformel mehr vorkommt.

3. Ersetze jedes Vorkommen einer Teilformel der Form

BV(yAd)  durch  (BVY)A(BVE),
(BAy)VS  durch (BV ) A (yV9I),

bis keine derartige Teilformel mehr auftritt.
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Die resultierende Formel ist nun in KNF. Es kommen eventuell noch iiberfliissige, aber
zuldssige Disjunktionen vor, die Tautologien sind.

Eine weitere Methode zur Herstellung einer dquivalenten Formel in DNF haben
wir schon im Beweis von Satz 1.4.4 kennengelernt. Sie bietet sich an, wenn von der
gegebenen Formel «, bzw. der analog aufgebauten Wahrheitsfunktion eine Wahrheitstafel
vorliegt. Um mittels der Wahrheitstafel eine zu « dquivalente Formel in KNF zu erhalten,
vertauschen wir in der gerade erwdhnten Methode die Rollen von w und f, sowie von
Konjunktion und Disjunktion.

Zum Abschlufl dieser Betrachtungen soll noch darauf hinwiesen werden, dafl die mit
den erlduterten Methoden gebildeten Formeln in DNF oder KNF nicht notwendigerweise
die kiirzest moglichen sind. Beachte ferner, dafl der Umformungsprozefl in eine Formel in
KNF oder DNF diese exponentiell aufblahen kann. Aus einer Ausgangsformel der Liange
n kann eine Formel entstehen, deren Linge in der GroBlenordnung von 2™ liegt. Da die
DNF beziiglich einer gegebenen Wahrheitstafel durch die Zeilen mit einem w in der
letzten Spalte und die KNF durch die Zeilen mit einem f in der letzten Spalte bestimmt
ist, hat eine Formel mit kurzer DNF-Darstellung i.a. eine lange KNF-Darstellung und
umgekehrt.
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Das Erflillbarkeitsproblem
Wir wollen uns in diesem Abschnitt mit dem Problem SAT (satisfiatibility) beschéftigen:

Gegeben: Eine aussagenlogische Formel a.
Frage: Ist « erfiillbar?

Da die Erfiillbarkeit einer Formel nach dem Koinzidenzlemma nur von den Wahrheits-
werten abhéngt, die den in der Formel auftretenden Propositionalzeichen zugewiesen
werden, konnen wir uns bei der Untersuchung der Erfiillbarkeit auf die Betrachtung der
Restriktionen von Wahrheitsbelegungen auf diese Zeichen beschrinken. Dies wollen wir
in diesem Abschnitt tun. Wahrheitsbelegungen sind dann also endliche Folgen. Dann
ist die Erfiillbarkeit einer Formel aber algorithmisch feststellbar, indem die endlich
vielen moglichen Zuweisungen von Wahrheitswerten an die in der Formel auftretenden
Propositionalzeichen durchprobiert werden, bis eine erfiillende gefunden wird bzw. nach
Betrachtung aller dieser Belegungen feststellt wird, dafl die Formel unerfiillbar ist. Der
Aufwand bei diesem Verfahren ist jedoch gewaltig: Fiir eine Formel mit n Proposi-
tionalzeichen miissen 2™ Belegungen betrachtet werden. Nehmen wir einmal an, der
Wahrheitswert einer gegebenen Formel mit 100 Propositionalzeichen konnte in einer
Mikrosekunde berechnet werden, so wiire der Rechner im schlechtesten Fall 1020 Jahre
beschiéftigt, um die Erfiillbarkeit der Formel festzustellen.

Probleme, die nur von Algorithmen gelost werden, deren maximale Schrittzahl
exponentiell in der Liange der Eingabe wichst, heiflen nicht behandelbar. Sind sie durch
einen Algorithmus l6sbar, dessen Schrittzahl héchstens polynomiell in der Léinge der
Fingabe wachst, so heiflen sie behandelbar.

Es ist bis heute nicht bekannt, ob das Problem SAT behandelbar ist. Es ist allerdings
mit polynomiell beschrankter Schrittzahl l6sbar, wenn wir zulassen, dafl der Algorithmus
polynomiell beschriinkt viele Rateschritte ausfithren darf, und nur die Uberpriifung von
richtig Geratenem bei der Zéhlung der Schritte beriicksichtigt wird. Da mit polynomiell
beschrénkter Schrittzahl festgestellt werden kann, ob eine — geratene — Belegung eine
gegebene Formel erfiillt, ist ein solches Verfahren in der Tat leicht konstruierbar.

Wir wollen diesen Sachverhalt nun etwas genauer diskutieren. Sei hierzu SP (STRING
PASCAL) diejenige Teilsprache von PASCAL, in der nur die Datentypen string und
character mit den zugehorigen Operationen zugelassen sind. Ausdriicke mit Wert boolean
diirfen nur im Bedingungsteil von bedingten Anweisungen und Schleifenanweisungen
auftreten.

Definition 1.8.1 1. Seien X1, Yo Alphabete, die mindestens zwei Elemente enthalten.
Dann heifit f: X7 — X5 in Polynomzeit berechenbar, wenn es ein SP—Programm
gibt, welches f berechnet, so dafl die Laufzeit des Programms polynomiell in der
Lénge der Eingabe beschrankt ist.

2. A C X7 heifit in deterministischer Polynomzeit akzeptierbar, wenn die Funktion f :
Y1 — {0,1} mit f(z) = 1 genau dann wenn x € A, in Polynomzeit berechenbar ist.
f heilt charakteristische Funktion von A. Sei P die Klasse der in deterministischer
Polynomzeit akzeptierbaren Mengen.

3. A C X7 heiBit in nichtdeterministischer Polynomzeit akzeptierbar, falls es ein
Polynom p, ein Alphabet ¥ und eine in deterministischer Polynomzeit akzeptierbare
Menge B C ¥* x ¥ gibt, so dafl genau dann « € A, wenn es ein y € X* mit lth(y) <
p(lth(z)) und (y,z) € B gibt. Sei NP die Klasse der in nicht deterministischer
Polynomzeit akzeptierbaren Mengen.
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In der letzten Definition entspricht die Forderung nach der Existenz eines y mit den
genannten Figenschaften gerade der oben erwéhnten Ratebedingung. Natiirlich lassen
sich Verfahren dieser Art deterministisch simulieren: Wir iiberpriifen alle y € B mit
Ith(y) < p(lth(z)). Nur gibt es davon leider ||X||” (#h(z)) yicle. Bis heute ist nicht bekannt,
ob P = NP, wohl aber wissen wir von vielen Problemen, auch solchen, fiir die schnelle
(deterministische) Algorithmen von enormer wirtschaftlicher Bedeutung wéren, daf sie
in NP liegen.

Wie wir oben angedeutet haben, gilt:

Satz1.8.2 SAT € N'P.
Unter den Problemen in AP gibt es nun besonders schwere.

Definition 1.8.3 1. Sei A C ¥} und B C X35. A heifit in Polynomzeit m—reduzierbar
auf B, falls es eine in Polynomzeit berechenbare Funktion f : ¥7 — 335 gibt, so
dafl genau dann x € A, wenn f(z) € B.

2. B € NP heifit N'P—vollstindig,wenn jede Menge A € NP in Polynomzeit m—
reduzierbar auf B ist.

Lemma 1.8.4 1. Ist B € P und A in Polynomzeit m-reduzierbar auf B, so ist auch
AeP.

2. Ist B N'P—vollstindig, so ist genau dann P = NP, wenn B € P.

Beweis. Da offensichtlich P C NP, folgt (2) aus (1). Wir zeigen nun (1). Werde A
durch die Funktion f in Polynomzeit auf B m-reduziert, und sei g die charakteristische
Funktion von B. Da z € A, genau dann wenn f(z) € B, ist g o f die charakteristische
Funktion von A. Nach Voraussetzung sind f und g in Polynomzeit berechenbar. Seien
p, q die zugehorigen, die Laufzeit beschrinkenden Polynome. Dann ist g o f in durch
p + q o p beschrinkte Laufzeit berechenbar. Also ist A € P. |

Der Teil (2) des obigen Lemmas zeigt, worin die Bedeutung der N'P—vollstéindigen
Probleme liegt. In der Komplexitétstheorie wird gezeigt

Satz 1.8.5 — Cook 1971. SAT ist N'P-vollsténdig.

Nachdem wir die Schwierigkeit des allgemeinen Erfiillbarkeitproblems genauer unter-
sucht haben, wollen wir uns nun einer Formelklasse zuwenden, fiir die das Erfiillbarkeits-
problem sehr einfach zu 16sen ist, den Hornformeln, benannt nach dem Logiker Alfred
Horn. Hornformeln sind vor allem in der Logikprogrammierung von grofler Bedeutung.

Definition 1.8.6 Eine Formel « ist eine Hornformel, falls o = g1 A ... A B, wobei
fir ¢ = 1,...,n entweder §; ein von 1 verschiedenes Propositionalzeichen ist oder
B; = i — C; mit einem Propositionalzeichen C; und v; = BZ-1 Ao A Bzm ¢ fiir gewisse,
von L verschiedene Propositionalzeichen Bg (1<j<my).

Wie schon gesagt, gibt es flir Hornformeln einen sehr effizienten Erfiillbarkeitstest,
der wie folgt arbeitet:

Fingabe : eine Hornformel a = 51 A ... A B,

1. Versehe jedes Vorkommen eines Propositionalzeichens A in a mit einer
Markierung, falls fiir ein ¢ mit 1 <i¢ < n §; = A;
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2. while fiir ein ¢ mit 1 < i < nist ; = B} A...... A B/ — C; mit
bereits markierten Bil, ..., B" und noch nicht markiertem C; do
if C; #.1 then

markiere jedes Vorkommen von Cj

else gib ,unerfiillbar” aus und stoppe;

3. Gib ,erfiillbar“ aus und stoppe. (Die erfiillende Belegung B wird hierbei
durch die Markierung gegeben: fiir ein Propositionalzeichen A ist genau
dann B(A) = w wenn A eine Markierung hat.)

Satz 1.8.7 Der obige Markierungsalgorithmus ist fiir Hornformeln als Eingabe korrekt
und stoppt immer nach spétestens n Markierungsschritten, wobei n die Anzahl der
Propositionalzeichen in der gegebenen Formel ist.

Beweis. Zunéchst ist es klar, dafl nicht mehr Propositionalzeichen markiert werden
konnen, als vorhanden sind, und deshalb nach spétestens n Markierungsschritten entweder
die Ausgabe ,erfiillbar® oder ,,unerfiillbar® erreicht wird.

Zur Korrektheit des Algorithmus’ beobachten wir zunéchst, dafl beziiglich jeder die
Eingabeformel « erfiillenden Belegung B — sofern eine solche iiberhaupt existiert — fiir
die im Laufe des Verfahrens markierten Propositionalzeichen A B(A) = w gelten mu$.
Dies ist unmittelbar einleuchtend im Schritt 1 des Algorithmus’, da eine konjunktive
Verkniipfung von Formeln unter einer Belegung B nur dann den Wert w erhalten
kann, wenn alle Konjunktionsglieder unter B den Wert w erhalten. Besteht ein solches
Konjunktionsglied, wie im Schritt 1, nur aus einem Propositionalzeichen, so muf} dies
notwendigerweise mit w belegt werden. Damit ergibt sich auch die Notwendigkeit, im
Schritt 2 alle Propositionalzeichen C; mit w zu belegen, sofern C; £ 1. und Bil, ..., B™
bereits markiert sind. Diese Uberlegung zeigt auch, daf im Schritt 2 korrekterweise
yunerfiillbar® ausgegeben wird, falls C; =L und die Bil, ..., B]"" markiert sind.

Kommt der Markierungsprozefl in Schritt 2 erfolgreich zu Ende, so liefert Schritt 3
korrekterweise die Ausgabe ,erfiillbar* und die Markierung liefert ein Modell B fiir a.

Dies sehen wir wie folgt: Sei 8; ein beliebiges Konjunktionsglied in «. Falls g;
ein Propositionalzeichen ist, so wird bereits im Schritt 1 B(f5;) = w gesetzt. Falls
Bi=DBlA... A B — Cj, so ist entweder C; #1 und alle Propositionalzeichen in 3,
wegen Schritt 2, insbesondere auch Cj, sind mit w belegt, oder fiir mindestens ein j mit
1 < j <m; ist B(B]) = f. In beiden Fillen folgt, daff B(8;) = w. [

Aus dem obigen Beweis geht hervor, dafl der Markierungsalgorithmus, wenn er mit
Ausgabe ,erfiillbar“ stoppt, das kleinste Modell B von « konstruiert: Fiir alle Modelle B’
von « und alle Propositionalzeichen A in «v ist B(A) < B'(A). Hierbei wird die Ordnung
f < w angenommen.

Weiterhin beobachten wir, dafl jede Hornformel erfiillbar ist, sofern sie keine Teilformel
der Bauart B1 A ... A B,,, —L enthalt. Genau diese Teilformeln fithren in Schritt 2
moglicherweise zu der Ausgabe ,unerfiillbar®.

Gleichfalls ist jede Hornformel erfiillbar, wenn sie keine Propositionalzeichen als
Konjunktionsglied 3; enthélt. In diesem Fall wiirde die while—Schleife nicht betreten.



30 Aussagenlogik

1.9 Ubungsaufgaben

1. Sei $ eine weitere dreistellige logische Verkniipfung definiert durch

p_q r | Hy(p,gr)
W W W w
w w f w
w  w w
w f f f
f w w w
f w f f
f f w f
f £ f f

d.h. intuitiv $(«, 3,7) ist wahr genau dann, wenn mindestens zwei der Formeln
wahr sind. Driicken Sie Hg durch H-, und H,.

2. Zeigen oder widerlegen Sie:

(a) Falls IF o« — $ und IF «, so gilt auch I §.
(b) Ist @ — f erfiillbar und « erfiillbar, so ist auch g erfiillbar.
(c¢) Falls IF @ — (B und « erfiillbar ist, so ist auch /3 erfiillbar.

3. (Craigs Interpolationssatz) Sei IF @« — [ und nehmen wir an, dafl o und S
mindestens ein gemeinsames Propositionalzeichen enthalten. Zeigen Sie, dafl es eine
Formel ~ gibt, die nur Propositionalzeichen enthélt, die in « oder 8 vorkommen,
sodafl F o — v und IF v — 8.

4. Zeigen Sie, mit Hilfe von Satz 1.7.4, dafl
(AV(BANA)A(CV(DAC)))

logisch dquivalent zu (C'V D) ist.
5. Zeigen Sie, dal = eine Aquivalenzrelation ist.

6. Zeigen Sie die folgenden Verallgemeinerungen der de Morganschen- und Distributi-
vitdtsregeln mit Hilfe von natiirlicher Induktion

=1 =1
- ( Ozi) = \/ a7
i=1 i=1
(\/m) AV B ) =\/ V (@ing)
i=1 7j=1 i=1j5=1
(/\061')\/ /\51 )/\/\(Oéi/\ﬁy)
i=1 j=1 i=1j=1

7. Uberfithren Sie die folgenden Formeln in DNF und KNF:
(a) —(A1 < Az),
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(b) ((Al — AQ) — AQ) — AQ,
(C) (A1 — (Al A _\Ag)) A (A2 — (AQ A —\Al)).

8. Auf den Mengen aller Formeln kénnen wir eine Relation = durch o C S genau
dann wenn IF o — S und ¥ o — (.

(a) Zeigen Sie, dafl C transitiv und reflexiv ist.

(b) Geben Sie ein Beispiel fiir Formeln o und 8 an, so da§ weder o C 8 noch
B C a.

(c¢) Finden Sie abzihlbar viele Formeln ¢1, @9, ..., so dafl

P12 C ...
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2.1

2 — Pradikatenlogik

Einleitung

Die Prédikatenlogik ist eine Erweiterung der Aussagenlogik. Betrachten wir den folgenden
Satz:

Jeder von Martins Freunden ist ein Freund von Peter.

Wollen wir diesen Satz formalisieren, so reichen die Mittel der Aussagenlogik nicht
aus. Neben der Implikationsverkniipfung treten in ihm noch die Relation ,,ist Freund
von“ die Individuenkonstanten ,,Martin® und ,,Peter” und der Quantor ,jeder* auf. In
der Prédikatenlogik lassen sich solche Sachverhalte formulieren. Thre Sprache enthélt als
Basisbestandteil Zeichen fiir Relationen, die Beziehungen zwischen Objekten wiedergeben.
Daneben kénnen aber auch Zeichen fiir bestimmte Eigenschaften auftreten. Wir fassen
hier Eigenschaften als einstellige Relationen auf. Wenn es nun schon einstellige Relationen
gibt, macht es dann auch Sinn von nullstelligen Relationen zu sprechen. Da Aussagen
Tatsachen wiedergeben, und zwar unabhéingig von irgendwelchen Argumenten, ist es
naheliegend sie als nullstellige Relationen aufzufassen. Bezeichne R(z,y) zum Beispiel
die iiber den natiirlichen Zahlen definierte Relation ,x ist kleiner als y“, dann bezeichnet
R(3,y) eine Eigenschaft (einstellige Relation), ndmlich ,,3 ist kleiner als y“ und R(3,4)
bezeichnet die (wahre) Aussage (die nullstellige Relation), dal 3 kleiner als 4 ist. In
dem Beispiel werden = und y als Variablen benutzt, wahrend 3 und 4 als Konstanten
benutzt werden. Variablen fungieren als Platzhalter. Ihre Rolle kann am besten mit
der folgenden Konvention verstanden werden: Zu Beginn einer Betrachtung wird ein
nichtleerer Objektbereich festgelegt. Alle auftretenden Variablen werden dann als iiber
diesem Bereich laufend aufgefasst. Konstanten sind Namen fiir Objekte (Individuen) in
diesem Bereich. Eine weitere wichtige Art von Objekten sind Funktionen. Wir wollen
hier nur Funktionen betrachten, die fiir alle Elemente des Objektbereiches definiert sind
und deren Wert wieder ein Objekt des vorgegebenen Bereiches ist. So wie wir Aussagen
als nullstellige Relationen auffassen konnen, lassen sich Konstanten als nullstellige
Funktionen auffassen: Sie sind Objekte, die von keiner Eingabe abhidngen. Ausdriicke,
wie f(x,g(y,3)), die sich aus Funktionszeichen und Variablen aufbauen lassen, heiflen
Terme. Wie bei den aussagenlogischen Formeln lassen sich in der Priadikatenlogik mit Hilfe
der aussagenlogischen Verkniipfungen aus einfachen Relationen komplexere aufbauen.
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Hierzu kénnen aber auch der Allquantor ,,V* und der Existenzquantor ,,3* benutzt werden.
Der Vorteil einer ausdrucksreicheren Sprache in mathematischen Untersuchungen ist
offensichtlich.

Syntax der Pradikatenlogik

Wir beginnen wieder, indem wir die Sprache der Logik festlegen, mit der wir uns jetzt
beschéftigen.

Definition 2.2.1 Das Alphabet einer Sprache erster Stufe £ besteht aus folgenden Sym-
bolen:

e abzidhlbar vielen Variablen x1,x2, x3,. . .,

den logischen Verkniipfungen —, \,V, —, <>,

den Quantoren V,3, All- bzw. FEuxistenzquantor genannt,

den Klammern ),(,

dem nullstelligen Relationszeichen L (= RY), Falsum genannt,

hochstens abzahlbar vielen nichtlogischen Zeichen:

1. Individuenkonstanten: ci1,co,cs, .. .,
2. Funktionszeichen: fi, f2, .. fa, f23, . coyoisy

3. Relationszeichen: RY, R}, ... RS Ry ... ...

Der obere Index gibt bei den Funktions— und Relationszeichen die Stelligkeit an.
Enthélt das Alphabet das Zweistellige Relationszeichen =, so sprechen wir von einer
Sprache erster Stufe mit Identitdt. Entsprechend sprechen wir von einer Sprache erster
Stufe ohne Identitit, wenn es das Zeichen = nicht enthélt. Jede solche Sprache ist
vollstandig durch ihre nichtlogischen Zeichen festgelegt.

Der Zusatz ,erster Stufe“, in der obigen Defnition besagt, daf die in Ausdriicken einer
solchen Sprache auftretenden Variablen nur Platzhalter fiir Objekte des Bereiches sind,
iiber den wir Aussagen formulieren. Treten Variable auch als Platzhalter fiir Mengen von
Objekten auf, so sprechen wir von einer Sprache zweiter Stufe. Allgemein sprechen wir
von einer Sprache n—ter Stufe, falls in den zuldssigen Ausdriicken Variablen auftreten,
die iiber Mengen von Objekten (n — 1)-ter Stufe laufen. Wir werden im folgenden nur
Sprachen erster Stufe betrachten und diesen Zusatz daher meistens weglassen.

Was sind nun die zulissigen Ausdriicke einer Sprache erster Stufe? Wir beginnen mit
der Definition der Terme.

Definition 2.2.2

1. Jede Variable und jede Individuenkonstante ist ein Term.

2. Ist f ein Funktionszeichen mit Stelligkeit k, und sind ¢4, ...,t; Terme, so ist auch
f(t1,...,tg) ein Term.

(In dieser wie auch den folgenden induktiven Definitionen lassen wir die zusétzliche
Bedingung weg, dafl nur die geméfl den genannten Bedingungen konstruierten Ausdriicke
der gewiinschten Art sind.) Nun kénnen wir sagen, was die Formeln der Pradikatenlogik
erster Stufe sind.

Definition 2.2.3
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1. Ist R ein Relationszeichen der Stelligkeit &k, und sind ti,...,t Terme, so ist
R(t1,...,tx) eine Formel.

2. Ist a eine Formel, dann auch —a.
3. Sind a und g Formeln, so auch (aV B),(a A 5),(a — ) und (a0 <> ).
4. Ist x eine Variable, o eine Formel dann sind auch (Vza) und (3xa) Formeln.

Die gemif (1) gebildeten Formeln heiflen atomar. Im Fall des Relationszeichens =
schreiben wir ¢; = to statt = (¢1,t2). Wie in der Aussagenlogik 148t sich nun zeigen:

Satz 2.2.4 Jeder Term und jede Formel ld3t sich eindeutig zerlegen, d.h. , die induktiv
definierten Mengen der Terme und Formeln sind frei erzeugt.

Ist « eine Formel und dariiber hinaus Teilzeichenfolge einer Formel 3, so heifit «
Teilformel von B. Um die Schreibweise etwas zu vereinfachen, wollen wir auch hier die in
der Aussagenlogik getroffenen Klammerkonventionen anwenden. Dariiberhinaus wollen
wir die Klammern iiber quantifizierte Formeln weglassen und annehmen, daff Quantoren
stirker binden als logische Verkniipfungen. Wir schreiben also Vza und Jza statt (Vaa)
bzw. (Jza).

Definition 2.2.5

1. Ein Vorkommen einer Variablen z in einer Formel 8 heifit gebunden, falls = in einer
Teilformel von 8 der Form Vaxa oder dxa vorkommt. Anderenfalls heifit dieses
Vorkommen frei.

2. Wir sagen, eine Variable x kommt in 8 frei vor, wenn sie mindestens ein freies
Vorkommen in 3 hat.

3. Eine Formel ohne freies Vorkommen von Variablen heifit geschlossen oder Aussage.

4. Die Matriz einer Formel « ist diejenige Formel, die man erhilt, indem jedes
Vorkommen von V bzw. 3 samt der dahinterstehenden Variablen entfernt wird.
Wir bezeichnen sie mit o*.

FEine Variable kann in einer Formel sowohl ein freies, wie auch ein gebundenes
Vorkommen besitzen.

Beispiel 2.2.6 Sei L 4 die Sprache erster Stufe mit Identitét, deren Alphabet aufler = als
nichtlogische Zeichen genau eine Individuenkonstante, ein einstelliges und zwei zweistellige
Funktionszeichen enthilt. Statt ¢, fi, f2 und f7 benutzen wir die Bezeichnung 0, 5, +
und *. £ 4 heiflt Sprache der Arithmetik erster Stufe. Sei ferner

a=(—z; =0 = Jro(ry = 5(x2))) AJzy (23 = 23427).
Dann ist « eine Formel dieser Sprache. Samtliche Teilformeln sind:

«
-1 = 0 — Jra(z1 = 5(22))
-1 =0

T = 0

Fzo(x1 = $(x2))

x1 = §(x2)

31‘1(123 = xg—i—xl)
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T3 = r3+T].
Alle in o vorkommenden Terme sind:
x1, %2, 23,0, 5(x2), T3+71

Alle Vorkommen von x5 in « sind gebunden. Das erste Vorkommen von 7 ist frei,
das letzte gebunden. Ferner kommt x5 frei in v vor. Die Formel « ist also keine Aussage.
Die Matrix von « ist die Formel

af = (mx1 =0 — (71 = $(22))) A (23 = 23+27).

Ist « eine Formel und x eine in « frei vorkommende Variable, so schreiben wir auch
a(x). Entsprechend schreiben wir ¢(z), falls  in dem Term ¢ vorkommt. Ist ¢’ ein weiterer
Term, so bezeichnet [z/t'] die Operation der Substitution von z durch ¢'. t[z/t'] ist also
der Term, der entsteht, wenn jedes Vorkommen von z in ¢ durch ¢’ ersetzt wird, und
afz/t'] ist die Formel, die wir erhalten, wenn jedes freie Vorkommen von z in a durch ¢/
ersetzt wird. Wie wir nun zeigen kénnen, kann die Ersetzung von freien Variablen in
einer Formel zu unerwiinschten Effekten fiihren.

Bezeichne R(x,y) die iiber den natiirlichen Zahlen definierte Relation, daf§ x kleiner
y ist, und f die Addition zweier natiirlicher Zahlen. Dann bezeichnet JxR(z,y) die
einstellige Relation ,,y ist eine von Null verschiedene Zahl“. Ersetzen wir nun y durch
einen Term, indem freie Variable auftreten, so erwarten wir, dal das Ergebnis dieser
Substitution wieder eine Relation bezeichnet. So besagt Iz R(z, f(w,w)) z.B. , dafi 2w
eine von Null verschiedene natiirliche Zahl ist. Dieses Prinzip wird aber verletzt, wenn
wir y durch f(x,z) ersetzen: 3z R(z, f(z,x)) ist eine Aussage, die besagt, dafi es eine
natiirliche Zahl z mit x < x + z gibt.

Wir wollen aus diesem Grund nur solche Ersetzungen von x durch ¢ in « zulassen,
bei denen es keine in ¢ vorkommenden Variablen y und keine Teilformeln von « der Art
Yy oder dyS gibt, derart, dafl « in S frei vorkommt. Die Variable z heifit in diesem Fall
in o durch t substituierbar.
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Semantik der Pradikatenlogik

Wie schon gesagt, ist eine Sprache erster Stufe durch ihre nichtlogischen Symbole
festgelegt. Diese kénnen in verschiedener Weise interpretiert werden. Es gibt fiir sie keine
vorgegebene Standardinterpretation wie fiir die logischen Symbole.

Definition 2.3.1 Sei £ eine Sprache erster Stufe. Eine Struktur A fiir £ ist ein Paar
(U, I4), wobei Uy eine nichtleere Menge ist. Sie wird Grundbereich, Individuenbereich
oder auch Universum genannt. I 4 ist eine Abbildung, die

e jeder Individuenkonstanten von £ ein Element aus U4,

e jedem k-stelligem Funktionszeichen von L eine k—stellige Funktion von U ff‘ in Uy
und

e jedem k—stelligem Relationszeichen von L eine Teilmenge von U fl zuweist, und
zwar so, dafl I4(L) = () und —im Fall einer Sprache mit Identitit— I4(=) =
{(a,a) | a € Ua},

I 4 hei3t Interpretation.

Auch in der Priadikatenlogik ist die Bedeutung einer Aussage ein Wahrheitswert. Wir
wollen nun sehen, wie dieser durch eine gegebene Struktur bestimmt ist. Hierzu dehnen
wir die Interpretation auf die Menge der Terme aus. Da ein Term Variablen enthalten
kann, kénnen wir dies nur beziiglich einer vorgegebenen Belegung der Variablen mit den
Werten aus dem Grundbereich tun.

Definition 2.3.2

1. Eine Belegung ist eine Abbildung s der Menge der Variablen in den Grundbereich
U 4. Statt Belegung sagen wir auch Umgebung.

2. Sei z eine Variable, s eine Umgebung und a € Uy4. Dann ist s[z < a] diejenige
Belegung, die = den Wert a und allen iibrigen Variablen y den Wert s(y) zuordnet.

Nach Satz 1.3.6 148t sich die Interpretation I4 nun beziiglich jeder vorgegebenen
Umgebung s eindeutig so zu einer Abbildung I 4[s| auf der Menge der Terme fortsetzen,
dafl

s(t), falls ¢t eine Variable ist
I4[s](t) = L4(t), falls ¢t eine Konstante ist

La[s](t) = La(f)(La[s](t1), - - Lals](tx))

falls ¢ die Form ¢ = f(t1,...,t;) hat, wobei t1,...,t; Terme und f ein k—stelliges
Funktionszeichen ist.

Definition 2.3.3 Sei « eine Formel und s eine Umgebung. Durch Rekursion iiber den
Formelaufbau kénnen wir nun definieren, wann « beziiglich s in A gilt. Wir schreiben
hierfiir A =4 a.

1. Hat a die Form o = R(t1,...,tx) mit einem k-stelligem Relationszeichen R und
Termen tq,...,t;, so

Asa <= (Lafs](t), ..., Lals|(t)) € La(R).
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2. Hat « die Form o = (—f), so

AlEsa < Al B.

3. Hat a die Form o = (8 V 7), so

AEsa <= A oder Alk=g7.

4. Hat a die Form a = (5 A7), so

AEsa <= AE;f und Al=7.

5. Hat a die Form a = (8 — 7), so

AEsa < A oder Al;7.

6. Hat a die Form a = (5 <> 7), so

AEs;a < entweder AlF;f und Algy oder A5 und A B 7.

7. Hat « die Form a = (Vxf3), so

AlEsa < firalleu e Ua A ey B-

8. Hat a die Form a = (3zf), so

AEsa <= esgibt ein u € Uy, so daBB A =z 8-

Wie die obigen Definitionen vermuten lassen, hingt die Interpretation eines Terms,
bzw. das Gelten einer Formel beziiglich einer Umgebung nur von den Werten ab, die
den frei vorkommenden Variablen durch die Umgebung zugewiesen werden.

Lemma 2.3.4 Seien t ein Term, o eine Formel und s,5 Umgebungen. Dann gilt:

1. Stimmen s und § beziiglich der in ¢ vorkommenden Variablen {iberein, so

La[s](t) = Laf3](t) -

2. Stimmen s und § beziiglich der in « frei vorkommenden Variablen iiberein, so gilt
genau dann A =5 a, wenn A =; a.

Beweis. Das obige Lemma 148t sich leicht durch Induktion iiber den Term— bzw. Forme-
laufbau beweisen. Wir betrachten nur den Fall, dafl o die Form Vz 3 hat. Aus Symme-
triegriinden geniigt es, eine der beiden Richtungen zu zeigen. Gelte also A =5 o. Dann
gilt fiir alle u € Ux, daBl A 5y 8. Da sz < u] und §[z < u] beziiglich der in 3 frei
vorkommenden Variablen iibereinstimmen, gilt nach Induktionsvoraussetzung auch fiir

alle u € Un, daB A =4[5y 8. Das heifit, es gilt A =5 o [ |

Auch das folgende Resultat 148t sich leicht durch Induktion iiber den Term— bzw. For-
melaufbau beweisen. Es besagt, dafl Substitution und Interpretation unabhéingig vonein-
ander ausgefiithrt werden konnen.
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Lemma 2.3.5 — Substitutionslemma. Seien ¢ und ¢’ Terme, « eine Formel und z eine
Variable derart, dal = in « durch ¢ substituierbar ist. Dann gilt:

L La[s)(t'[w/t]) = Lalsla « La[s)(D)])(t")
2. AEsaz/t] <— A ):[s[z<—[:4[s](t)] a.

Beweis. Beweis durch Induktion iiber den Aufbau von t bzw. . |

Definition 2.3.6 Sei « eine Formel, dann g¢ilt o in A, wenn « beziiglich jeder Umgebung
in A gilt. In diesem Fall heifit A Modell von «. Ist T eine Menge von Formeln, so heifit
A Modell von I', wenn alle Formeln aus I' in A gelten. Wir schreiben hierfiir: A =T

Eine Aussage o erhilt beziiglich einer Struktur A den Wahrheitswert w, wenn o
in A gilt. Da die leere Menge keine Elemente enthélt, auch nicht das 0—Tupel, gilt L
in keiner Struktur, erhilt also, wie in der Aussagenlogik, immer den Wahrheitswert
f. Kommen in einer Formel keine Variable frei vor, d.h. sie ist eine Aussage, so gilt
sie aufgrund des Koinzidenzlemmas genau dann in einer Struktur, wenn sie beziiglich
einer Umgebung in ihr gilt. Daher gilt fiir Aussagen o in A immer entweder o oder —a.
Dies ist im allgemeinen nicht mehr der Fall, wenn in « Variable frei vorkommen. Wir
betrachten hierzu folgendes

Beispiel 2.3.7 Enthalte £ die nichtlogischen Zeichen ¢, f, g, P und Q. Hierbei haben f
und P die Stelligkeit 1 und ¢ und @ die Stelligkeit 2. Seien ferner x und y Variablen.
Dann ist

a=VzQ(z, f(x)) AN P(g(c,y))

eine Formel. Wir wollen nun eine Struktur fiir L angeben. Sei hierzu A = (U, I), wobei
U die Menge der natiirlichen Zahlen und I durch

I(c) = 2

I(f) = die Nachfolgerfunktion auf U,
also I(f)(n) =n+1,

I(g9) = die Additionsfunktion auf U,

also I(g)(m,n) =m +n,
I(P) = {neU|nist Primzahl },
I(Q) = {m,n|m,neU und m < n},

definiert ist. Sind dann s und s’ Umgebungen mit s(y) = 3 bzw. s'(y) = 4 und
s(z) = §'(z) = 0 fiir alle iibrigen Variablen z, so gilt a beziiglich s in A, denn jede
natiirliche Zahl ist kleiner als ihr Nachfolger und die Summe von 2 und 3 ist eine Primzahl.
Da die Summe von 2 und 4 keine Primzahl ist, gilt a aber nicht beziiglich s’ in A.

Besitzt eine Sprache mindestens eine Individuenkonstante, so 1463t sich auch aus
den Zeichen der Sprache eine zugehorige Struktur konstruieren. Wir wéhlen hierbei als
Grundbereich U die Menge der variablenlosen Terme der Sprache. Im Fall der obigen
Sprache ist dies die Menge

U ={c f(c),9(c,c), fg(e; 0)),9(f (), ), -}

Die nichtlogischen Zeichen der Sprache werden dann wie folgt interpretiert:
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e I(c) ist der Term c,
e I(f) ist die Funktion, die jedem Term ¢ den Term f(t) zuordnet und

e [(g) ist die Funktion, die zwei beliebigen Termen t; und ty denTerm g(t¢1,%2)
zuordnet.

Die Zeichen P und @ werden durch Teilmengen von U bzw. U? interpretiert, die je
nach Aufgabenstellung so gewéhlt werden konnen, dafl die Struktur (U, I) Modell von «
oder aber kein Modell von « ist. Wie wir spéter sehen werden, hat jede Formelmenge,
die iiberhaupt ein Modell hat, schon ein Modell der beschriebenen Art.

Definition 2.3.8 Ist o eine Formel, in der genau die Variablen ¥, ..., y, frei vorkommen,
dann heifit die Aussage Yy ... Vy,a der Allabschlufi und die Aussage Jy; ... Jyp,«a der
Ezistenzabschluf§ von a.

Hierfiir gilt:

Lemma 2.3.9 Ist A eine Struktur fiir £, so gilt @ genau dann in A, wenn der Allabschluf}
von « in A gilt, d.h. dort den Wahrheitswert w hat.

Definition 2.3.10

1. Ist I' eine Menge von Formeln einer Sprache, so heifit I' erfillbar, wenn es eine
Struktur A fiir diese Sprache und eine Umgebung s gibt, so dafl jede Formel in T’
beziiglich s in A gilt. Anderenfalls heifit I" unerfillbar.

2. Gilt eine Formel « in jeder Struktur fiir die zugehorige Sprache, so heifit «
allgemeingiiltig. Wir schreiben in diesem Fall: = a.

Lemma 2.3.11

1. « ist genau dann allgemeingiiltig, wenn der Allabschlul von « allgemeingiiltig ist.

2. « ist genau dann erfiillbar, wenn der Existenzabschluf erfiillbar ist.

Wie im aussagenlogischen Fall 148t sich ferner leicht zeigen, daf eine Formel o genau
dann allgemeingiiltig ist, wenn —« unerfiillbar ist.

Die Prédikatenlogik ist im folgenden Sinn eine Erweiterung der Aussagenlogik: Falls
nur nullstellige Relationszeichen auftreten (dann eriibrigen sich automatisch Terme,
Variablen und Quantoren), erhalten wir im Prinzip die Formeln der Aussagenlogik,
wobei nun die nullstelligen Relationszeichen die Rolle der Propositionalzeichen der
Aussagenlogik iibernehmen. Die Begriffe ,erfillbar“ und ,allgemeingiiltig® aus der
Aussagen— und der Pridikatenlogik sind dann identisch.

Es geniigt sogar, lediglich die Variablen (und damit die Quantoren) zu verbieten,
damit die Pradikatenlogik zur Aussagenlogik , degeneriert“. Sei z.B.

a = (Q(a) V=R(f(8),¢) A Pla,b)

eine Formel ohne Variablen (aber mit mehr als nullstelligen Relationszeichen!). Indem
wir die vorkommenden atomaren Formeln mit Propositionalzeichen der Aussagenlogik
identifizieren

Q((I) <—— A2

R(f(b),c) «— A3
P(a,b) +— Ay
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erhalten wir die aussagenlogische Formel
o = (AQ V Ag) A Ay

Offensichtlich ist (ein so gewonnenes) o genau dann erfiillbar oder allgemeingiiltig, wenn
« erfiillbar bzw. allgemeingiiltig ist.

Wie wir sehen, ist die Struktur aussagenlogischer Formeln in einem gewissen Sinn
grober als die pradikatenlogischer Formeln. Wir wollen nun zeigen, daf§ auch bei der ,, Ver-
feinerung“ aussagenlogischer Ausdriicke, d.h. beim Ersetzen von Propositionalzeichen
durch préadikatenlogische Formeln zumindest die Allgemeingiiltigkeit erhalten bleibt.

Satz 2.3.12 Sei PZ eine Menge von Propositionalzeichen und o eine Abbildung von
PZ in die Menge der pridikatenlogischen Formeln. Sei ferner « eine aussagenlogische
Formel, deren Propositionalzeichen in PZ enthalten sind. Bezeichne &(«) diejenige
pradikatenlogische Formel, die wir erhalten, wenn jedes Propositionalzeichen A in «
durch o(A) ersetzt wird. Ist dann « eine Tautologie, so ist 7(a) allgemeingiiltig.

Beweis. Sei A eine Struktur fiir die Sprache £ und s eine Umgebung. Definiere nun eine
Wahrheitsbelegung B, so daf fiir jedes Propositionalzeichen A € PZ

B(A)=w <— Ak, 0(A).

Wie sich durch Induktion {iber den Aufbau aussagenlogischer Formeln leicht zeigen 1483t,
ist dann

Bla)=w < A=, d(a).

Da « eine Tautologie ist, ist B(a) = w. Also haben wir, daB A =, 6(«). Nun waren A
und s beliebig gewéhlt. Daher ist 6(«) allgemeingiiltig. |

Wir haben schon gesehen, dafl die Definition von Begriffen wie ,erfiillbar und
yallgemeingiiltig® fast wortlich von der Aussagenlogik in die Pridikatenlogik iibertragen
wurden. Sie lassen sich in jede Logik mit einem sinnvollen Modellbegriff iibertragen. Dies
gilt auch fiir den Begriff der logischen Folgerung.

Definition 2.3.13 Sei I' eine Formelmenge. Eine Formel § ist logische Folgerung von T,
falls 8 in jedem Modell von T" gilt. Wir schreiben hierfiir wieder I' = §.

Lemma 2.3.14 Seien I" eine Formelmenge, o und 8 Formeln, = eine Variable und ¢ eine
Term, so dafl z in o durch ¢ substituierbar ist. Dann gilt:

1L.IstakE B, soist ' Ea — B.

2. IstI'Ea— B,s0ist I',a = B.

3. Ist I' = @ und kommt z in keiner Formel aus I frei vor, so ist I' = Vza.

4. Ist I' = Vzay, so ist auch I' = afz/t].
Beweis. Die Aussagen (1) und (2) kénnen wie in der Aussagenlogik bewiesen werden. (4)
folgt mit dem Substitutionslemma sofort aus der Defintition 2.3.3. Wir zeigen nun (3).

Seien hierzu A eine Struktur und s eine Umgebung, so dafl jede Formel aus T’
beziiglich s in A gilt. Sei nun u € U4. Da z in keiner Formel aus I" frei vorkommt, gilt

nach dem Koinzidenzlemma jede solche Formel auch beziiglich s[z < u] in A. Dann gilt
auch « beziiglich s[z + u] in A, woraus folgt, da8 Vza beziiglich s in A gilt. [ |
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Lemma 2.3.15 Seien f und R ein n—stelliges Funktions— bzw. Relationszeichen einer
Sprache mit Identitét und ¢,¢1,...,t,,t),...,t), Terme dieser Sprache. Dann gilt:

1. = t=t,
2. t1=th, .. tp=th = f(ty, . ) =L, ).
3. t1=t], ..., th=tl E R(t1,...,tn) < R(t},...,t)).
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Aquivalenz und Normalform

Wie in der Aussagenlogik sagen wir:

Definition 2.4.1 Zwei Formeln o und S sind (semantisch) dquivalent, wenn fiir jede
Struktur A und jede Umgebung s genau dann « beziiglich s in A gilt, wenn 8 beziiglich
s in A gilt. Wir schreiben in diesem Fall wieder o = /.

Offensichtlich sind o und § genau dann dquivalent, wenn (a <> ) allgemeingiiltig
ist. Mit Satz 2.3.12 lassen sich daher die in Abschnitt 1.8 behandelten aussagenlogischen
Aquivalenzen in die Pridikatenlogik iibertragen. Dariiberhinaus gibt es aber in der Pridi-
katenlogik noch Aquivalenzen, welche die Vertauschbarkeit der Quantoren untereinander,
sowie mit den logischen Verkniipfungen behandlen.

Satz2.4.2 Seien «, 5 und v Formeln,  und y Variablen und komme z nicht frei in
vor. Dann gilt:

1. Vo o = dx ¢
—dr o =Vz ~«

2. Yz aAVz B)=Vr (aApB)
(Fz aVv 3z ) =3z (aVB)

3. VzaAy)=Ve (any)
(Vo aVy)=Ve (aV7y)
(Fzr any) =3z (A7)
(Fz aVvy) =3z (aVAy)

4. YV Vy a =Vy Vo «
dr dJy a=3Jy dxr

Beweis. Die genannten Aquivalenzen lassen sich sehr einfach mit Hilfe der entsprechenden
Definitionen beweisen. Wir fithren exemplarisch nur den Beweis fiir die erste Aquivalenz
in (3) vor. Sei hierzu A = (U, I) eine Struktur fiir die zugrundeliegende Sprache und s
eine Umgebung. Dann gilt:

As (Vo aAy)

AlEs (Vra) und Algy

fiir alle u € U4 A Fypey @ und Ay

fiir alle u € Uy A ):s[m%u} a und A }:s[gjeu] 0
wegen des Koinzidenzlemmas

fiir alle u € UaA Fypen) (@ A7)

A= Ve (aA7y)

(R

Die in (2) gegeniiber (3) nicht betrachteten Formelpaare sind nicht #quivalent:

(Ve aVVx B) # Vz (aVp)
(Fx andx ) #£ Fz (aAp)
Wie in der Aussagenlogik gilt auch in der Pridikatenlogik das folgende Aquivalenz-

theorem. Wir haben nur den in Abschnitt 1.8 gegebenen Beweis um die jetzt zusétzlich
vorkommenden Fille zu ergénzen.
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Satz 2.4.3 — Aquivalenztheorem. Seien o und 3 dquivalente Formeln. Sei 7 eine Formel
mit (mindestens) einem Vorkommen der Teilformel «, und gehe 4" aus v durch Ersetzen
(irgend-)eines Vorkommens von a durch 8 hervor. Dann sind v und +' dquivalent.

Mit Hilfe der in Lemma 1.8.4 und Satz 2.4.2 angegebenen Aquivalenzumformungen
lassen sich die in einer Formel eventuell vorkommenden Quantoren nach auflen ziehen.

Beispiel 2.4.4

—(FxQ(z,y) VVzP(2)) A JwP(g(c,w))
(—32Q(, y) A =V2P(2)) A FwP(g(c, w) )
(Vz=Q(x,y) A 3z=P(z) A JwP(g(c,w)) (wegenSatz2.4.2(1))
= JwP(g(c,w)) A (Vx—=Q(x,y) A Jz—P(z)) (Kommutativitét)
= Jw(P(g(c,w)) N (Vz=Q(z,y) AN Iz—P(z)) (wegenSatz2.4.2(3))
= Jw((3z—P(2) AVz=Q(z,y)) A P(g(c,w g)) (Kommutatlmta;;

)

) (deMorgan

= Jw(VaxIz(=P(2) A =Q(z,y)) A P(g9(c,w))) (wegenSatz2.4.2(3
= JwVx3z(—P(z) A =Q(x,y) A P(g(c,w)) (wegenSatz2.4.2(3))

Beachte, dafl die Quantorenreihenfolge, die sich am Ende der Umformungskette
ergibt, nicht unbedingt von vornherein eindeutig festliegt. Sie hingt von der Art und
Reihenfolge der Umformungsschritte ab. Im obigen Beispiel 148t sich jede mogliche
Permutation von ,Jw*, ,Vx* und ,3z“ erreichen, was aber nicht immer so sein mu$.
Nebeneinanderstehende, gleichartige Quantoren konnen jedoch nach Teil (4) von Satz
2.4.2 immer vertauscht werden.

Um Teil (3) dieses Satzes anwenden zu konnen, miissen wir die Moglichkeit haben,
Variablen gebunden umzubenennen.

Lemma 2.4.5 — gebundene Umbenennung. Secien « eine Formel, @ € {V,3} ein
Quantor und z,y Variablen, so daf y nicht in o vorkommt. Dann sind Qza und Qya|z/y]
dquivalent.

Der Beweis dieses Lemmas ist sehr einfach und wird hier iibergangen. Durch syste-
matisches Ausfithren von gebundenen Umbenennungen, wobei immer neue, noch nicht
vorkommende Variablen verwendet werden, konnen wir das nichste Lemma beweisen.

Lemma 2.4.6 Zu jeder Formel « 148t sich eine dquivalente, bereinigte Formel 5 angeben.
Hierbei heifit eine Formel bereinigt, sofern es keine Variable gibt, die in der Formel sowohl
gebunden als auch frei vorkommt, und sofern hinter allen vorkommenden Quantoren
verschiedene Variablen stehen.

Wie im obigen Beispiel bereits angedeutet, lassen sich Formeln durch Anwendung von
Aquivalenzumformungen und durch eventuelles gebundenes Umbenennen in dquivalente
bereinigte Formeln iiberfiihren, bei denen alle Quantoren vor der Matrix stehen.

Definition 2.4.7 Eine Formel ist prinex oder in Prdinexform, falls sie die Form Q1y1 Q21> . . .
Qnyna mit einer quantorfreien Formel « hat. Hierbei ist fiir ¢ = 1,...,n y; eine Variable
und @Q; € {V, 3}. Ist die Formel zusitzlich bereinigt, so sagen wir, sie ist in BPF.

Satz 2.4.8 Zu jeder Formel a 148t sich eine dquivalente Formel § in BPF angeben.

Beweis. Wir fithren den Beweis durch Induktion iiber den Formelaufbau. Ist o atomar,
S0 ist « bereits in BPF. Wir setzen daher 8 = a.

Hat a die Form —y, und ist 71 = Q191 ... Qnyn 7/ die nach Induktlonsvoraussetzung
existierende zu v dquivalente Formel, so ist o = Q1y1 ... Qnyn —', wobei Q; = 3, falls
Q; =V, und Q; =V falls ; = 3. Diese Formel hat die gewiinschte Form.
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Hat « die Form (yJ§) mit O € {Vv, A}, dann gibt es zu y und 0 dquivalente Formeln
~v1 und 01 in BPF. Durch gebundenes Umbenennen kénnen wir (y;0d0;) bereinigen.
Hiernach habe v die Form Qiyi ... Qryr 7' und é; die Form Q|z1...Q), 2z, ¢ mit
Qi, Q; € {¥,3,}. Dann ist a = Qy1 ... Qryx Q121 ... Qp2m (7/00'). Diese Formel hat
die gewiinschte Form.

Hat « die Form (y0d) mit ¢ € {—, <>}, dann ist « dquivalent zu (—y V) bzw. ((7A
9)V (=y A—9)). Diese Formeln kénnen in der eben beschriebenen Weise weiter behandelt
werden.

Hat schlieflich « die Form Qz v mit @ € {V,3}, so hat die nach Induktionsvoraus-
setzung zu v dquivalente Formel in BPFdie Form Q1y ...Qny, 7. Durch gebundes
Umbenennen kann die Variable x von yi, ..., y, verschieden gemacht werden. Dann ist

o= Q.ZL' Qlyl e Qnyn 71- n

Ist eine Formel in BPF, so wollen wir nun untersuchen, wie wir die eventuell auftre-
tenden Existenzquantoren ohne Informationsverlust eliminieren konnen. Die hiernach
noch vorhandenen Allquantoren kénnen dann wegen Lemma 2.3.9 weggelassen werden.

Definition 2.4.9 Fiir jede Formel o in BPF definieren wir ihre Skolemform als das
Resultat der Anwendung des folgenden Algorithmus’ auf a:

while « enthilt einen Existenzquantor do
begin
« habe die Form
a =Yy ...Vy,Iz B mit einer Formel § in BPF und n > 0;
Sei f ein neues, bisher in der Sprache £ nicht vorkommendes n—stelliges Funktionszeichen;
L:=LU{f}
a:=Vyr .. Yy Blz/fyr, - yn)l;
(d.h. , der Existenzquantor in o wird gestrichen
und jedes Vorkommen der Variablen z in 8 durch f(yi,...,yn) ersetzt)
end;

Beachte, dafl die Sprache £ hier in jedem Iterationsschritt um ein Funktionszeichen
bzw. — im Fall n = 0— eine Individuenkonstante erweitert wird. Jedes solches Zeichen
heifit Skloemfunktion. Wir werden spéter nocheinmal hierauf zuriickkommen.

Satz2.4.10 Sei « eine Formel in BPF, o ihre Skolemform und entstehe £" aus £ durch
Hinzunahme der bei der Bildung von o’ auftretenden Skolemfunktion. Dann gilt:

1. Ist A’ eine Struktur fiir £/, und gilt o/ in ihr, so gilt o in der Beschrdnkung von A
auf £, d.h. in der Struktur (Uy, 4 | £), wobei Z4 | £ die Einschrankung des
Definitionsbereichs von Z 4 auf L ist.

2. Ist A eine Struktur fiir £, in der « gilt, so gibt es eine Struktur A’ fiir £’ mit dem
gleichen Grundbereich wie A, in der o gilt. I 4 stimmt auf £ mit I4 iiberein.

Beweis. Offensichtlich reicht es, Formeln o und o/ in BPF zu betrachten, derart, daf3
o/ mittels der in einem while-Schleifendurchlauf durchgefiihrten Umformungsschritte
aus « hervorgeht. Sei also a = Yy ... Vy,3z 5. Mit den genannten Umformungsschritten
erhalten wir hieraus eine Formel der Form o = Vy; ... Yy, Blz/f(y1,- -, yn)]-

1. Wir nehmen zuerst an, daf§ A’ eine Struktur fiir £’ und s eine Umgebung ist, so
daB o beziiglich s in A’ gilt. Dann gilt 8[z/f(y1, ..., ys)] fiir alle uy, ..., u, € Uy
beziiglich s[y; < u1]...[yn < up] in A’. Mit dem Substituitionslemma folgt fiir
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alle uy,...,u, € Uy, daB § beziiglich s[y1 + ui]...[yn + up][z < v] in A’ gilt,
wobei v = Iy/(f)(u1,...,uy). Also gibt es fur alle uj,...,u, € Uy ein v € Uy, so
daB 8 beziiglich s[y1 < u1] ... [yn < up][z < v] in A’ gilt. Dies heifit aber nichts
anderes, als dafl o beziiglich s in der Beschrinkung von A" auf £ gilt.

2. Nehmen wir nun an, daf3 A eine Struktur fiir £ und s eine Umgebung ist, so daf3
« beziiglich s in A gilt. Dann gibt es fiir alle uy,...,u, € Uy ein v € Uy, so dafl
B beziiglich s[y; < u1]...[yn < un][z + v] in A gilt. Sei nun F eine n—stellige
Funktion auf Uy, so da8 fiir alle uy,...,u, € Ugq F(uy,...,uy) ein solches v ist.
Die Existenz einer solchen Funktion ist durch das Auswahlaziom gesichert.

Wir definieren jetzt eine neue Struktur A’, die eine Erweiterung von A ist derart,
dafl A’ iiberall mit A identisch ist und das zusitzliche Funktionszeichen f in
A’ durch F interpretiert wird. Aufgrund der Wahl von F folgt, dafl fiir alle
U1y ... up € Uy B beziiglich s[y; < u1] ... [yn < un)[z + F(ug,...,uy)] in A gilt.
Mit dem Substituitionslemma erhalten wir hieraus, daf fiir alle uy,...,u, € Uy
Blz/f(y1,--.,yn)] beziiglich s[y1 + ui]...[yn + uy] in A’ gilt, und also, dafl o/
beziiglich s in A’ gilt.

Korollar 2.4.11  Jede Formel in BPF' ist genau dann erfiillbar, wenn ihre Skolemform
erfiillbar ist.

Beachte, dafl die Umformung in Skolemform keine Aquivalenzumformung in dem
Sinne ist, dafl die entstehende Formel dquivalent zur Ausgangsformel ist. Es liegt lediglich
Erfillbarkeitsiquivalenz vor: Die entstehende Formel besitzt genau dann ein Modell, wenn
die Ausgangsformel ein Modell besitzt. Dies ist nicht unbedingt eine Einschrinkung.
Ziel der Logik ist es u.a. , eine iibersicht tiber die allgemeingiiltigen Aussagen zu
ermoglichen. Die iberfithrung in Normalformen ist ein gutes Mittel hierzu. Nun ist ja
eine Aussage a genau dann allgemeingiiltig, wenn —« unerfiillbar ist. Daher kénnen auch
erfiillbarkeitserhaltende Umformungen zur Erreichung des genannten Zieles eingesetzt
werden.
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2.5 Ubungsaufgaben
1. Geben Sie eine induktive Definition von substituierbar.
2. Sei L eine Sprache, die mindestens eine Konstante ¢, ein ein-stelliges Funktions-
symbol f und zwei 2-stellige Funktionssymbole g, k enthilt. Sei A = (N,Z), so dafl
Z(c) =0,Z(f) = S, Z(g) = + und Z(k) = - (wobei S die Nachfolgerfunktion und
+ und - die Addition bzw. die Multiplikation ist).

(a) Geben Sie zwei Terme t ohne Variablen an, so daB Z[s|(t) = 5 fiir jede
Belegung s.

(b) Geben Sie fiir jede natiirliche Zahl n cinen Term n an, so daB Z[s](n) = n fiir
jede Belegung s.

3. Fiir geschlossene Formeln ¢ haben wir entweder A = ¢ oder A = —p. Geben Sie
ein Beispiel an, daB zeigt, dafl dies fiir nicht geschlossene Formeln nicht der Fall ist.

4. Zeigen Sie, daf3

=3z (a = Vy afz/y]) .

(Dies ist die sogenannte Trinkerformel, die uns auch in den néchsten Ubungsaufgaben
begegnen wird).






Einleitung
Natiirliches SchlieBen
Vollstandigkeit

Ubungsaufgaben

3 — Herleitungen

3.1 Einleitung

Ziel dieses Kapitels ist es, den Begriff der logischen Folgerung syntaktisch zu charakteri-
sieren. Hierzu werden wir die Vorgehensweise beim Fiihren von Beweisen formalisieren
und zeigen, daf eine Formel genau dann logische Folgerung aus einer gegebenen Formel-
menge ist, wenn sie aus dieser Formelmenge herleitbar ist. Dieses Resultat ist keineswegs
offensichtlich. Gibt uns doch der Beweis einer Aussage i.a. mehr Information als das
blofle Wissen, dafl sie wahr ist. Wir wollen dies an einem Beispiel verdeutlichen.

Seien in der Sprache der Arithmetik 2 und 4 Bezeichnungen fiir die Terme 5(3(0))
und $(5(5(5(0)))). Dann ist die Aussage 2--2=4 logische Folgerung aus den Aussagen

(1) Ve 2+0 =2
(2) VaVy z+5(y)=s(x+y)

Insbesondere hat die obige Aussage iiber dem Standardmodell der Arithmetik als
Bedeutung den Wert w. Der Grund hierfiir ist, daB die beiden Terme 2+2 und 4 diegleiche
natiirliche Zahl bezeichnen, ndmlich 4. Wie die Entwicklung der Logik, insbesondere
der Modelltheorie, gezeigt hat, ist diese Information in vielen Féllen ausreichend. Aber
die Vorgehensweise, insbesondere die Interpretation des Funktionszeichens + durch die
Additionsfunktion, d.h. eine Menge von Paaren natiirlicher Zahlen, iibersieht, daf} die
Aussagen (1) und (2) eine algorithmische Vorschrift zur ,, Berechnung® von 242 enthalten.
Sie wird bei der Herleitung der obigen Aussage aus (1) und (2) benutzt:
242 = 5(5(0))+5(5(0))

= 5(5(s(0))) +5(0)) (2)
= $(s(s(5(0)) +0)) (2

(s(s(s(0

Il
w

)
5(3(5(5(0)))) (1)

= 3

|
W

Frege nennt diesen algorithmische Aspekt des Terms 242 seinen Sinn [Frege 1892]. Die
beiden Terme 2+2 und 4 haben zwar die gleiche Bedeutung, aber unterschiedlichen
Sinn. Allgemein sind der Sinn eines Namens die Angaben, die Informationen, die im
Namen iiber das Denotat, d.i. seine Bedeutung, enthalten sind. Fiir die Mathematik war
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bisher — vor allem seit der Entwicklung der Mengenlehre — fast nur die Bedeutung
von formalen Ausdriicken interessant und nicht der Sinn. So ist es i.a. unwichtig, durch
welche Zuordnungsvorschrift eine Funktion gegebenen ist, sondern méchten nur ihre
Extension, d.i. die Menge der Argument-Wert-Paare, kennen. In der Informatik ist
dies anders: Verschiedene Zuordnungsvorschriften sind verschiedene Algorithmen mit
unterschiedlichen Komplexitéiten.

Natirliches SchlieBen

Wir benutzen die Notation

«

zur Bezeichnung einer Herleitung von «. Eine solche Herleitung kann als endlicher Baum
aufgeschrieben werden, dessen Knoten mit Formeln markiert sind. Die Wurzel hat die
Markierung «. Die Markierungen der Blétter sind entweder gebunden oder frei.

Im allgemeinen sind die Formeln an den Bléttern frei, d.h. sie sind wesentlicher Teil
des Beweises. Sie heiflen in diesem Fall Annahme. Ein einfacher Beweis ist durch die
Regel gegeben, die uns die Bildung von Herleitungen erlaubt, die nur aus einer Formel
bestehen:

«

Hier ist « sowohl Blatt wie auch Wurzel: Wir leiten « aus der Annahme « her. Mithilfe
von Regeln kénnen aus Herleitungen weitere Herleitungen konstruiert werden. Haben wir
zum Beispiel Herleitungen fiir die Formel a und o — 3, so kénnen wir hieraus mittels
der Regel

o a—f
B

eine Herleitung fiir 8 bilden. Die Konstruktion von Herleitungen orientiert sich am
Formelaufbau. Fiir fast alle logischen Verkniipfungen und die Quantoren gibt es eine
Introduktionsregel, die uns die Konstruktion einer Herleitung fiir eine zusammengesetzte
Formel aus Herleitungen der Teilformel erlaubt, und — sozusagen als Umkehrung dieser
Regel — eine Eliminationsregel. Die obige Regel heifit — Elimination. Die zugehorige
Einfiihrungsregel, die — Introduktion, lautet wie folgt:

(= E)

o]

5

CEYARE

Mit dieser Regel bilden wir aus einer Herleitung

a
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in der a als Annahme auftritt, eine Herleitung von o — (3, in der « nicht mehr als
Annahme auftritt. In der Regel wird dies durch die Schreibweise [a] angedeutet. Wir
sagen, dafl das bzw. die Vorkommen von « in der Herleitung gebunden worden sind.
Solange eine Formel « in einer Herleitung fiir eine Formel g als Annahme auftritt,
konnen wir diese Herleitung zu einer Herleitung von 8 verldngern, in der o nicht mehr
als Annahme auftritt, indem wir eine Herleitung von « einfiigen:

g
Bei einem gebundenem Vorkommen von « 148t sich diese Einsetzung nicht vornehmen.
Wir geben nun die Regeln an:

e Annahmeneinfiihrung: o  (Ann)

o Introduktionsregeln:

(o]
E (;‘ VI
aiﬁ (= 1) Vro (V1)

Die V-Introduktionsregel darf nur angewendet werden, wenn die Variable in keiner
in der Herleitung von « freien Annahme frei vorkommt.

e FEliminationsregeln:

(:)z « —> 15} Vx'oz
5 P o/ P

Die V-Eliminationsregel darf nur angewendet werden, wenn x in « durch ¢ substi-
tuierbar ist.

Beispiel 3.2.1 Wir wollen nun schrittweise eine Herleitung der Aussage
Ve(a — ) — (o — Vzpf)

konstruieren, wobei wir annehmen, dafl die Variable x in « nicht frei vorkommt.

1 Schritt:
Ve(a — )
2 Schritt:
Ve(a — )
a—f (VE)
3 Schritt:
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4 Schritt:

5 Schritt:

6 Schritt:

7 Schritt:

Va(a — B)
o] a—p

L (VI)

Vx5
a — Vaf (=1)

Vae(a — B) = (o — Vz8)

(VE)
(= E)

(=D

Es fillt auf, dafl wir nur Introduktions— und Eliminationsregeln fiir — und V ange-
geben. Nach Korollar 1.4.6 ist dies aber keine Einschrénkung, zumal jede Formel der
Art Jza dquivalent zu —Va—q ist. Wir betrachten eine Formel als herleitbar, wenn die
dquivalente Formel eine Herleitung besitzt, die wir erhalten, indem wir V,A,—,3 durch
—,L und V ausdriicken. Zur Erinnerung geben wir noch einmal die entsprechenden
Aquivalenzen an:

e’ =a— 1

aVp =-a—-—p =la—>1l)=>(—L1)—1)
aNp =-(a——-p) =(la—=(p—1)—L

aef =@ B -(Boa) =(anB)—(Boa)— 1)1
Jza = V- = Ve(a— 1)) — L

Die Logik mit dem obigen Regelsystem heifit Minimallogik. In ihr ist L ein Symbol
wie jedes andere. Eine der wichtigsten Forderungen an eine Schlufliregel ist, dafl sie
die Giiltigkeit der beteiligten Formeln erhélt. Nach Lemma 2.3.14 haben die obigen
Regeln diese Eigenschaft, und zwar unabhingig davon, welchen Wahrheitswert wir |
geben. Wir wollen aber, dafl | als Kontradiktion zu interpretieren ist. Dies erreichen
wir, indem wir fordern, daf fiir atomare Formeln « die Formel ——a — « herleitbar
ist (womit die Aussage auch fiir allgemeine Formeln bewiesen werden kann). Beachte
hierzu, daf§ die Formel ((« — ) — ) — « genau dann allgemeingiiltig ist, wenn
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eine Kontradiktion ist, d.h. in keinem Modell gilt. Die Formel -—a — « entspricht dem
Vorgehen beim Indirekten Beweis: Fiihrt die Annahme -« zu einem Widerspruch, so
haben wir o bewiesen.

Allerdings kénnen wir die Formel -« — « nicht in der Minimallogik beweisen. Wir
miissen also noch mehr Regeln zu unserem Herleitungsbegriff hinzufiigen

IBA Indirekter Beweis fiir atomare Formeln. Fiir jede atomare Formel o aufler L ist

T —

eine Herleitung ohne freie Annahmen.

Ist £ eine Sprache mit Identitét, so gilt ferner:

Id Identititsaziom. Fiir jede Variable x der Sprache L ist

eine Herleitung ohne freie Annahmen. x=x

GF Gleichheitsaxiom fiir Funktionszeichen.

Fiir jedes Funktionszeichen der Sprache £ der Stelligkeit n > 0, alle Variablen y, z
und alle z mit 1 <7 < n ist

y=z — f(x1,...,xn) [z Jy|=f(z1, ..., 20)[xi /2]

eine Herleitung ohne freie Annahmen.

GR Gleichheitsaxiom fiir Relationszeichen. Fiir jedes Relationszeichen der Sprache £
der Stelligkeit n > 0, alle Variablen y, z und jedes ¢ mit 1 < ¢ < n ist

y=z = (R(z1,...,xn)[xi/y] = R(x1,...,25)[xi/2])

eine Herleitung ohne freie Annahmen.

Sei & die Formel, welche wir aus « erhalten, wenn die Verkniipfungen =, V, A und «
und den Quantor 3 durch —, | und V ausdriickt. Sei ferner I' eine Formelmenge. Dann
sagen wir:

Definition 3.2.2 Bezeichne FA () die Menge der freien Annahmen einer Herleitung .
Eine Formel « ist herleitbar aus I' und schreiben: I' - o, wenn es eine Herleitung £ von
& mit FA(E) C T gibt. Ist & aus () herleitbar, so nennen wir a herleitbar und schreiben:
F a.

Lemma 3.2.3 Die folgenden Formeln sind herleitbar (sogar in Minimallogik):

(a=B8)=(B—=7) — (a—=7)) (Kettenschlufs),

La— (= a),

1
2
3. a— a,
4. (a = B) = (=8 — ) (Kontraposition),
5)

.aV oo (,tertium non datur®),
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6. (« = B) = -aVp,

7. aVp—=BVa,

8. aNf — B Aa,

9. Vza — Yya[z/y], falls die Variable y in a nicht vorkommt.

Beweis. Um eine Herleitung von (1) zu konstruieren, ist es zweckm#Big, erst einmal
einen informalen Beweis zu finden. Dies ist in diesem Fall sehr einfach. Wir wollen eine
Implikation beweisen. Also nehmen wir zunéchst einmal an, dafl die Pramissen o — (3,
B — v und « giiltig sind. Zu zeigen ist . Aus den Annahmen « und o — 8 erhalten wir
B und hieraus mit 8 — « schliellich ~, was zu zeigen war.

Aus diesem informalen Beweis wollen wir jetzt eine Herleitung gewinnen. Es ist

[a]  [a—p]
B B — 1]

_J
a—

(B—=7) = (@=1)
(&= B) = ((B—=7) = (a—=19))
die gesuchte Herleitung von (1). (2) folgt dhnlich wie (1), ebenso (3) und (4). (5) ist
ein Spezialfall von (3). Wir geben nur die Herleitungen an:

(2)

8]
__Boa
a— (f— a)

[of  fo— 1]
L
(o —1)— L

a— ((a—1)—1)

(4) ist ein Spezialfall von (1) mit v = L
(5) ist ein Spezialfall von (3) (angewandt auf die Formel —a)

Im Fall (6) haben wir eine Herleitung von (o« — ) — (==« — ——=f) zu finden. Nehmen
wir also an, dafl o — S giiltig ist. Mit zweimaliger Anwendung der Kontraposition erhalten
wir, daf§ auch =—a — ——[. Seien daher £ und ¢ Herleitungen von (o — ) — (=5 — —«)
und (= — —a) = (-—a — ——=F). Dann ist

s
[a—=pB]  (a—=B) = (28— a) e
-8 = -« (=8 = —a) = (7—a — =)
——a — =3
(@ =) = (7a = —=p)
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eine Herleitung von (6).
(7): Gesucht ist eine Herleitung von der (iibersetzten) Formel (—a — ——f3) — (=8 —
—=a). Wir nehmen hierzu an, daf§ ~a — == und —f giiltig sind. Zu zeigen ist dann
——«. Nehmen wir daher weiter an, dafl —« gilt. Mit der ersten Annahme folgt dann
==, ein Widerspruch zur anderen Annahme, dafl =3 gilt. Jetzt konnen wir die gesuchte
Herleitung leicht angeben:

e
8] ~—8
1

e
ﬁﬁ — T
(o= —8) =+ ("B = ~a)

ist eine Herleitung von (7).
(8): Wir haben eine Herleitung von —(av — =) — —(5 — —«) anzugeben. Offensichtlich
ist

a— —f
(8= —a) = (a = —p)

eine Herleitung von (8 — —-a) — (o — —f). Sie werde mit & bezeichnet. Mittels
Kontraposition folgt hieraus die herzuleitende Formel. Sei also 7 eine Herleitung von
(B = —a) = (a— —p)) = (—(a = =p) = =(B — —«)). Dann ist

& T

~(a— —B) = ~(8 = —a)

die gesuchte Herleitung.
(9): Wir nehmen an, dafl Vza giiltig ist. Zu zeigen ist Vya[z/y]. Sei also y beliebig, aber
fest gewihlt. Spezialisieren wir jetzt unsere Annahme fiir dieses y, so erhalten wir o[z /y]
und damit auch Vya[z/y], denn die Variable y kommt in Vza nicht frei vor. Nun ist es
wieder einfach eine Herleitung von (9) anzugeben:

Vza]
afz/y]
Vyalz/y]
Vea — Yyalz/y]

ist eine solche. ]

In der Definition von ,,Herleitung* haben wir festgelegt, dafl fiir von L verschiedene
atomare Formeln « die Formeln ——a — « als Axiome benutzt werden konnen. Diese
Axiome heiflen auch Stabilitdtsaziome. Wir zeigen nun:

Lemma 3.2.4 Fiir jede Formel « ist F =—a — «.
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Beweis. Wir fithren den Beweis durch Induktion iiber den Formelaufbau, wobei wir nur
die logische Verkniipfung — und den Allquantor zu beriicksichtigen haben. Ist o atomar,
S0 ist = — «a, wie wir gerade gesehen haben, ein Axiom, falls o # L. Im Fall @« = L
ist aus (L — 1) — L die Formel L herzuleiten. Die Pramisse L — L der Annahme
(L — L) — L ist aber leicht herzuleiten, d.h. wir haben L. Jetzt 148t sich die gesuchte
Herleitung einfach angeben:

[L]
L—=1  [~d]
L
(—\—\J_) — 1

ist eine Herleitung der Formel =—1 — 1.

Ist @ von der Form 8 — =, so ist v aus —=—(8 — ) und S herzuleiten. Nach
Induktionsvoraussetzung gilt =—y — ~. Nehmen wir nun an, daf§ —y. Dann ist auch
—(8 — 7). Denn aus der Annahme, dafl 3 — ~, erhalten wir mit 8 v und damit einen
Widerspruch zu —y. Die Folgerung, dafl —(5 — =) widerspricht aber der Voraussetzung,
dal =—(8 — =). Also ist =—y, woraus mit der Induktionsvoraussetzung ~ folgt. Die
gesuchte Herleitung erhalten wir nun wie folgt: Sei £ eine nach Induktionsvoraussetzung
bekannte Herleitung der Formel ——vy — ~. Dann ist

Bl [B—=1]
v [—]
[
[==(8 = )] =(B =)

1L

-y 3
0

B—

(B =) = (B—7)

eine Herleitung der Formel =—(8 — ) — (8 — 7).

Ist a von der Form Vz 3, so ist a aus =~V 3 herzuleiten. Nach Induktionsvoraussetung
gilt =——f8 — B. Da x in Vzf nicht frei vorkommt, geniigt es also ——( herzuleiten.
Gelte daher noch —f. Nehmen wir jetzt weiter Vz3 an, so folgt 5 und wegen —f ein
Widerspruch. Also —Vz3, im Widerspruch wiederum zu der Annahme ——Vz/. Somit
fithrt die Annahme =S auf einen Widerspruch, d.h. , wir haben wie gewiinscht =—/3. Nun
188t sich die gesuchte Herleitung leicht angeben. Sei £ eine nach Induktionsvoraussetzung
bekannte Herleitung der Formel == — 3. Dann ist

[V ]
[-8] B
1
[~-Vah] VB
1
—p £
p
Vx5

——Vzf — Vaf

eine Herleitung der Formel ——Vz3 — Vz/j. |
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Definition 3.2.5 Ist £ eine Herleitung von o« — 8 und 7 eine Herleitung von «, so wollen
wir mit ({7) die Herleitung

von 3 bezeichnen.

Korollar 3.2.6 Die folgenden Formeln sind herleitbar:

1. L 5« (,ex falso quod libet*),
2. BANB = a,
3. (a= (=8 =7) = (=(a = B) =),

Beweis. (1) Sei a eine beliebige Formel. Wir haben zu zeigen, dal L — « herleitbar
ist. Nach Lemma 3.2.3(1) und (2) und obigem Satz gibt es Herleitungen 7, und & der
Formeln (L — ——a) = ((-—a = a) - (L = «a)), L - (o« = L) = L) und -—a — «a.
Dann ist (£7)( eine Herleitung der Fomel L — a.

(2) Nach Lemma 3.2.3(3) gibt es Herleitungen £ und ¢ von 8 — ——f und (8 —
—=3) — —==(8 — ——f). Dann ist es leicht ¢ und £ zu einer Herleitung von ——(8 —
—=f) = (B A —=B) — L zu kombinieren. Sei weiter 7 eine Herleitung von L — « und 7,
eine nach Lemma 3.2.3(1) existierende Herleitung von ((8 A —=8) — L) = ((L — o) —
((BA=B) = «)). Dann ist ((n(¢€))7) die gesuchte Herleitung.

(3) Wir haben zu zeigen, daf§ v aus ~(a« — ) und o — (=3 — <) herleitbar ist.
Dazu nehmen wir an, dal @ — (=8 — «) und =(a — B) giiltig sind. Ferner nehmen wir
an, daf§ =y gilt. Wir wollen zeigen, daf§ dann 3 aus « folgt. Gelte daher a und —8. Dann
gilt nach unserer ersten Annahme, daf§ . Also war die Annahme, dal = falsch, d.h. ,wir
haben (. Also haben wir @ — 3 gezeigt. Dies widerspricht unserer Eingangsannahme,
woraus folgt, dal auch die Annahme —y falsch war. Wir erhalten somit v, was zu zeigen
war. Seien nun £ und 7 Herleitungen der Formeln ——f — 8 und ——y — ~. Dann ist

= (=8—=7] [a]
B (-8
gl []
L
—p §
B
a—p [~(a = B)]
L
~
—(a=p) =~
(@= (=8 =7) = (=la—=F) =)
eine Herleitung der Formel (o — (=8 — 7)) = (=(a = B) = 7). [ |

Wir haben uns bei der Definition des Herleitungsbegriffs bemiiht, mit méglichst wenig
Schlufiregeln auszukommen. Wegen der gewéhlten Regeln haben die in Herleitungen
vorkommenden Formeln i.w. die Gestalt a1 — (g — ... (o, — 5)...). Zur Abkiirzung
schreiben wir hier auch a1,...,a,,, — B, wobei wir endliche Folgen ag,...,a, von
Formeln manchmal auch mit & bezeichnen. Fiir Formeln dieser Art gelten nun einige
niitzliche Eigenschaften.
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Lemma 3.2.7 Die folgenden Formeln sind herleitbar:
1. (@ — B) = (d,a — B) (Abschwichung),
2. (@,a,a = B) = (d,a — B) (Kontraktion),
3. (@, a,53,8,7— 8) — (&8, 8,a,7 — 8) (Vertauschung).
Der Nachweis ihrer Herleitbarkeit ist sehr einfach und wird hier iibergangen.

Korollar 3.2.8 Die folgenden Formeln sind herleitbar:

1. z9=x1 — xlixg,

2. x1=x9 — (I’Qil‘g — ZEli:Eg).
Beweis. (1) Wegen des Gleichheitsaxioms fiir Relationszeichen ist die Formel zo=x; —
(x1=w2[x1 /2] — T1=22[21/21]) herleitbar. Mit Vertauschung erhalten wir hieraus, dafl

auch xo=w9 — (x9=x1 — T1=x2) herleitbar ist, woraus aufgrund des Identitdtsaxioms
die Herleitung von (1) folgt. Ahnlich erhalten wir auch die Herleitbarkeit von (2). W

Ausgehend von den gewihlten Introduktions— und Eliminationsregeln lassen sich
auch fiir die iibrigen logischen Verniipfungen und den Existenzquantor derartige Regeln
herleiten.

Lemma 3.2.9 Es gilt:

o ——Introduktion:

Mok 1
——— (7D

't -«
——Elimination:
I'Fa

—(-E
I‘,—aI—J_( )

o V-Introduktion:

I'Fa

Travp D

TF3

Fl—aVﬁ(sz)

V-Elimination:
Nak~y T',6F~y
Navgky

(VE)

o A—Introduktion:

T'ka TFA

'Canp (AT)

A—BElimination:
Fcanpg
'«

I'Fanp

(ALE), s

(A2E)
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o ——Introduktion:

INakg TI'fFa

rFaos D

——FElimination:

r'ra<pg I'Ep
I'Fa

(+ 1E)

l''ra+<pg TI'Fa
reg

(< 2E)

o ———FElimination:

'k -«
'«

o J-Introduktion:
I'Falz/t]
—— 1 (31

I'F 3za (3D,

falls die Variable z in o durch ¢ substituierbar ist

(—==E)

o J-Elimination:
'tdzea TI'atk g
I'dza bk p

falls die Variable x weder in 8 noch in den Annahmen aus I' frei vorkommt

(3E),

Beweis. Der Beweis der ——Introduktion und —Elimination ist sehr einfach und soll
hier iibergangen werden. Die ———Elimination folgt aus Lemma 3.2.4. Ebenso folgen
+>Introduktion und —Elimination aus den entsprechenden Regeln fiir A und —. Wir
beweisen nun die restlichen Regeln, wobei wir uns bei der \-Introduktion und der N~
Elimination wegen Lemma 3.2.3 auf den Nachweis einer der beiden Regeln beschréinken
konnen.

(V1). Sei £ eine Herleitung von « aus I'. Dann ist

ol
L
5]
_|_|6

X — —|—|/B

eine Herleitung von - — ==, d.h. von a VvV 8 aus I'.
(VE). Seien ¢ und ¢ Herleitungen von v aus I' und a bzw. . Sei ferner 7 eine nach
Lemma 3.2.4 existierende Herleitung von ——vy — ~. Dann ist

ol ele
[ B¢ 1
—\ﬁ —|—|5
1
-y T
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eine Herleitung von v aus I' und a Vv .
Die restlichen Regeln sind dem Leser als Ubung iiberlassen. |

Der in diesem Kapitel eingefiithrte Herleitungskalkiil ist bis jetzt nur ein Kalkiil zur
Manipulation von Zeichenreihen. Ein solcher Kalkiil ist im Rahmen der Logik nur dann
sinnvoll, wenn mit ihm nur wahre, d.h. allgemeingiiltige Formeln herleitbar sind. Ein
Herleitungskalkiil mit dieser Eigenschaft heifit korrekt.

Satz 3.2.10 — Korrektheitssatz. Ist eine Formel « aus einer Formelmenge I' herleitbar,
so ist sie auch logische Folgerung von I'.

Den Beweis dieses Satzes fithren wir leicht durch Induktion iiber den Aufbau von
Herleitungen, unter Benutzung von Lemma 2.3.14. In Zeichen gilt also

lta = Tka.

Unser néchstes Ziel ist der Beweis der Umkehrung. Diese Eigenschaft eines Herleitungs-
kalkiils heifit seine (semantische) Vollstindigkeit.
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Volistandigkeit

Wir wollen jetzt den Godelschen Vollstandigkeitssatz beweisen. Er sagt aus, daf jede
Formel «, die in allen Modellen M giiltig ist, auch herleitbar ist. Zum Beweis verwenden
wir ein Verfahren, das auf Beth, Hintikka und Schiitte zuriickgeht. Gegeben sei die
Formel a. Wir suchen dann systematisch nach einem Gegenbeispiel zu «, also nach
einem Modell M mit M [~ «. Wenn diese Suche nicht zum Erfolg fiihrt, so liefert uns
das Protokoll der erfolglosen Suche eine Herleitung von «.

Genauer beweisen wir den Vollstédndigkeitssatz in der folgenden leicht verallgemeiner-
ten Form. Gegeben sei eine Formel a sowie einer Formelmenge I', letztere in der Form
einer eventuell abbrechenden Aufzihlung aq, o, ... aller Formeln aus I'. Wir nehmen
an, dal « aus T' folgt; also daB fiir jedes Modell M mit M = «; fiir alle a; in T gilt
M [= a. Zu zeigen ist dann, da o aus Annahmen in I' herleitbar ist. In Zeichen wollen
wir also zeigen, daf3

'Ea = TFa.

Zum Beweis gehen wir wie oben skizziert vor. Zu gegebenem « und I' suchen wir
systematisch nach einem Gegenbeispiel zu der Aussage, dal a aus I" folgt, d.h. nach
einem Modell M mit M = «; fiir alle o; in I'; aber M [~ a. Wenn diese Suche nicht zu
einem Erfolg fiihrt, liefert uns das Protokoll der erfolglosen Suche eine Herleitung von
a aus Annahmen in I'. Eine wichtige Eigenschaft der so gewonnenen Herleitung ist es,
daf sie keine ,, Umwege* macht im folgenden Sinn: Alle in ihr vorkommenden Formeln
sind aussagenlogisch, also mit — und | aus All- und Primformeln aufgebaut, welche
Teilformeln von « oder von den «; in I' sind.

Fiir das folgende fest gegeben sei also eine Formel o sowie eine Formelmenge I, letzte-
res in der Form einer eventuell abbrechenden Aufzéhlung g, aq, . ... Ohne Beschrankung
der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, daff a und I’ keine Variablen frei enthalten. Wir
geben uns ferner eine feste eventuell abbrechende Aufzéhlung dg, d1, ... aller Teilformeln
von « und von den «; vor, in der jede Allformel unendlich oft wiederholt wird.

Definition 3.3.1 Definition des Suchbaums fiir ein Gegenbeispiel dazu, dafl « aus I' folgt.
Der Suchbaum ist ein endlich verzweigter Baum, dessen Knoten mit endlichen Listen
von Formeln beschriftet sind; diese Formeln sind eventuell negierte Teilformeln von «
und den «;. Die Wurzel wird mit der leeren Liste beschriftet. Angenommen, wir haben
den Suchbaum bis zu einem Knoten £ der Lénge n bereits konstruiert, und es gibt noch
ein J,. Sei S die Liste aller Formeln, die an Knoten auf dem Pfad bis einschliellich
k als Elemente von Knotenbeschriftungen auftreten. Wir setzen die Konstruktion des
Suchbaums wie folgt fort. Falls I" die Formel | oder eine Formel § zusammen mit ihrer
Negation —¢ , oder eine der Formeln o, -y, =@y . . . enthilt, so notieren wir am Knoten k
,Pfad geschlossen“ und setzen an dieser Stelle die Konstruktion des Suchbaums nicht
weiter fort. Anderenfalls unterscheiden wir entsprechend der Form von d,, drei Fille.

1. 6, = Rt : k erhilt zwei Nachfolgerknoten, die wir wie folgt beschriften:
Ri  —RP
2. 0, = B — v : k erhilt drei Nachfolgerknoten, die wir wie folgt beschriften.

B—=7),-8  B-=7,y ~B—=7),8
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3. 0, =Vap : k erhilt zwei Nachfolgerknoten, die wir wie folgt beschriften.

VaB, Bla/r]  —VxB, =Bz /y]

Hierbei ist r der erste Term, die auf dem Pfad bis zum Knoten & noch nicht zur
Spezialisierung der Formel Vx5 benutzt worden ist. y ist die erste Variable mit
y ¢ FV(S,VxB). Wir beziehen uns dabei auf eine fest vorgegebene Aufzihlung
aller Terme und Variablen.

lemma 3.3.2 (T F a, falls der Suchbaum geschlossen ist). Jeder Knoten im
Suchbaum habe eine Lénge < h, und alle Blatter des Suchbaums seien mit ,,Pfad
geschlossen” beschriftet. Dann findet man eine Herleitung von o aus Annahmen in I’
mit folgender Eigenschaft: Alle in ihr vorkommenden Formeln sind aussagenlogisch aus
All- und Primformeln aufgebaut, welche Teilformeln von & und den «; in I" sind.

Beweis. Zum Beweis konstruieren wir rekursiv fiir jeden Knoten k£ im Suchbaum eine
Herleitung von S — a aus Annahmen in S; S ist dabei wieder die Liste aller Fomeln,
die an Knoten auf dem Pfad bis einschliellich &k als Elemente von Knotenbeschriftungen
auftreten. Falls in k der Pfad geschlossen wurde, ist die Behauptung offensichtlich.
Anderenfalls unterscheiden wir wieder entsprechend der Form von §,, drei Fille.

Wir fiithren eine Induktion vom Blatt zur Wurzel. Der Induktionsanfang ist klar, da
der Pfad geschlossen ist.

1. 6, = Rt. Nach Induktionsvoraussetzung haben wir

L'+ S, Rt— a,
I'+S,—Rl — «

Daraus folgt (Ubung 4)

'S — a.

2. 0, = B — . Nach Induktionsvoraussetzung haben wir

LS, (B—7),8—a,
LES,(B—=7),7y—a.

Daraus erhalten wir (Ubung 4)
'ES,(B—7) —a.

Ferner haben wir nach Induktionsvoraussetzung
r'=S,-(8—=7),8-v—a.

Daraus erhalten wir insbesondere (Ubung 4)
'ES—=(B—=7)—a.

Insgesamt haben wir also

'S —a.
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3. d, = Vzp. Nach Induktionsvoraussetzung haben wir

I'F S,Vap, Blz/r] — a,
I'E S, =Vap, -8z /y] = «

mit FV(S,Vz3) N {y} = (. Daraus folgt (wieder Ubung 4)

'S Vs — a,
=S, -vzg — a,

also auch

'S — a. [ |

Wir nehmen jetzt an, dafl wir einen maximalen nicht-geschlossenen Pfad 7 im Such-
baum vorliegen haben'. Beachte, dafl 7 genau dann endlich ist, wenn I' und o keine
Allformeln enthalten und T" endlich ist. Mit 7, bezeichnen wir die Menge aller Formeln,
die an irgendwelchen Knoten auf dem Pfad 7 als Elemenete von Knotenbeschriftungen
auftreten. Aus 7, wollen wir uns jetzt ein Modell M konstruieren, welches ein Gegen-
beispiel dafiir bildet, dafl o aus I' folgt: Es soll also gelten M, = T', aber M, [~ a.
Da wir nichts anderes zur Verfiigung haben, definieren wir uns die Tridgermengen U,
des konstruierenden Modells aus syntaktischem Material. U, bestehe aus allen Termen
unseres vorgegebenen Termsystems. Beachte, daf} jedes U, deshalb abzéhlbar unendlich
ist; dies wird uns spéiter den Satz von Lowenheim-Skolem liefern.

Als letztes miissen wir noch eine Interpretation Z, angeben. Auf offensichtliche, aber
eventuell verwirrende’ Weise, bilden wir jede Konstante ¢ auf sich selber ab. Jedes
n-stellige Funktionssymbol f bilden wir ab auf die Funktion Z.(f), welche die Terme
ti,...,t, auf den formalen Term f(t1,...,t,) abbildet.

Schliefflich ist zur Vervollstéindigung unserer Definition des Modells von M, fiir
jedes Préadikatensymbol R der Stelligkeit n eine Teilmenge Z,(R) von U} anzugeben:
R(t1,...,ty) gelte genau dann, wenn die Formel R(t; ...t,) auf dem Pfad 7 vorkommt,
d.h. wenn R(t1...t,) € Tr.

Lemma 3.3.3 Sei 7 ein maximaler nicht geschlossener Pfad im Suchbaum. Dann gilt

M, ET, aber M £ a.
Beweis. Zum Beweis zeigen wir fiir jede Teilformel 8 von a und den «; aus I’
Mz =B = BeTr,
und zwar durch Induktion iiber die Anzahl der logischen Symbole von . Daraus folgt
die Behauptung, denn nach Konstruktion des Suchbaums ist I' C T, aber a & T;.

Entsprechend der Form von 8 unterscheiden wir drei Falle.

1. Rt. Dann gilt die Aquivalenz nach Defintion von M.

!Spiter werden wir uns iiberlegen, wie wir ein solches 7 definieren kénnen, falls der Suchbaum nicht
geschlossen ist.

2Man beachte, dafl das unser syntaktisches Material jetzt auch auf der Modellseite auftaucht, was es
schwer macht konzeptuell zwischen der syntaktischen und der semantischen Ebene zu unterscheiden.
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2. B =7 ,= Gelte M, = 8 — . Zu zeigen ist § — v € T. Betrachte den zur
Formel 8 — v gehorigen Knoten [ auf 7. Falls unser Pfad 7 einen der ersten zwei
Nachfolgerknoten von [ enthéilt, ist nach Konstruktion des Suchbaumes 5 — ~ € T}
und wir sind fertig. Nehmen wir also jetzt an, dafl rechte Nachfolgerknoten von [ auf
7 liegt. Dann sind 8, =y € T;.. Nach Induktionsvoraussetzung wissen wir also M, |=
B. Wegen M, |= B — ~ folgt My |= 7, also wieder nach Induktionsvoraussetzung
~v € T. Mit =y € T; haben wir einen Widerspruch gegen die Voraussetzung, dafl
7 nicht geschlossener Pfad ist. ,<* Gelte § — v € T5. Zu zeigen ist My = 5 — 7.
Nehmen wir also an, da M, = . Nach Induktionsvoraussetzung folgt 8 € T5.
Wir betrachten jetzt wieder den zu 8 — - gehorigen Knoten auf 7. Da 7 ein nicht
geschlossener Pfad ist, kann nur der mittlere Nachfolgerknoten auf 7 liegen. Also
ist v € T und daher nach Induktionsvoraussetzung M, = .

3. Vxp. ,=“ Gelte M, = V. Zu zeigen ist Va3 € Ty. Betrachten wir den ersten
zu V3 gehorigen Knoten [ auf 7. Falls unser Pfad 7 den linken Nachfolgerknoten
von [ enthélt, ist nach Konstruktion des Suchbaums Va5 € T und wir sind fertig.
Nehmen wir jetzt an, dafl der rechte Nachfolgerknoten von [ auf 7 liegt. Dann ist
=Bz /y] € Tr. Wegen M, |=Vzf gilt M, = S[z/y], also nach Induktionsvoraus-
setzung Sz /y] € T. Mit —f[z/y] € T haben wir einen Widerspruch gegen die
Voraussetzung, dafl m nicht geschlossener Pfad ist. ,<*“ Gelte Va5 € Ty. Zu zeigen
ist M, = V. Sei s eine Belegung und r = s(z). Zu zeigen ist dann M, = S[z/r].
Wir betrachten jetzt den zu Yz und dem Term r gehorigen Knoten [ auf 7. Da «
ein nichtgeschlossener Pfad ist, mufl der linke Nachfolgerknoten von ! auf 7 liegen.
Also B[z /r] € Tr und daher nach Induktionsvoraussetzung M, = B[z/r|.

Als letzte Vorbereitung auf den Beweis des Vollstédndigkeitssatzes zeigen wir jetzt, dafl
im Fall eines unbeschrinkten Suchbaums stets ein unendlicher (und damit maximaler)
nicht-geschlossener Pfad definiert werden kann. Dies folgt mit dem bereits bekannten
Lemma von Konig. Nochmal zur Erinnerung:

Lemma 3.3.4 — Koénig. Jeder unbeschrinkte endlich verzweigte Baum enthélt einen
unendlichen Pfad.

Jetzt konnen wir den folgenden Vollstandigkeitssatz beweisen. «, aq, aq, ... seien
abgeschlossene Formeln und I' = {ay, a1, ...}.

Satz 3.3.5 — Godel. Folgende Aussagen sind dquivalent

. TEa

2. Es gibt eine Herleitung von « aus Annahmen in I' mit folgender Eigenschaft: Alle
in ihr vorkommenden Formeln sind aussagenlogisch aus All- und Primformlen
aufgebaut, welche Teilformeln von a und den «; sind.

3. TFa.

Beweis. 2 = 3 ist trivial, und 3 = 1 gilt nach dem Korrektheitssatz. Zum Beweis
von 1 = 2 haben wir zu zeigen, daf} sich aus der Annahme, jede derartige Herleitung
aus Annahmen in I habe eine von « verschiedene Endformel, ein Widerspruch ergibt.
Wir machen also diese Annahme und betrachten den oben konstruierten Suchbaum
fiir ein Gegenbeispiel dazu, dafl « aus I' folgt. Nach Lemma 3.3.3 kann der Suchbaum
nicht geschlossen sein. Ist nun I' endlich und sind « und I'" quantorenfrei, so ist nach
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Konstruktion der Suchbaum beschriankt: seine Hohe ist die Anzahl der Teilformeln von
« und den Formeln in I'. Wir finden also einen nicht-geschlossenen maximalen Pfad «
darin. Das oben aus 7 konstruierte Modell M, hat nach Lemma 3.3.3 die Eigenschaft
My = S aber M, [~ . Dies widerspricht unserer Voraussetzung, dafi jedes Modell M
von I" auch Modell von « ist. Ist andererseits I unendlich oder «,I" nicht quantorenfrei, so
ist der Suchbaum unbeschriankt. Da er nach Konstruktion endlich verzweigt ist, kénnen
wir nach Lemma 3.3.4 einen unendlichen (also maximalen) nicht—geschlossenen Pfad 7
darin definieren. Wie eben erhalten wir daraus mit Lemma 3.3.3 einen Widerspruch zur
Voraussetzung des Satzes. |

Satz 3.3.6 — Léwenheim, Skolem. Besitzt eine Formelmenge I' iiberhaupt ein Modell,
so auch ein abzahlbares.

Beweis. Wir spezialisieren die obigen Uberlegungen auf den Fall & = 1 und betrachten
den Suchbaum fiir ein Gegenbeispiel dafiir, dafi L aus I' folgt; 0.B.d.A. kénnen wir I" als
abgeschlossen annehmen. Dieser Suchbaum kann nach Lemma 3.3.3 nicht geschlossen sein,
da man sonst I' - L héitte und damit wegen des Korrektheitssatzes einen Widerspruch
zur Voraussetzung, dafl I" ein Modell besitzt. Wie eben beweisen wir mit Hilfe von
Lemma 3.3.3, dafi es dann einen maximalen nicht-geschlossenen Pfad 7 im Suchbaum
gibt. Das durch 7 bestimmte Modell M. ist nach Konstruktion abzdhlbar, und wegen
Lemma 3.3.3 gilt M, =T. [ |

Satz 3.3.7 — Endlichkeitssatz. Ist I' = «, so gibt es I" C I' mit I' ist endlich und I |= .

Beweis. Es gilt T' = ov =volistandig I - o =ex. Herleitung & von o mit FA(§) C T'. Sei I”
die Menge der 8 mit 5 € FA(£). Da eine Herleitung ein endlicher Pfad mit endlich vielen
Formeln markierter Baum ist, ist I endlich. Ferner I'" F o = kopr.5at2 I = . |

Satz 3.3.8 — Kompaktheitssatz von Gédel und Malcew. Besitzt jede endliche Teilmenge
einer Formelmenge I' ein Modell, so auch I' selbst.

Beweis. Zum Beweis betrachten wir wieder den Suchbaum fiir ein Gegenbeispiel dafiir,
dal 1 aus T" folgt; oBdA koénnen wir ' als abgeschlossen annehmen. Der Suchbaum
kann nicht geschlossen sein, denn dann hitten wir nach Lemma 3.3.3 eine Herleitung
von L aus endlichen vielen Formeln aus I' im Widerspruch zu der Voraussetzung, dafl
jede endliche Teilmenge von I' ein Modell besitzt. Es gibt also wieder einen maximalen
nicht-geschlossenen Pfad 7 im Suchbaum, und fiir das durch 7 bestimmte Modell M
haben wir M, = a. [ |

Schliellich erhalten wir noch den ebenfalls wichtigen Satz von Herbrand.

Satz 3.3.9 — Herbrand. Gilt F VZ.a« — 8 mit quantorenfreien Formeln «,3, so finden
wir endlich viele Termlisten 77, ..., 7y, und eine Herleitung von az[ri], ..., az[rm] — 5.

Beweis. Wir betrachten den aufgrund der Voraussetzung geschlossenen Suchbaum fiir
ein Gegenbeispiel zu VZ.a« — f; oBdA konnen wir VZ.a« — [ als abgeschlossen an-
nehmen. An jedem Knoten k, in dem VZ.a betrachtet wurde, streichen wir in dem
mit VZ.«, az[r] beschrifteten linken Nachfolgerknoten die Formel VZ.cv und entfernen
den mit —VZ.«, ~az[y] beschrifteten rechten Nachfolgerknoten sowie alle Fortsetzungen
dieses Knotens. 71,..., 7, seien alle Termtupel, die in dem Suchbaum zur Spezialisie-
rung von VZ.a verwendet wurden. Wie im Beweis von Lemma 3.3.2 kann man jetzt
rekursiv fiir jeden Knoten k£ in dem so modifizierten Suchbaum eine Herleitung von
I, az[r],...,ag[rm] — B konstruieren. I' ist dabei wieder die Liste aller Formeln, die
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an Knoten auf dem Pfad bis einschliellich k£ als Elemente von Knotenbeschriftungen
auftreten. |
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3.4 Ubungsaufgaben

1. Geben Sie eine Herleitung von
(= ) = (o — =—p)

in Minimallogik (d.h. vor Allem ohne Benutzung eines indirekten Beweis) an.

2. (a) Geben Sie eine Herleitung der Peirce’sche Formel
(a—=p)—=a)—a

an.

(b) Geben Sie eine Herleitung der Trinker Formel an:
dzr (o — Yy afz/y]) .
(Der Name kommt von der Interpretation ,in jeder nichtleeren Bar gibt es

eine Person, so daf, wenn diese Person betrunken ist jeder betrunken ist.*)

Uberraschenderweise sind beide Herleitungen etwas trickreich und benétigen indi-
rekte Beweise.

3. Beweisen Sie die restlichen Falle von Lemma 3.2.9.

4. (a) Zeigen Sie, daB I' - & — 8 genau dann wenn I', o = S3.

(b) Zeigen Sie, dafl wenn I' - f — a und I' F =5 — « auch I' - «a. (Hinweis
Kontraposition und indirekter Beweis® fiir «).

(c) Zeigen Sie, dafl wenn '+ 3,y > aund '+ 8 — ydann T'F 8 — «.

3Man kann hier sogar zeigen, dafl es nicht ohne einen indirekten Beweis geht!
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4 — Mathematische Theorien

Grundbegriffe

Ein Charakteristikum von Wissenschaft ist die Bildung von Theorien. Das sind Sy-
steme von Aussagen, die aus gewissen Grundannahmen gefolgert oder experimentell
bestétigt werden. Wir wollen in diesem Kapitel Eigenschaften mathematischer Theorien
untersuchen.

Definition 4.1.1

1. Eine Theorie erster Stufe T = (L,T') besteht aus einer Sprache erster Stufe £ und
einer Menge I" von £L—Formeln derart, daf jede aus I' herleitbare £—Formel schon
Element von I' ist. Die Elemente von I' heiflen Sdtze der Theorie.

2. T heiit widerspruchsfrei, wenn nicht jede L-Formel Satz von T ist; anderenfalls
widerspruchsvoll.

3. T heifit vollstindig, wenn fiir alle L—Aussagen a o € I' oder ~a € T'.

Beachte, dafl die in Lemma 1.5.9 gegebenen Charakterisierungen der Widerspruchs-
freiheit auch hier gelten. Es gibt zwei grundsétzlich verschiedene Arten, Theorien zu
definieren. Bei der modelitheoretischen Methode geben wir eine Struktur A vor und
nehmen als deren zugeordnete Theorie

Th(A) = (La{alARFa}) .

Lemma 4.1.2 Jede Theorie einer Struktur ist widerspruchsfrei und vollsténdig.

Beispiele solcher Theorien sind Th(N, +) und Th(N, +,*). Hierbei sind Th(N, +)
und Th(N, +, %) die Strukturen mit Grundbereich N und fixierter Interpretation von
+ als Additionsfunktion und * als Multiplikationsfunktion. Th(N, +) heifit Presburger—
Arithmetik [Presburger] und Th(N, +, %) elementare Arithmetik.

Bei der aziomatischen Methode geben wir ein Aziomensystem, also eine Menge A
von Formeln einer Sprache £, vor und definieren die zugehérige Theorie als (£, Cons(A)),
wobei

Cons(A) ={a|Atra}.
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Statt von einem Modell des Axiomensystems sprechen wir in diesem Fall auch von einem
Modell der Theorie.

Beispiel 4.1.3 Sei L4 die Sprache der Arithmetik erster Stufe. Dann ist die Peano—
Arithmetik erster Stufe die Theorie S = (L4, Cons({P1,...,P7})) mit

(P1) 0£(x1)

(P2) s(x1)=5(x2) — x1=22

(P3) x1+0=2;

(P4) x1+8(z2)=8(z1+12)

(P5) x1%0=0

(P6) m1%$(z2)=(w1%x2)+21

(P7) afz/0] — (Vz(a — afz/é(x)]) — Vza) (a(z) eine L-Formel).

(P7) ist kein Axiom, sondern ein Axiomenschema. Es heifit das Induktionsschema. Es
entspricht allerdings nicht voll dem Peanoschen Induktionsaxiom. Dieses gilt fiir beliebige
Eigenschaften, also Teilmengen von N. Davon gibt es iiberabzidhlbar viele. In (P7)
beschréinken wir uns auf die abzéhlbar vielen in £ 4 definierbaren Eigenschaften. Erst
in der Peano-Arithmetik zweiter Stufe kann das Induktionsaxiom voll wiedergegeben
werden:

VRY(RY(0) — (Vo1 (R (z1) — RY(5(x1))) — Vo1 R (21))).

Volistandigkeit und Entscheidbarkeit

Eine Theorie (£,T") heiit (endlich) axiomatisierbar, falls es ein (endliches) Axiomen-
system A mit I' = Cons(A) gibt. Man fordert von einem Axiomensystem i.a., dafl es
entscheidbar oder doch zumindest effektiv aufzidhlbar ist.

Definition 4.2.1

1. Eine Menge M heifit entscheidbar, wenn es einen Algorithmus gibt, der zu gegebener
Eingabe a in endlich vielen Schritten feststellt, ob a € M.

2. Sie heifit effektiv aufzihlbar, wenn es einen Algorithmus gibt, der ihre Elemente
nach und nach auflistet.

3. Eine Theorie (£,T") heifit entscheidbar, wenn I' entscheidbar ist, und semient-
scheidbar, wenn I' effektiv aufzdhlbar ist.

4. Sie heifit effektiv ariomatisiert, falls sie ein effektiv aufzéhlbares Axiomensystem
hat.

Offensichtlich ist jede entscheidbare Menge auch effektiv aufzdhlbar. In der Be-
rechenbarkeitstheorie wird gezeigt, dafl die Umkehrung falsch ist. Da die Menge der
Herleitungen effektiv aufzéhlbar ist, gilt:

Lemma4.2.2 Ist A eine effektiv aufzéhlbare Menge von £-Formeln, so ist auch Cons(A)
effektiv aufzéhlbar.

Daher ist jede axiomatisierte Theorie semi-entscheidbar. Dariiberhinaus gilt:

Satz 4.2.3 Jede vollsténdige, effektiv axiomatisierte Theorie ist entscheidbar.
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Beweis. Sei T = (L,TI") eine vollstdndige Theorie mit effektiv aufzdhlbarem Axiomensy-
stem A. Ist 7 widerspruchsvoll, so ist jede L—Formel logische Folgerung von A. Da von
jeder Zeichenreihe iiber L effektiv festgestellt werden kann, ob sie eine Formel ist, ist T
in diesem Fall entscheidbar. Ist T widerspruchsfrei, so ist wegen der Vollstandigkeit fiir
jede L-Aussage a entweder o € Cons(A) oder -« € Cons(A). Wie wir gesehen haben,
lassen sich die Elemente von Cons(A) unter den obigen Vorraussetzungen durch einen
Algorithmus auflisten. Hiermit kénnen wir nun ein Entscheidungsverfahren fiir 7 kon-
struieren: Ist 8 eine £L—Formel, und « ihr Allabschluf, so lassen wir das Aufzihlverfahren
solange arbeiten, bis o oder —« aufgelistet wird. Im ersten Fall ist nach Lemma 2.3.14

B € Cons (A). Im zweiten Fall ist 5 ¢ Cons(A). [ |

An diese Ergebnisse schlielen sich nun die folgenden Fragestellungen an, die in der
mathematischen Logik untersucht werden:

1. Welche weiteren (effektiv axiomatisierten) Theorien sind entscheidbar?

2. Welche modelltheoretisch definierten Theorien sind axiomatisierbar?

Satz 4.2.4 — Presburger 1929. Sei L die Sprache, die wir aus £ 4 erhélt, indem wir das
Zeichen * aus dem Alphabet entfernen. Dann ist

Th(N, +) = (£,Cons({P1,..., P4, PT7}) .
Daher ist Th(N, +) entscheidbar.
Allerdings gilt

Satz 4.2.5 — Fischer und Rabin 1974. Jedes Entscheidungsverfahren fiir die Presburger—
Arithmetik benttigt mindestens doppelt exponentielle Zeit.

Hinsichtlich eines Beweises dieser Sétze siehe | ] und |
, PP- 359-366] bzw. [ | und | ]
Wir wollen nun zeigen, daf} eine grofie Klasse von Theorien unentscheidbar ist. Gewisse
Aussagen iiber entscheidbare Mengen sind in dieser Theorie Sétze. Hierbei ist es iiblich,
sich auf entscheibare Teilmengen der natiirlichen Zahlen zu beschrinken. Mittels einer
geeigneten Kodierung lassen sich entscheidbare Mengen iiber anderen Alphabeten in
entscheidbare Teilmengen von N iiberfiihren.

Definition 4.2.6 Sei 7 = (L£,T") eine Theorie und enthalte £ mindestens eine Individu-
enkonstante ¢ und ein einstelliges Funktionszeichen f. Sei ferner n = ¢, falls n = 0, und
n=f (n/—\l), falls n > 0. Dann heifit eine Teilmenge M von N reprdsentierbar in T,
wenn es eine L—Formel a mit héchstens einer frei vorkommenden Variablen x gibt, so
daB genau dann n € M, wenn afz/n] € T.

Wie in | | gezeigt wird, gilt:

Lemma 4.2.7 In der Peano-Arithmetik erster Stufe sind alle entscheidbaren Mengen
reprisentierbar. Dies gilt sogar schon fiir die Robinson-Arithmetik

Q = (L4,Cons({P1,...,P6,R}))
mit
(R) 2170 = Joo(z1=5(22))

Satz 4.2.8 — Unentscheidbarkeitstheorem (Church). Jede Theorie, in der alle entscheid-
baren Teilmengen von N représentierbar sind, ist unentscheidbar.
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Beweis. Der Beweis benutzt einen Diagonalabschlufl, den wir zuerst erlautern wollen.
Sei (Pp,)m>0 eine Familie von Mengen natiirlicher Zahlen und

Q={m|mé¢P,}.

Dann ist die Menge @ von allen Mengen P, verschieden. Nehmen wir ndmlich an, es wére
@ = P,. Dann gilt genau dann a € P,, wenn a € (). Nach Definition von @ ist dies aber
genau dann der Fall, wenn a ¢ P,; ein Widerspruch. Sei nun 7 = (£,T") eine Theorie, in
der alle entscheidbaren Teilmengen von N représentierbar sind und sei ag, a1, ... eine
effektive Aufzihlung aller £L—Formeln mit h6chstens einer frei vorkommenden Variablen
z. Dann setzen wir

P, ={n|anlz/n] €T} und Q = {m | anlz/m] ¢ T}.

Wie wir gerade gesehen haben, ist () von allen P, verschieden. Da die entscheidbaren
Teilmengen von N in 7 représentierbar sind, sind diese in der Mengenfamilie (P,,) m =
0,1,...enthalten. Also ist () nicht entscheidbar. Nehmen wir nun an, 7 wére entscheidbar,
dann wére es auch die Menge @, im Widerspruch zum gerade bewiesenen. |

Mit Satz 4.2.3 folgt hieraus

Satz 4.2.9 — Unvolistéindigkeitssatz. Jede widerspruchsfreie, effektiv axiomatisierte
Theorie, in der alle entscheidbaren Teilmengen von N représentierbar sind, ist un-
vollsténdig.

Unter etwas stirkeren Voraussetzungen 1afit sich sogar eine Aussage angeben, die kein

Satz der Theorie und deren Nagation auch kein Satz der Theorie ist. Die Konstruktion
dieser Aussage beruht i.w. auf den schon im Altertum bekannten Liigner-Paradoxon
—Ist der Satz ,,Ich liige jetzt* (oder: ,Dieser Satz ist falsch®) wahr oder falsch?—, wobei
Wahrheit durch Herleitbarkeit ersetzt wird. Der erste Schritt in dieser Konstruktion
besteht in der Kodierung der Formeln und Herleitungen einer vorgegebenen Theorie,
und zwar so, dafl wesentliche Eigenschaften dieser Kodierung entscheidbar und in einer
schwachen Theorie der Arithmetik, wie etwa der Robinson—Arithmetik, beweisbar sind.
Der an Detailfragen interessierte Leser sei auf | | verwiesen.

Satz4.2.10 Sei 7 = (L, Cons(A)) eine Theorie mit entscheidbarem Axiomensystem A
derart, dal £ die Sprache der Arithmetik umfafit, jedes Axiom der Robinson-Arithmetik
aus A herleitbar ist und jede aus A herleitbare £ 4—Formel in (N, +, x) gilt. (Wir sagen im
Fall derzuletzt genannten Eigenschaft, dal 7 korrekt ist.) Sei ferner /3 eine £ 4—Formel,
in der genau die Variablen z; und zy frei vorkommen, so dafl S[z1/n|[z2/m] in der
Robinson-Arithmetik herleitbar ist, falls n die Codenummer einer £ 4—Formel o mit
hochstens einer frei vorkommenden Variablen « und m die Codenummer einer Herleitung
der Aussage af[z/n] aus A ist. Ist dann a die Codenummer der Aussage —3x203, so ist
JxoBlx1/a) in T formal unentscheidbar, d.h. , es ist weder Jzo/3[x1/a] noch =JxoB[x1/d]
aus A herleitbar.

Beweis. Nehmen wir an, es wére Jzof[z1/a] aus A herleitbar. Dann gibe es wegen
der Korrektheit von 7 eine Herleitung von —3zs5[z1/a] aus A, ein Widerspruch zur
Widerspruchsfreiheit von 7, die ihrerseits eine Konsequenz der Korrektheit ist. Nehmen
wir nun andererseits an, es wire —3Jxef[x1/a] aus A herleitbar. Dann gibe es die
Codenummer m einer solchen Herleitung. Folglich wére B[z /a][x2/m] in der Robinson—
Arithmetik und also auch in 7 herleitbar. Dann wire aber auch Jzof8[z1/a] aus A
herleitbar, im Widerspruch zur Widerspruchsfreiheit von 7. |
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Dies ist i.w. der Godelsche Unvollstandigkeitssatz. Godel hat allerdings anstelle der
Korrektheit eine rein syntaktische Bedingung an 7 gestellt. Es stellt sich nun die Frage,
ob es noch andere ,natiirlichere“ formal unentscheidbare Aussagen gibt. Wie Go6del
in seinem zweiten Unvollstédndigkeitssatz zeigt, ist unter &hnlichen Voraussetzungen
wie im obigen Satz die Widerspruchsfreiheit der betrachteten Theorie in dieser nicht
herleitbar, wegen der Korrektheit natiirlich auch nicht ihre Negation. (Hinsichtlich
eines Beweises siehe | ] und | |). Dieses Ergebnis ist von
grofler Bedeutung fiir das sogenannte Hilbertsche Programm, wonach ja die Mathematik
oder Teile davon dadurch gegen das Auftreten von Paradoxien geschiitzt werden soll,
daf sie formalisiert und die Widerspruchsfreiheit der formalisierten Theorie hergeleitet
werden soll. Beachte in diesem Zusammenhang, daf jede stdrkere Theorie, in dem die
Widerspruchsfreiheit der betrachteten, die Voraussetzungen des Unvollsténdigkeitssatzes
geniigenden Theorie bewiesen werden soll, auch diesen Bedingungen geniigt. Seit Ende
der siebziger Jahre sind zahlreiche andere formal unentscheidbare Aussagen gefunden
worden. So wird z.B. | | die Tatsache ausgenutzt, daf zwar alle berechenbaren
Funktionen iiber den natiirlichen Zahlen durch einen Term in der Sprache der Arithmetik
reprasentiert werden konnen, aber nicht von allen totalen unter diesen Funktionen in der
Peano—Arithmetik S bewiesen werden kann, dafl diese fiir jede natiirliche Zahl definiert
sind. Konstruieren wir nun eine berechenbare Funktion mit in S beweisbarer Totalitét,
so ist ihre Totalitdt in P nicht herleitbar und wegen der Korrektheit von P auch nicht
die Negation dieser Aussage.
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Das Entscheidbarkeitsproblem der Pradikatenlogik

In der Aussagenlogik haben wir uns mit dem Problem beschiftigt, ob es einen Algo-
rithmus gibt, der von einer vorgelegten Formel entscheidt, ob sie erfiillbar ist. In der
Pradikatenlogik interessieren wir uns fiir eine dhnliche Fragestellung: Gibt es zu einer
gegebenen Sprache £ einen Algorithmus, der das folgende Problem entscheidet:

Gegeben: Eine Formel a der Sprache £

Frage: Ist « allgemeingiiltig ?

Dieses Problem heifit das Entscheidungsproblem der Prddikatenlogik. Da Strukturen auf
beliebig méchtigen Mengen definiert sein kénnen, ist es schwierig, sich einen Uberblick
iiber alle Strukturen fiir eine Sprache zu verschaffen. Daher ist anzunehmen, daf} dieses
Problem i.a. algorithmisch unldsbar ist.

Satz 4.3.1 — Church. Fiir eine Sprache mit mindestens einer Individuenkonstante,
einem einstelligen Funktionszeichen, zwei zweistelligen Funktionszeichen und einem
zweistelligen Relationszeichen ist algorithmisch nicht entscheidbar, ob eine vorgelegte
Formel der Sprache allgemeingiiltig ist.

Beweis. Sei L 4 die Sprache der Arithmetik und a eine Formel dieser Sprache. Dann
ist nach Lemma 2.3.14 genau dann P1, ..., P6,R | «, wenn P1 — (P2 — ... (P6
— (R = «a)) ... ) allgemeingiiltig ist. Gdbe es nun einen Algorithmus, der von einer
gegebenen L—Formel entscheidet, ob sie allgemeingiiltig ist, so hitten wir also auch
ein Entscheidungsverfahren fiir die Menge der Satze der Robinson—Arithmetik, ein
Widerspruch zur Unentscheidbarkeit dieser Theorie. |

Bemerkung 4.3.2 Satz 4.3.1 gilt auch noch unter der schwicheren Voraussetzung, daf}
L mindestens ein zweistelliges Relationszeichen enthélt (siehe |

]), allerdings nicht mehr, wenn die Sprache als nichtlogische Zeichen
hochstens einstellige Relationszeichen enthilt. Wir sprechen in diesem Fall von der
monadischen Pradikatenlogik.

Satz 4.3.3 Das Entscheidungsproblem fiir die monadische Pradikatenlogik ist 1osbar.

Beweis. Sei L eine Sprache erster Stufe, die als nichtlogische Zeichen hichstens einstellige
Relationszeichen enthélt und « eine Formel dieser Sprache. Seien ferner Ry, ..., R die
in dieser Formel vorkommenden Relationszeichen.

Zwischenbehauptung. « ist genau dann allgemeingiiltig, wenn o in allen Strukturen
gilt, deren Grundbereiche nicht mehr als 2F Elemente haben.

Da eine Menge mit hichstens 2¥ Elementen nicht mehr als 92" Teilmengen besitzt, gibt es

héchstens (22k)k verschiedene Interpretationen der in o vorkommenden Relationszeichen.
Die R; sind einstellig, also sind nur einelementige Teilmengen interessant. Ob « in diesen
Strukturen gilt, 148t sich algorithmisch feststellen. Also haben wir ein Testverfahren fiir
die Allgemeingiiltigkeit von Formeln der Sprache £. Wir beweisen nun die Zwischenbe-
hauptung. Offensichtlich geniigt es zu zeigen, dafl a allgemeingiiltig ist, wenn « in allen
Strukturen mit héchstens 2F Elementen gilt. Werde deshalb angenommen, da8 « in allen
solchen Strukturen gilt, und sei A eine Struktur fiir £. Wir definieren nun fiir Elemente
a,b des Grundbereichs A eine Relation =~ durch

arb <<= firallei=1,...,n:a€lyq(R;) < be Is(Ry).
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Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation, und da jede Aquivalenzrelation [a] durch die
k Wahrheitswerte a € I4(R;) 1 < i < k charakterisiert ist, gibt es hochstens 2F
Aquivalenzklassen. Sei nun U die Menge dieser Aquivalenzklassen und fiiri =1,...,k

I(R;) ={[a] | a € Ta(R;)}.

Fiir von den R; verschiedene Relationszeichen R aus L sei I(R) = (). Offensichtlich ist
(U, I) eine Struktur fiir £. Durch Induktion iiber den Formelaufbau 148t sich nun zeigen,
daBl @ genau dann in (U, I) gilt, wenn « in A gilt. Wir haben angenommen, dafl « in
allen Strukturen fiir £ mit hochstens 2¢ Elementen gilt. Also gilt « in (U, I) und daher
auch in A. [ |
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Konservative Erweiterungen

Wie wir in Abschnitt 2.4 gesehen haben, miissen wir bei der Bildung der Skolemform
einer Formel die Sprache, in der diese Formel gebildet wurde, durch Hinzunahme neuer
Funktionszeichen bzw. Individuenkonstanten erweitern. Die Bedeutung dieser neuen
Zeichen ist durch die Skolemform der Formel festgelegt.

Definition 4.4.1 Seien 7 = (£,T") und 7' = (£',T”) Theorien erster Stufe.

1. T ist Erweiterung von T, wenn £ Erweiterung von £ ist und ' D I,

2. T’ heifit konservativ iiber T, wenn fiir jede L-Formel o aus « € T stets « € T
folgt.

Sind 7 und 7’ axiomatische Theorien mit Axiomensystem A und A’, so ist 7’
konservative Erweiterung von 7, wenn, bezogen auf die Sprache £, aus A’ nichts
herleitbar ist, was nicht schon aus A herleitbar ist.

Lemma 4.4.2  Sei (£,T") eine Theorie und « eine L—Formel. Sei o/ die zugehorige
Skolemform und £’ die Erweiterung von £, die aus £ durch Hinzunahme der bei der
Bildung von «' auftretenden Skolemfunktion hervorgeht. Dann haben 7 = (£, Cons
(TU{a})) und 7" = (L',Cons(T'\ {a}U{a'})) eine gemeinsame, konservative Erweiterung.

Beweis. Sei T" = (L',Cons(I' U {a,a’})). Dann ist 7" Erweiterung von 7 wie von 7.
Wir haben nun zu zeigen, daf3 die Erweiterungen konservativ sind.

Sei hierzu 8 eine £L~Formel mit T, v, & |= 8 und A ein Modell von I' U {a}. Wie wir
in Satz 2.4.10 gesehen haben, 148t sich A zu einer Struktur fiir £ erweitern, die Modell
von ' U {a, &'} ist. Dann gilt 8 in A’. Da 8 eine £L-Formel ist, folgt, dal 5 auch in der
Beschrinkung von A’ auf £, d.h. in A gilt. Also ist 7" konservative Erweiterung von 7.

Sei nun [ eine £L—Formel mit I', a, &/ = 8. Nach Satz 2.4.10 gilt « (als £—Formel
aufgefaft) in jedem Modell von «'. Ist also A ein Modell von I' U {¢/}, so auch von I' U
{a, @’} und damit auch von S. Hieraus folgt, daB 7" auch eine konservative Erweiterung
von T ist. [ |

Die Uberlegung, die wir hier fiir ein einzelnes Axiom durchgefiihrt haben, kénnen
wir ebenso auf ganze Axiomensysteme anwenden.

Definition 4.4.3 Sei T eine axiomatische Theorie mit zugehoriger Sprache £ und Axio-
mensystem A. Sei ferner A® die Menge der Skolemformen a® der Elemente a von A,
und zwar so, dafl A® zu jedem Axiom aus A nur eine Skolemform enthéilt und die zu
verschiedenen dieser Axiome gehorenden Skolemfunktionen verschieden sind. Sei £° die
aus L durch Hinzunahme aller dieser Skolemfunktionen hervorgehende Erweiterung.
Dann heiit die Theorie 7% = (L£*,Cons(A®)) Skolemisierung von T .

Satz 4.4.4 Eine axiomatische Theorie 7 und ihre Skolemisierung 7* besitzen stets eine
gemeinsame konservative Erweiterung.

Beweis. Sei A das Axiomensystem von 7 und £ die zugehorige Sprache. Dann ist
T = (£*,Cons(A U A®)) Erweiterung von 7 und 7. Dariiberhinaus folgt wie im Beweis
des obigen Lemmas, daf 7T konservativ iiber 7% ist.

Sei nun 5 eine aus A U A® herleitbare £—Formel. Dann gibt es nach dem End-
lichkeitssatz endlich viele Axiome ay,...,an € A, so dal § aus ai,...,q,,07,..., a5
herleitbar ist. Gehe £ aus £ durch Hinzunahme der in den «f vorkommenden Skolem-

funktionen hervor. Da diese Funktionszeichen alle verschieden sind, folgt mittels n—facher
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Anwendung des obigen Lemmas, dafi die Theorie (£',Cons({aq,...,an,a5,...,a3}))
konservativ iiber T ist. Also 8 auch aus A herleitbar, womit gezeigt ist, dal 7 auch
konservativ iiber T ist. [ |

Korollar 4.4.5 Jede L£-Formel ist genau dann Satz von T°, wenn sie auch Satz von T
ist.

Was ist nun der Vorteil der Skolemisierung ?

Definition 4.4.6 Secien A und A’ Strukturen fiir die Sprache £. Dann heifit A" Unter-
struktur von A, wenn Uy C Uy und

e fiir jede Individuenkonstante ¢ von £ I4(c) = I4(c) € Uy,

e fiir jedes n—stelliges Funktionszeichen f von £ I4(f) = 14(f) |UZ' und
o fiir jedes n-stellige Relationszeichen R von £ I4/(R) = I4(R) N UY,.
Mittels Induktion iiber den Formelaufbau 148t sich zeigen:

Satz 4.4.7 Gilt eine quantorfreie £L—Formel in einer Struktur fiir £, so auch in jeder
ihrer Unterstrukturen.

Wir sehen also, dafi die Klasse der Modelle der Skolemisierung einer Theorie gegen
Unterstrukturen abgeschlossen ist.
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5 — Mengenlehre

Einleitung
Alles ist Menge!

Die Axiome von ZFC

Die Zermelo-Fraenkel’sche Mengenlehre ist die Theorie bestehend aus der Sprache £ mit
Identitét, welche sonst nur das zweistellige Relationszeichen € enthélt (wie {iblich in
Infix-Notation geschrieben) und den in Kiirze folgenden Axiomen.

Vorher wollen wir aber noch kurz ein paar abkiirzende Schreibweisen einfiihren.

Schreibweise 5.2.1
e VycuxpfirVy (yeax— )
ez CyfirVzezzey
e dlx o fiir Iz (P AVy plz/y] = x=1y)
Definition 5.2.1 Die Axiome bzw. Axiomenschema von ZF sind:

ZF0 Existenz: Es gibt eine Menge.

Jrr==x.

ZF1 Extensionalitdt: Mengen, die dieselben Elemente enthalten, sind gleich.
VeVyVe (z€xycx) sy==x.

Z¥F2 Fundierung.
Ve (Jyyex)— (Fyecxr (-3Izz€yNzex))

ZF3 Aussonderungsschema (Comprehension). Ist FV ¢ C z, z, w1, ..., wy,
(also insbesondere ist y nicht frei in @), so gilt

Vz Ywr,...,w, Jy Ve (x €y < (x € 2\ @))



80

Mengenlehre

7F4

ZF5

ZF6

ZF7

ZF8

Paarmengenaxiom.

VeVy dzax€zAy €z

Vereinigungsmengenaxiom

VAIBYCVzeC (Ce A—x € B)

Replacement: Ist FV o C x,y, A, w1,...,w,
(also insbesondere ist B nicht frei in @), so gilt

VA Ywr,...,w, Ve € ATy ¢ - (IBVr € A Jy €Yp)

Unendlichkeit:

dx (DexnVyex (yu{y}ex)))

Potenzmengenaxiom

Ve JyVz (zCx— z€vy)

Einige Bemerkungen zu diesen Axiomen.

Unendlichkeit macht erst in ein paar Zeilen Sinn, da U und {} noch undefiniert
sind.

Extensionalitét: Die Riickrichtung ist herleitbar; muss also nicht extra gefordert
werden.

Die Menge deren Existenz in dem Aussonderungsaxiom gefordert wird ist eindeutig.

Fiir sie wollen wir

{rzeyle}

schreiben.

Das Fundierungsaxiom stellt sicher, daf3 es keine Menge x geben kann mit z € x;
ausserdem stellt es sicher, dafl es keine unendliche Kette x1 2 x9 3 x3.... Siehe
Ubung 1

Aus dem Paarmengenaxiom und dem Aussonderungsschema folgt
VeVy3dlzxezAyezAVuezz=aVz=y

Diese eindeutig bestimmte Menge z wollen wir von nun an mit

{z,y}

bezeichnen. Des Weiteren sei {z} = {z, x}.

Ahnlich kénnen wir auch eine eindeutige Menge wie B im Vereinigungsaxiom
finden. Diese bezeichnen wir mit (J A. Ausserdem sei z Uy = |J{z,y}.

Und nochmals dhnlich sei P(z) die Potenzmenge des Potenzmengenaxioms definiert.

Die leere Menge () erhalten wir durch das Aussonderungsschema mit ¢ =z # x
aus irgendeiner Menge (Axiom 0 stellt ja die Existenz von Mengen sicher). Sie hat
genau die Eigenschaft, die man erwartet, ndmlich Vo —(x € 0).
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Klassen und die Russel’sche Antinomie

Definition 5.3.1 Eine Zusammenfassung von Mengen heifit Klasse. Klassen, die keine
Mengen sind heiflen echte Klassen. Formal fassen wir Klassen als Zeichenfolgen des Typs

{z | ¢} auf.

Vielleicht ist man voreilig zu der Meinung verleitet, dafl wegen dem Aussonderungs-
schema alles vom Typ {z | ¢} auch eine Menge sein muss. In der Tat ist dies keine
dumme Vermutung, denn immerhin war der Unterschied auch GroBen der Mathematik
wie Frege Russel zunéchst unbekannt.

Allerdings gilt

Satz 5.3.2 — Russel’sche Antinomie. {xz | x ¢ x } ist keine Menge. Oder formal:

JxVy (yexcrydy)
steht im Widerspruch zu den Axiomen von ZF.
Beweis. Sei x wie oben. Dann gilt fiir y = 2, dal « € x <> = ¢ x; ein Widerspruch. W
Korollar 5.3.3 Es gibt keine Menge die alle Mengen enthélt.

Beweis. Sonst kénnte man mit dem Aussonderungsschema die Menge aus dem vorherigen
Satz bilden. [

Korollar 5.3.4 Es gibt echte Klassen.

Klassen sind eigentlich nur wichtig, um auf der Meta-ebene iiber gewisse Konstrukte
zu reden. Fiir die Entwicklung der Mengenlehre aufbauend auf Axiomen sind sie aus
technischer Sicht unwichtig.

Mehr Definitionen

e Fiir Durchschnitte benttigen wir kein extra Axiom, das Aussonderungsschema
reicht schon aus: Die Menge x Ny ={z€x|z€y}

e Auch fiir eine nicht-leere Familie von Mengen F' konnen wir analog den Durchschnitt
definieren: Ist z € F, so ist

ﬂFz{zEx\VyerEy}.
Definition 5.4.1 Sind z,y Mengen, so heifit die Menge {{z},{z,y}} das geordnete Paar.
In Zeichen schreiben wir (z,y).

Diese Definition geht auf den polnischen Mathematiker Kuratowski zuriick. Es gibt
auch alternative Moglichkeiten geordnete Paare zu definieren. Siehe Ubung 2.

Satz5.4.2 Fiir z,2',y,y gilt, daB
(z,y) = (2"y) = = ry=y .

Beweis. Die Riickrichtung ist trivial, es reicht also die Richtung = zu beweisen. Wir
unterscheiden zwei Fille:

e  =y. Dann ist (x,y) = {{z}} = (@, y/) = {{«'},{2/,y'}}. Also ist 2’ € {x}, und
damit ' = x. Genauso folgt auch ¢y = x.


http://de.wikipedia.org/wiki/Kazimierz_Kuratowski
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e z # y. Dann muss auch 2/ # ¢ sein. Ausserdem muss gelten, daf {2/} = {z}
(der Fall {z'} = {x,y} kann ausgeschlossen werden, da dann x = 2’/ = y). Also ist
x = 2/ und damit auch einfach y = y/'. [ |

Wie iiblich wiirden wir gerne das Produkt A x B als Menge von geordneten Paaren
definieren; d.h. {z | Ja € A,b € B z = (a,b) }. Um allerdings das Aussonderungsaxiom
anzuwenden, miissen wir zuerst eine Menge finden, die mindestens alle Paare (a, b) mit
a € Aund b € B als Elemente besitzt; also eine Menge aus der wir die Elemente, welche
wir wollen, aussondern kénnen. Da a,b € AU B und damit {a},{a,b} € P(AU B) und
damit wiederum {{a},{a,b}} € P(P(AU B)), haben wir eine passende Menge gefunden.

Definition 5.4.3 1. Eine Relation ist eine Menge, deren Elemente geordnete Paare
sind.

2. Der Definitionsbereich (domain) von R ist
domR={zecJUR|IB (z,y) e R} .
3. Der Bildbereich von R ist
rgeR={yeJUR |3z (z,y) e R} .
4. Die Umkehrrelation von R ist

R ={{y,x)| {x,y) € R} .

Definition 5.4.4 Eine Menge f ist eine Funktion genau dann, wenn f eine Relation ist,
so dafl

Vz € dom f Iy (x,y) € f .

Wie {iblich schreiben wir in diesem Fall f : A — B, falls f eine Funktion mit dom(f) = A
und rge f C B ist.
Ausserdem schreiben wir f(x) fiir das eindeutige Element y mit (z,y) € f.

Definition 5.4.5 Surjektiv, injektiv und bijektiv sind definiert wie iiblich.

Wohlordnungen und Ordinalzahlen

Definition 5.5.1 Eine lineare Ordnung (auch totale Ordnung) ist ein Paar (A, R), so dafl
R die Menge A linear ordnet; d.h.

1. Vz,y,z € A (xRy N yRz — xRz) (Transitivitit)

2. Vo € A = (zRx) (Irreflixivitat)

3. Vo,y € A xRy V x =y V yRx (Trichotomie)

Die Standardbeispiele fiir lineare Ordnungen sind (Z, <) und (R, <).

Definition 5.5.2 Zwei lineare Ordnungen' (A, R) und (B, S) heiflen isomorph, falls es
eine bijektive Funktion f: A — B gibt, so dafl

Va,a' € A (aRd' + f(a)Sf(d")) .
In Zeichen schreiben wir dann (A, R) = (B, 5).

'Diese Definition funktioniert natiirlich fiir beliebige zwei-stellige Relationen.
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Definition 5.5.3 Eine lineare Ordnung (A, R) heifit Wohlordung bzw. die Menge A durch
R wohlgeordnet, falls jede nicht-leere Teilmenge ein R-minimales Element hat; d.h. wenn
M C A eine nicht-leere Teilmenge ist, so gibt es m € M so dafl fiir alle x € M gilt
—(zRm).

Da A linear geordnet ist dies dquivalent zu der Existenz eines kleinsten Elements,
d.h. fiir alle z € M gilt x = m V mRz.

Das Standardbeispiel fiir Wohlordnungen ist (N, <). Gegenbeispiele sind (Z, <),
(Q, <) und (R, <).?

Definition 5.5.4 Fiir ein Paar (A, R) und x € A sei pred(A4, x, R) definiert durch
pred(A,z,R) ={ye A|yRx } .

Satz 5.5.5 — Der Trichotomiesatz fiir Wohlordnungen. Sind (A, R) und (B, .S) Wohlord-
nungen, so ist entweder

e (A, R) = (B,S) oder
e cs gibt x € A mit (pred(A4,z, R), R) = (B, S) oder
e es gibt y € B mit (A, R) = (pred(B,y, S), S).
Beweis. Ausgelassen. |
Definition 5.5.6 Eine Menge x heiit transitiv,® genau dann, wenn
VyecaxVzey (z€x).

Beispiele fiir transitive Mengen sind

0, {0}, {0.40}}, {0.{0,{0}}}
Nicht transitiv hingegen ist {{0}}

Definition 5.5.7 Eine Menge z heifit Ordinalzahl, genau dann wenn x transitiv ist und
(x, €) Wohlordnung ist.

Satz 5.5.8

1. Ist « Ordinalzahl und y € x, so ist auch y Ordinalzahl.

2. Sind x,y Ordinalzahlen und (z, €) = (y, €), so ist x = y.

3. Sind z,y Ordinalzahlen, so ist entweder x =y, x € y oder y € x.

4. Sind z,y und z Ordinalzahlen und ist x € y und y € z, so auch = € z
5

. Wenn C eine nicht-leere Menge von Ordinalzahlen ist, dann gibt es ein x € C, so
daBVyex y ¢ C.

Beweis. 1. Wir miissen zeigen, dafl y transitiv und (y, €) Wohlordnung ist. Sei also
u € v und v € y. Da x transitiv ist ist dann auch v € x und damit wiederum u € =x.
Nun ist (x, €) Wohlordnung und damit insbesondere transitiv (im Ordnungssinn),
also u € y.

Sei nun C' C y eine nicht-leere Teilmenge dann ist, fiir alle z € C, wegen y € x
und der Transitivitdt von x auch z € X. Also C' C z, und damit existiert ein
€-minimales Element.

?Diese Mengen haben wir natiirlich noch nicht formal definiert.
3nicht zu verwechseln mit der Transitivitéit von Ordnungen
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2. Sei f: A — B bijektiv mit
Va,a' € A (a€d < f(a) € f(d)) .

Betrachten wir nun die Menge M = {zx € A| f(z) # = }. Wir wollen den Fall
ausschliessen, dafl M nicht-leer ist. Dann gébe es aber, wegen der Wohlordnung
von A ein minimales Element m € M. Fiir alle p € m gilt aber, da m minimal ist,
daB f(p) = p ist. Damit ist m C f(m). Umgekehrt gibt es wegen der Surjektivitét
fiir ¢ € f(m) ein r mit f(r) = g. Aber aus f(r) € f(m) folgt wegen der Isomorphie-
eigenschaft, dal r € m. Wiederum muss aber wegen der Minimalitdt von m
gelten, dafl f(r) = r. Also ist ¢ = f(r) = r € m; d.h. f(m) C m. Wegen des
Extensionalitidtsaxioms gilt also f(m) = m. Ein Widerspruch und damit ist M
leer, oder anderst ausgedriickt f = id. Damit sieht man leicht, dafl = = y.

3. Dies folgt aus dem Trichotomiesatz fiir Wohlordnungen und dem vorherigen Punkt.
4. Dies folgt aus der Transitivitit von z.

5. Sei z € C. Entweder z N C = (), in welchem Falle wir einfach x = z verwenden
konnen, oder zNC' ist nicht leer. Im zweiten Falle kénnen wir das minimale Element
von z N C wihlen (z ist ja wohlgeordnet als Ordinalzahl), welches die gesuchten
Eigenschaften hat.

|

Satz 5.5.9 — Die Antinomie von Burali-Forti 1897. Die Klasse aller Ordinalzahlen ist
echt.

Beweis. Sonst wire
u = {x | x ist Ordinalzahl }

wegen des obigen Lemmas selbst Ordinalzahl; also u € u, was dem Fundierungsaxiom
widerspricht (vgl. Ubung 1) [ |

Satz 5.5.10 Zu jeder Wohlordnung (A, R) gibt es genau eine Ordinalzahl z, so dafl
(A, R) = (z,€) .

Beweis. |

Ordinalzahl Arithmetik

Wir wollen nun dazu iibergehen Ordinalzahlen weniger als Mengen und mehr als Zahlen
aufzufassen. Dazu schreiben wir o < S fira € fund a < g fira e fVa=p.

Lemma 5.6.1 l.ag<f < aCp.

2. Ist C eine Menge von Ordinalzahlen, so ist das Supremum, d.h. die kleinste obere
Schranke, gegeben durch

supC:UC.

3. Ist = eine nicht-leere Menge von Ordinalzahlen, so ist das Minimum, d.h. die
kleinste untere Schranke, gegeben durch

minC:ﬂC.
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Man beachte, dafl sup C nicht unbedingt Element von C sein muss. Allerdings ist
immer (C € C.

Beweis. 1. Sei @ < B und = € a. Entweder o = 8 und damit = € 8, oder o € S.
Aber in letzterem Falle ist, wegen der Transitivitdt von 8 auch z € 5. Umgekehrt
sei @ C B. Wegen der Trichotomie der Ordinalzahlen miissen wir nur den Fall
B € «a ausschliessen. Da in diesem Fall aber 8 € [ wire sind wir wegen des
Fundierungsaxioms fertig.

Definition 5.6.2 Fiir eine Ordinalzahl a definieren wir S(«), bzw. oo+ 1 als
a+l=aU{a}.

Satz 5.6.3
1. a+ 1 ist eine Ordinalzahl.
2. a<a+1
3.VBB<a+1l—pB<a

Definition 564 0 = (), 1 = S(0), 2 = S(1), .... Dies sind die sogenannten von
Neumannn’schen natiirlichen Zahlen.

Definition 5.6.5 « heifit Nachfolgerordinalzahl falls es eine Ordinalzahl § mit o = 8+ 1
gibt. Eine Zahl a # 0 heifit Limesordinalzahl falls sie keine Nachfolgerordinalzahl ist.

Satz 5.6.6 — Transfinite Induktion / Ordinalzahlinduktion.
Sei ¢ eine Eigenschaft, so dafl

L. ¢z /0]
2. plz/a] = p[z/a + 1] fiir alle Ordinalzahlen o und
3. (Va < B plx/al) = ¢lz/8],

dann gilt p[z/q] fiir alle Ordinalzahlen .

Beweis. Nehmen wir an, es gibt a mit —p[z/a]. Wir kénnen annehmen (Fundierungs-
axiom®.), daB o minimal ist. Dann ist aber « als Ordinalzahl entweder 0, eine Nachfol-
gerordinalzahl, oder eine Limesordinalzahl. In allen drei Féllen konnen wir ein kleineres
FElement finden, fiir das ¢ nicht gilt. |

Die Transfinite Induktion erlaubt uns die folgende Definition eindeutig zu machen:

Definition 5.6.7 Seien «, 8 Ordinalzahlen. Die ordinale Addition ist rekursiv definiert
iiber

l.a+0=«a
2. Wenn g Nachfolgerordinalzahl ist, also 5 =~y + 1, s0ist a+ f = (e +7) + 1.
3. Ist 8 Limesordinalzahl, so ist

at+B=J@+7).

v<B

“Hier ist das erste mal, daf8 wir das volle Fundierungsaxiom verwenden, und nicht nur —(z € z)
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Bemerkung 5.6.8 Mit dieser Definition ist « + 1 zwar doppeldeutig, beide Definitionen
fithren aber zur gleichen Ordinalzahl.

Das Auswahlaxiom
Das Auswahlaxiom (AC) besagt

VANreA(Byyex)—3f: A= UA (Vxe A f(x) € x))

D.h. wenn fiir eine Menge von Mengen A jede Menge z € A nicht leer ist, dann existiert
eine Funktion f, die jeder Menge = € A ein Element in A zuordnet.

Auch wenn das Auswahlaxiom harmlos aussieht, so hat es doch recht fragwiirdige
Konsequenzen, wie z.B. das Banach-Tarski Paradox.

Hier wollen wir zeigen, dafl das Auswahlaxiom in ZF &quivalent ist zu den folgenden
Aussagen:’

[Das Lemma von Zorn] Sei (P, R) eine Halbordnung.® Hat jede Kette (total
geordnete Teilmenge) eine obere Schranke in P, so hat P mindestens ein
maximales Element.

[Der Wohlordnungssatz| Jede Menge kann wohlgeordnet werden. D.h. ist P
eine Menge, so existiert eine zweistellige Relation R, so dafi (P, R) Wohlord-
nung ist.

Beweis. e Zeigen wir zunichst, dafl das Lemma von Zorn aus dem Auswahlaxiom
folgt.
Nehmen wir hierzu an, dafl das Lemma von Zorn falsch ist. Dann kénnen wir fiir
jede total geordnete Teilmenge T" von P ein Element b(7) finden, dafl echt groier
als eine obere Schranke ist. Das Auswahlaxiom stellt sicher, dafl b eine Funktion
ist.
Sei jetzt Ag € T beliebig. Fiir eine Nachfolgerordinalzahl o = 5 + 1 sei Ag4q =
ApU{b(Ap)} und fiir eine Limesordinalzahl o sein Ao = (U, AgU{b(Ap)}. Diese
Mengen sind so konstruiert, daf fiir « < 7 die Menge A, eine echte Teilmenge
von A, ist. Alle diese Menge sind aber Teilmengen von P, also erhalten wir einen
Widerspruch, da wir auf diese Weise die Klasse der Ordinalzahlen in die Menge P
injektiv einbetten kénnen.

e Wollen wir als néchstes den Wohlordnungssatz aus dem Lemma von Zorn beweisen.
Sei dazu P eine Menge. Betrachten wir nun die Menge

M={(A,R)| AC PA(A,R) ist eine Wohlordnung } .

Auf M selber kénnen wir eine Halbordnung definieren durch (E, R) < (F,S) genau
dann wenn E C F ist und S auf F genau R entspricht; d.h. fiir alle z,y € F ist
xRy <= xSy. Diese Halbordnung erfiillt die Voraussetzung des Lemma von
Zorns: Sei K eine nach dieser Halbordnung total geordnete Kette, dann ist

<U{E\3R (E,R) € K},| J{R|3E (E,R) eK}>

®Es gibt ein ganzes Buch iiber Aquivalenzen des Auswahlaxioms!
5D.h. R ist eine reflexive, transitive, und antisymmetrische Relation.
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eine obere Schranke. Also hat M ein maximales Element (E,,, R,,). Jetzt muss
aber E,, = A sein, denn sonst géibe es z € A\ E,,; aber dann kénnten wir R,
zu R}, auf E,, U {z} ausweiten, so dal (F,,, Rp,) < (E, U {z},R],), was ein
Widerspruch zur Maximalitat wére.

e Zeigen wir als letztes, dafl das Auswahlaxiom aus dem Wohlordnungssatz folgt.
Sei hierzu A eine Menge von nicht-leeren Mengen. Definiere nun X = [ J A. Dann
kann, nach dem Wohlordnungssatz, X wohlgeordnet werden; d.h. es gibt R so
daBl (X, R) eine Wohlordnung ist. Fiir jedes € A, und also z C X, gibt es jetzt
ein eindeutiges R-minimales Element in z. Auf diese Weise konnen wir also eine
Funktion definieren, die jedem x dieses minimale Element zuordnet.
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5.8 Ubungsaufgaben

1. Zeigen Sie, dafl aus den ZF-Axiomen folgt, dafl es keine Menge x gibt, so dafl
Trex.

2. Wieners Vorschlag um geordnete Paare zu definieren war

(z,y) = {{{z, v}}, {{v}}} -

Zeigen Sie, dafl auch fiir diese Definition gilt, daf} fiir x, 2/, y, 1y’ gilt, dafl

(y)=("y) = z=a"Ny=y".


http://en.wikipedia.org/wiki/Norbert_Wiener
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