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Aufgabe 1 Sei G = ({S},{a,+,*}, P,S), wobei P gegeben ist durch:
P:S—+55|x55|a

(a) Berechnen Sie First;(«) fiir jedes A — « € P.
Losung:
Das Ungleichungssystem ist
First;(S) D Firsty (+S595) U First; (xSS) U First (a).
Wir starten mit First;(S) = 0, also

First;(S) 2 ({+} @1 0 01 0) U ({*} @, 0 &, 0) U {a}
=pudu{a}
= {a}.

Wir haben also First;(S) 2 {a} und erhalten

First;(5) 2 ({+} ©1 {a} ©1 {a}) U ({*} ©1 {a} ©1 {a}) U {a}
— {(+}Ufs}Ufa}
= {+,*,a}.
Wir haben also First;(S) 2O {+, *,a} und erhalten

First;(S) 2 ({+} @1 {+,*,a} ®1 {+,*,a})
U ({*} ©1 {+,*,a} ©1 {+,*,a})
U {a}
={+tu{x}tU{a}
= {+,x,a}.

Da wir wieder First;(S) 2 {+,*,a} erhalten haben, gilt First,(S) =
{+, *,a}. Wir erhalten also fiir die rechten Seiten, dass

Firsty (+595) = {+} @1 {+, *,a} ©1 {+,%,a} = {+},
FirSt1<*SS) = {*} ©1 {+, *, CL} OF} {+7 *, a} = {*}7
Firsty(a) = {a}.



(b) Berechnen Sie Firsty(«) fiir jedes A — o € P.

Losung:
Das Ungleichungssystem ist

Firsty(S) D Firsty(4+5.5) U Firsty(x55) U Firste(a).
Wir starten mit Firsty(S) = 0, also

Firsto(S) 2 ({+} @20 ©2 0) U ({*} ©2 0 ®2 0) U {a}
DUDU{a}
{a}.

Wir haben also Firsto(S) 2 {a} und erhalten
Firsto(S) 2 ({+} @2 {a} @2 {a}) U ({x} @2 {a} @ {a}) U {a}
= {+a} U {*a} U {a}

= {+a, *a,a}.

Wir haben also Firsty(S) O {+a, *a, a} und erhalten

Firsta(S) O ({4} @2 {+a, *a,a} ®s {+a, xa, a})
U ({*} ®g {+a, *xa,a} ®y {+a,*a,a})
U {a}
= {4+, +x,+a} U {x+,xx,*xa} U {a}
= {++, +%, +a, x+, **, *a, a}.

Wir haben also Firsta(S) D {4+, +*, +a, x+, x, *a, a} und erhalten

Firsto(S) D ({4} @g {++, +%, +a, x+, x*, *a, a}
O9 {++, +%, +a, x+, %, xa,a})
U ({*} ©g {4+, +%, +a, x+, xx, xa, a}
Og {++, +%, +a, x+, **, xa, a})
U{a}
= {++, +*, +a} U {x+, *x,%a} U {a}
= {++, +*, +a, x+, %k, xa, a}.

Da wir wieder Firsto(S) O {++, +*, +a, *+, x*, *a,a} erhalten haben,
gilt Firsta(S) = {4+, +%, +a, x+, xx,*a,a}. Wir erhalten also fiir die



rechten Seiten, dass

Firsta(+S55) = {+} ©2 {4+, +*, +a, x+, xx, *xa, a}
Og {4+, +%, +a, x+, ¥*, xa,a}
= {4+, +%, +a},
Firsty(xSS) = {x} @ {++, +*, +a, x+, %%, xa, a}
Og {4+, +%, +a, x+, ¥*, xa, a}
= {x+, xx, xa},
Firsty(a) = {a}.

Aufgabe 2 Sei im Folgenden ¥ ein endliches Alphabet und k& € N. Mit
o: X' x ¥* — ¥* bezeichnen wir die Konkatenation zweier Worter. Sei
o1 ¥* — B=F (die ersten k Zeichen eines Worts) definiert als

Ok(al e an) = Qi - - . Gmin(n,k)

{m”ﬂk falls k < n,

a...a, sonst.
Sei auerdem ®: XF x U=F — Y=k definiert als
wy O wy = ok (wy 0 wy).
(a) Welche Fille treten bei o (wq o ws) fiir wy, wy € ¥* auf?
Losung:

Wenn k < |wq|, dann gilt oy (wy o wy) = o (wq). Wenn k > |w;], dann
gilt o (wy 0 wa) = Wy © O fyy, | (W2).

(b) Zeigen Sie: Fiir alle wy, wy € ¥* gilt, dass

o (wy 0 wy) = ok (oK (wy) o oK (ws)).
Losung:
k< |wi|: Es gilt ox(w; 0o wg) = ox(wy). AuBerdem folgt aus |(ox(wy))| =
k, dass oy (o (w) o o (we)) = o (ox(wy)) = o (wr).
k> |w|: Es gilt fiir alle w € ¥, dass ox(w; o w) = wy 0 Opw,|(w).
AuBerdem gilt, dass o (w;) = wy, also
Ok (oK (wr) 0 ok (wg)) = ok(wy o ok(wy))
= W1 O Ok fwy| (Ok(w2))
= W1 O Oy, |(Wa).

Der letzte Schritt folgt aus der Tatsache, dass fiir alle w € ¥* und
k'€ N mit k' < k gilt, dass o (ox(w)) = o (w).
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(c) Zeigen Sie, dass (3=F, @Oy, €) ein Monoid ist, also:

o Fiir alle w € X5F gilt w O e = € O w = w.

Losung:
Es gilt o, (w) = w fiir alle w € ¢ also

w O € = og(woe) = o (w)

w
w.

£ O w = or(eow) = o (w)

o Fiir alle wy, wo, wy € X=F gilt wy O (wo O w3) = (W1 O wa) O W3.
Losung:
Aus (b) und der Tatsache, dass o (ox(w)) = o (w) fiir alle w € X,
erhalten wir fiir alle w,w’ € ¥*, dass
<>k(w @) w’) = <>k(<>k(w') o) ok(w’))
= o (ox(w) o or(ox(w')))
= <>k(w e} ok(w')).
Analog gilt, dass
o(w o w') = o (o (w) ow').
Somit erhalten wir fiir alle wy, wq, w3 € ¥*, dass
(U)l Ok U)Q) Or W3 = <>k(<>k(w1 o U}g) ) ’UJ3)
= <>k((w1 (e} U)Q) [¢) 'lUg)
= <>k(w1 (@) (U}g O wg))
= <>k(w1 o <>k(w2 e} wg))
= w1 O (wy O ws).
(d) Schliefien Sie aus Teilaufgabe (b), dass oi: (3%, 0,&) — (X=F, O, €) ein
Monoid-Homomorphismus ist, also:
o ox(e) =e.
Losung:
Klar.
o Fiir fiir alle wy, wy € 3% gilt oy (wy 0 we) = o (wy) O oK (w2).

Losung:
o (wy 0 wa) = o (0K (wy) 0 o (wa)) = ox(wr) O O (w2).



