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Stetige Funktionen

Seien (D,Cp) und (E,Cg) CPOs. Eine monotone Funktion
f: D — E heiBt stetig, wenn fiir jede Kette c: N — D gilt, dass

f(Uc) =U(f oc).

Alle oberen Schranken existieren, weil D und E CPOs sind.
AuBerdem ist f o c eine Kette in E nach Folgerung 5. Wenn es sich
anbietet, werden wir A-Notation fiir Funktionen benutzen. Statt zu
sagen, dass f: X — Y eine Funktion ist mit f(x) = y, schreibt
man einfach Ax.y, wobei X und Y aus dem Kontext ersichtlich
sind. Die Stetigkeitsbedingung kann man also auch schreiben als

F(LIN.c()) = UAL(F(c(1)))-

Die Menge der stetigen Funktionen bezeichnen wir mit
[(D,Cp) — (E,Cg)] oder einfach nur [D — E], wenn die CPOs
aus dem Kontext bekannt sind.
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Stetige Funktionen

Die Kette c bildet auf ,immer definiertere” Elemente in D ab.
Wenn wir f o ¢ bilden, erhalten wir wegen Monotonie von f also
immer definiertere Elemente in E. Die kleinste obere Schranke
davon muss mit dem Element (ibereinstimmen, das wir erhalten,
wenn wir f auf die kleinste obere Schranke von ¢ anwenden.

Man kann also entweder ¢(0), ¢(1),... bis Lic verfolgen und dann
f anwenden, oder man kann f(c(0)), f(c(1)),... bis U(f o c)
verfolgen. Grafisch:

c(0) C ¢(1)
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Beispiele fiir stetige Funktionen

» Die Identitdt f: D — D mit f(x) = x ist stetig, da
f(Uc) =Uc=U(foc).

» Jede konstante Funktion f: D — E mit f(x) = e fiir e € E ist
stetig, denn (f o ¢)(x) = e fiir alle x € D und somit
U(foc)=e=f(Uc).

» Die Projektionen m;: D1 x -+ x D, — D sind stetig. Wegen
Lc = (Umoc,...,Um,oc) gilt, dass mj(Lic) = U(m; o ¢).
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Doppelt indizierte Ketten

Wenn man zeigen will, dass Funktionen stetig sind, kommt es oft
vor, dass man mit mehreren Ketten auf einmal zu tun hat. Sei
(D, Cp) eine partielle Ordnung. Eine Funktion c: N2 — D heiBt
doppelt indizierte Kette in D, wenn \j.c(i,j) fir jedes i € N und
Ai.c(i,j) fur jedes j € N Ketten sind.

Lemma 9
Sei c: N?> — D eine doppelt indizierte Kette. Dann sind
MU .c(i, ), Nj.UNi.c(i,j) und Nk.c(k, k) Ketten in D und es gilt

LALUN.c(i,j) = UN.UN.c(i,j) = Uhk.c(k, k).
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Doppelt indizierte Ketten
Grafisch:
c(0,0) C ¢(0,1)
1M IM
c(1,0) C «¢(1,1)

UAi.c(i,0) T UAi.c(i, 1)
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Doppelt indizierte Ketten, Beweis (Teil 1)

Beweis.

Seien i1, i € N mit i < ip. Um zu zeigen, dass A\i.LUAj.c(i, ) eine
Kette ist, missen wir UMj.c(i1,j) T UNj.c(i2, /) zeigen. Da
Ai.c(i,j1) fur alle j1 € N eine Kette ist, gilt ¢(i1,j1) T c(i2, j1)-
AuBerdem ist Aj.c(i2,j) eine Kette. Wegen c(iz,j1) C LUAj.c(i2, )
folgt, dass c(i1, 1) E UNj.c(i2,j) fir alle j; € N. Da also
LINj.c(i2, /) obere Schranke von Aj.c(i1,j) ist, liegt es tiber der
kleinsten oberen Schranke von \j.c(i1, ), also

UAj.c(ir,j) T UNj.c(i2, ))-

Analog folgt, dass auch \j.LIAi.c(i,j) eine Kette ist.

AuBerdem gilt fir alle i1, > € N mit i1 < ip, dass

c(ir, ) C c(ir, i2) C ¢c(ia, in), weswegen auch Ak.c(k, k) eine Kette
ist.



Doppelt indizierte Ketten, Beweis (Teil 2)

Beweis.

Sei i1 € N. Dann gilt fir alle b € N mit i1 < ip, dass

c(ir, i2) CE c(ip, i) C UNj.c(j, /). Die Argumentation im Fall, dass
ip < iy, ist analog. Wir haben also, dass LIAj.c(j, j) obere Schranke
von \j.c(i1,j) ist, also UAj.c(i1,j) C UNj.c(j, /). Ebenso gilt

c(i1, h) C UNj.c(i1,j). Damit erhalten wir

C(ila Il) C |_|)\j.C(i1,j) C U)\j'c(jaj)a
woraus folgt, dass
UAi.c(i, 1) © UNLUN.c(i,)) E UN.UN.c(f,)) = UN.c(,))-

Da (D,Cp) eine partielle Ordnung ist, erhalten wir

UAk.c(k, k) = LUNi.LNj.c(i, /). Analog folgt, dass

UAk.c(k, k) = LUNj.UAi.c(i, /), und somit auch

UANLUN (i, j) = LUN.UNi.c(i,)). O
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Die stetigen Funktionen sind eine CPO (Teil 1)

Wir haben bereits gezeigt, dass (D — E,Cp_,g) eine CPO ist.
Wenn wir D — E auf [D — E] beschranken wollen, missen wir
noch Folgendes zeigen:

Lemma 10

Wenn (D,Cp) und (E,Cg) CPOs sind, dann ist auch
([D — E], ED%E) eine CPO.

Beweis.

Die Funktion f: D — E mit f(x) = Lg ist wieder das kleinste
Element. Diese Funktion ist stetig, weil sie konstant ist.
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Die stetigen Funktionen sind eine CPO (Teil 2)

Beweis.

Sei ¢: N — [D — E] eine Kette. Sei wieder f: D — E definiert als
f(d) = U(aq o ¢), also f(d) = UAi.c(i)(d). Wir wollen zeigen, dass
f stetig ist. Sei also ¢’: N — D eine weitere Kette. Dann ist zu
zeigen, dass f(Uc’) = U(f o ¢’) bzw.

F(UN.C'(j)) = LUALF(C'()))-

Nach Definition von f kénnen wir f(LU\j.c’(j)) umformen zu
LUAP.c(i)(UN.c'(j)). Da c(i) stetig ist, ist dies gleich
LALLN.(c()(c'(j))). Dannist g: N2 — E mit g(i,j) = c(i)(c'(j))
eine doppelt indizierte Kette (Beweis: Ubung). Nach Lemma 9
kénnen wir also umformen zu UAj.LAZ.(c(7)(¢'(j))). Nach
Definition von f ist dies gleich LAj.f(c'())). O
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Stetigkeit der Applikation

Als weiteres Beispiel einer stetigen Funktion betrachten wir die
Applikationsfunktion a: [D — E] x D — E mit a(f,x) = f(x).
Um zu zeigen, dass a stetig ist, sei ¢: N — [D — E] x D eine
Kette mit c(i) = (f;, d;). Wegen Uc = (71 o Uc, mp o Lc) kénnen
wir schreiben a(lic) = (LUA/.f;)(LIAj.dj). Da LA f; stetig ist,
kénnen wir dies umformen zu LIAj.LUA/.fi(d;). Dann ist g: N> — E
mit g(i,j) = fi(d;) eine doppelt indizierte Kette. Wir kénnen also
UAJj.LAI.fi(dj) nach Lemma 9 umformen zu UAK.fi(dk), was gleich
U(aoc) ist.
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Beispiel einer nicht stetigen Funktion

Ein Beispiel fiir eine nicht stetige Funktion ist der Totalitatstest.
Sei t: (N — N} ) — (Zy), definiert als

(F) = {1 falls f(i) # L fur alle i € N,
0 sonst.

Fir jedes i € N sei f;: N — N definiert als

(x) = 1L falls x > i,
0 falls x < 1i.

Dannist c: N — (N — N ) mit ¢(i) = f; eine Kette, wobei Lic die
konstante 0-Funktion ist. Deshalb gilt t(Lic) = 1, weil Lic total ist.
Fiir jedes i € N gilt aber, dass f; nicht total ist, also ist t(f;) =0
und somit L(toc) =0.
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