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Typurteile

Wir wollen nun formal definieren, welche Ausdriicke welche Typen
bekommen konnen. Wir schreiben I - e : 7 fur den Fall, dass

e € Exp den Typ 7 € Type unter der Typumgebung [ € TEnv
haben kann. Dies nennt man auch ein Typurteil.

Analog zu normalen Umgebungen fordern wir, dass jede
Typumgebung einen Eintrag fiir die fundamentalen Operationen
wie (+) hat, also zum Beispiel soll fiir jedes ' gelten, dass
M((+)) = Int — Int — Int.

Wir definieren nun ' - e : 7 induktiv, indem wir Typregeln
angeben. Die Basisfalle sind folgende:

Fir x € Vargilt T = x : 7, falls [(x) = 7.
Firie Z gilt T I i: Int.
Fiir einen Wertkonstruktor C vom Typ 7 gilt T C : 7.

118



Typregeln

Induktionsschritte schreiben wir als Bruch. Das, was iiber dem
Strich steht, sind die Voraussetzungen, und das, was unter dem
Strich steht, kann daraus geschlossen werden.

Fir die Applikation fordern wir, dass auf der linken Seite ein
passender Funktionstyp steht:

Fle:7 =7 Nex: 7
N-(e1e):7

Bei let x = e; in e miissen wir den Typ fiir x sowohl in eq, als
auch in ey binden. Der Ergebnistyp ist dann der von e;:

re[x/rflre:7 rex/rfIte:r
lFletx=eine: 7T

Ein Lambda-Ausdruck erhalt einen Funktionstyp bei passendem
Parametertyp:
relx/fl|Fe:r
NlE\x —>e: 7 =7
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Typregeln

Eine Typherleitung ist eine Folge von Typurteilen, die sich aus den
Typregeln ergeben. Wir schreiben diese als Baum auf. Beispiel:

F=((+) 1) 2: Int
LI_}—(Jr)lzlntﬁlnt
trl—(—k):lnt—ﬂnt—ﬂnt

N=1:1Int

L— T+ 2:Int

Ein Ausdruck e € Exp, fiir den es ein ' € TEnv und 7 € Type gibt
mit [ F e : 7, heiBt auch wohlgetypt.

Nicht wohlgetypte Ausdriicke sind dann solche, fiir die wir keine
Typherleitung finden kénnen. Zum Beispiel ist (+) 1 True nicht

wohlgetypt.
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Typregeln

Fiir Case-Ausdriicke betrachten wir folgendes Beispiel:
case e of {MkPair x y —> x + y},

wobei MkPair: Int — Int — IntPair. Wir miissen zum einen
prifen, dass [ F e : IntPair, also dass der Typ von e auf den
Ergebnistyp des Konstruktors passt. Zum anderen miissen wir
iberpriifen, dass x 4 y unter der Umgebung I © [x/Int, y/Int|
wohlgetypt ist. Hier gilt I © [x/Int, y/Int] F x + y : Int.

Wir wollen allgemein definieren, wann Folgendes gilt:
Fcaseeof {Cx; ... x,—>¢€}:7

Dazu muss zunachst I - e : 7/ gelten. Der Ergebnistyp von C muss
zu 7’ passen, also ' C: 11 — --- — 7, — 7'. AuBerdem miissen
die Paramtertypen von C zu x, ..., x, passen, also
re[xu/m,...,xa/m| b€ 7.
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Typregel fir Case

Bei der allgemeinen Typregel fiir Case, wo es mehrere Patterns
geben kann, miissen wir die Forderung, die wir an einen einzelnen
Pattern gestellt haben, entsprechend wiederholen:

M-e:7
rl—gi7'171—>"‘—>7'17m1 — 7
r@[X1’1/7'171,...,X17m1/7'1,m1] Fe :7

rl—%ZTml—)"'—)Tn,mn—)T/
I [Xn1/Tnis- s Xnmp/Tam,| F€n:T

case eof {C1 x11 ... x1m; —> €1

Ch Xn1 --- Xom, —>€n}:T
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Beispiel fiir eine Typherleitung

Als Beispiel betrachten wir folgende Typherleitung fiir einen
Ausdruck mit mehreren Patterns:

I case (Succ Zero) of {Zero —> Zero ; Succ x —> x} : Nat
— I F (Succ Zero) : Nat
t I = Succ : Nat — Nat

[+ Zero : Nat
— [+ Zero : Nat
— '+ Zero : Nat

— I F Succ : Nat — Nat

'— I © [x/Nat] - x : Nat
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Typinferenz

Wir werden nun einen Algorithmus implementieren, der
herausfindet, ob I F e : 7 gilt. Die Typregeln eignen sich nicht
direkt dazu, weil man an gewissen Stellen ,raten” muss, zum
Beispiel bei der Applikation: Wenn man zeigen will, dass

It (e1 e): 7, muss man zeigen, dass [ e;: 7 — 7 und
I+ e: 7/, aber fiir welches 7/7

Wir |6sen dieses Problem des , Ratens", indem wir 7/ erst einmal
»offenlassen”. Dies geschieht durch Verwenden einer Typvariable «,
also ' - e;: a — 7. Formal sind die Typvariablen die Menge

TVar = {a, a1, az,. ..}, wobei wir TVar zu Type hinzunehmen.

Statt zu fragen, ob I' - e : 7 fiir ein konkretes 7 gilt, werden wir
auch hier eine Typvariable verwenden, also I' - e : a. Das
Bestimmen des ,,besten” Werts fiir & nennt man Typinferenz.
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Typinferenz
Fir unser erstes Beispiel sieht das dann so aus:
r((+)1)2:«
Lﬂ—(—i—)l:al—>0¢
trl—(+):a2—>a1—>a
MN=1: o

—TF2:0

Unsere bisherigen Typregeln erlauben nur, dass

N (+):Int - Int — Int, und '+ 1: Int bzw. [ - 2 : Int. Statt
diese Regeln zu modifizieren, notieren wir uns die Typgleichungen
ar = a1 — o = Int — Int — Int, ooy = Int und a7 = Int.
Formal ist eine Typgleichung von der Form 7 = 7/, wobei

7,7 € Type, und ein Typgleichungssystem ist eine Menge von
Typgleichungen.
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Typinferenz

Unsere Aufgabe wird es sein, solch ein Typgleichungssystem zu
I6sen. Intuitiv geschieht dies, indem man Typvariablen so ersetzt,
dass alle Typgleichungen von der Form 7 = 7 sind, also zum
Beispiel o« = Int wird zu Int = Int, indem man « durch Int
ersetzt. Einen Algorithmus, der die ,beste” Losung findet, werden
wir in der nachsten Vorlesung kennenlernen.

Wenn wir eine Typgleichung 7 = 7/ notieren miissen, schreiben wir
dies als {7 = 7'} mit in die Typregel. Die neuen Typregeln sehen
dann folgendermaBen aus:

Fir x € Var haben wir I = x: 7 {7 = 7'}, falls ['(x) = 7.
Firr i € Z haben wir '+ i: 7 {7 = Int}.

Fiir einen Wertkonstruktor C vom Typ 7/ haben wir
r-C:r{r=r1%
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Typinferenz

Bei der Applikation ersetzen wir, wie besprochen, den
Parameter-Typ durch eine neue Typvariable:

lN-e1:a—7 N-e:«
F-(e1 &):7

Bei Let-Ausdriicken gehen wir analog vor:

Frex/alFe:a Iex/akFe:r
lFletx=¢eine: 7

Bei Lambda-Ausdriicken kénnen wir nicht mehr fordern, dass der
Ergebnistyp ein Funktionstyp ist. Daher fiigen wir zwei neue
Typvariablen (fiir den Parameter und fiir das Ergebnis) ein:

rex/alke:d
NlNF\x—>e:7{r=a—d}
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Beispiel fiir Typinferenz
Fiir unser vorheriges Beispiel sahe eine Typinferenz dann so aus:
NrM=((+)1)2:«
Lr}—(‘F)lZal—)a
rE(H) = a1 —a

{ag = a1 —» a =Int — Int — Int}

M=1: a2 {ap = Int}

T F2:a; {ag =Int}
Damit erhalten wir folgendes Typgleichungssystem:
{ag = a1 — a = Int — Int — Int,

ap = Int,
a1 = Int}
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Typinferenz

Bei Case-Ausdriicken ersetzen wir einfach alle Typen, die wir bisher
~raten” mussten, durch neue Typvariablen:

lFe:a
rF&:a1,1—>"-—>OK1,m1 —Q
e [X171/01171,...,X17m1/041,m1] = €1 T

N=Chiant = = apm, = «

e [Xp1/ants- s Xnm,/Cnm,| Fen:T

case eof {Cy x11 ... x1,m; —> €1

Cn Xn1 --- Xom, —>€p}: T
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Weiteres Beispiel fiir Typinferenz

I+ case (Succ Zero) of {Zero —> Zero ; Succ x —> x} : «
— ' (Succ Zero) : aq

trl—Succ:az—)ozl {ag — a3 = Nat — Nat}

'+ Zero : ap {ap = Nat}
— I'F Zero : ag {a; = Nat}
— '+ Zero : a {o = Nat}

— I+ Succ : a3 — a3 {az — a3 = Nat — Nat}

LT e [x/as]F x:a{az=a}
Wir erhalten damit das Typgleichungssystem:

{aa = a3 = Nat — Nat, ap = Nat, a3 = Nat,
a = Nat, a3 — a3 = Nat — Nat, a3 = a}
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