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Aufgabe 1. Geben Sie eine unendliche Kette in N — (Z), an und zeigen
Sie, dass dies wirklich eine Kette ist.

Losung. Fiir i € Nsei f;: N — (Z;), definiert als

1 falls z > 1,
fi(x) = {

0 fallsz <.

Dann ist ¢: N — (N — (Z1) 1) mit ¢(i) = f; eine unendliche Kette. Zunéchst
stellen wir fest, dass fiir alle 7 < j mit 4,5 € N, gilt, dass f; # f;, denn
fi(i) = L, aber f;(i) = 0. Somit ist Img(c) unendlich. ¢ ist auBerdem eine
Kette: Seien 7,7 € N mit ¢ < j und sei x € N. Wenn z > 4, dann ist
filz) = L, also fi(x) C f;(x). Wenn = < ¢, dann ist wegen ¢ < j auch z < j.
In dem Fall gilt also f;(z) = 0 C 0 = f;(z). Insgesamt folgt daraus, dass
c(i) = fi E f; = c(j)-

Aufgabe 2. Betrachten Sie die Funktionen fact;: N; — N, fiir ¢« € N mit

facto(z) = L,

fact;11(z) = {

1 falls x = L oder xz > 1,
z! falls x <.
Sei ¢: N — (N} — N ) definiert als ¢(i) = fact,.
(a) Geben Sie alle oberen Schranken von ¢ an. Formal ist das die Menge
U, = {f: N, - N, | Img(c) C f}.
Losung. Wir wollen zeigen, dass
U ={f: N, =N, | f(z) =2a! fir x € Nund f(L) € N }.

Sei i € N und f € U.. Dann gilt fact;(L) = L T f(Ll). Sei x € N.
Fiir alle x > i gilt, dass fact;(z) = L C f(L), und fiir alle i < z gilt,
dass fact;(x) = z! C z! = f(x). Also folgt, dass fact; C f und somit
Img(c) C f. Fiir alle anderen Funktionen f: N; — N, mit f ¢ U, gibt
es ein x € N mit f(z) # z!. Dann gilt fact,11(z) = 2! £ f(x), also
fact,+1 Z f und somit Img(c) £ f.
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(b) Sei fact: N, — N, definiert als

fact(z) 1 fallsx =1,
act(x) =
! falls x # L.

Zeigen Sie, dass Llc = fact.

Losung. Aus der Losung der vorherigen Aufgabe folgt, dass fact € U,
also Img(c) C fact. Sei nun f: N} — N, mit Img(c) C f eine (andere)
obere Schranke, also f € U.. Es gilt, dass fact(z) = «! C z! = f(x) fiir
alle z € N. Auflerdem gilt fact(L) = L C f(L). Also folgt fact C f.

Aufgabe 3. Sei (D,Cp) eine partielle Ordnung. Zeigen Sie, dass fir jede
endliche Kette ¢: N — D das Supremum Llc existiert.

Losung. Sei Img(c) = {do,...,d,}, wobei n > 0, mit dy C --- C d,. Wir
wollen zeigen, dass d,, = Uec. Es gilt fur alle d; € Img(c), dass d; C d,. Sei
d € D mit Img(c) C d. Dann gilt d,, C d, weil d,, € Img(c).

Aufgabe 4. Seien (D,Cp), (F,Cg) und (F,Cp) partielle Ordnungen und
seien f: D — E und g: E — F monotone Funktionen. Zeigen Sie, dass die
Komposition g o f monoton ist.

L6sung. Seien d,d’ € D mit d Cp d'. Wegen Monotonie von f gilt, dass
f(d) Cg f(d'). Wegen Monotonie von g gilt, dass g(f(d)) Er g(f(d)), also
(go f)(d) Er (go f)(d'). Somit ist g o f monoton.

Aufgabe 5. Zeigen Sie, dass folgende Funktionen monoton sind:
(a) m: (D x -+ x D,) — D; fir 1 <i<n.

Losung. Seien (dy, ..., d,),(d},...,d,) € Dyx---xD,mit (dy,...,d,) C
(dy,...,d)). Dann gilt d; Cp, d; fir alle 1 < ¢ < n und somit auch
7Ti(d1, e ;dn) = dz EDi d; = Wi(dll, .. 7d;1>

(b) aq: (D — E) —» E fur d € D.

Lésung. Seien f,f': D — FE mit f T f'. Dann gilt, dass aq(f) =
f(d) Eg f'(d) = aa(f').



