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Aufgabe 1. Bestimmen Sie fiir die folgenden Haskell-Programme jeweils die
Semantik. Welche Funktionen miissen bereits in der Umgebung eingetragen
sein? Welche Data-Deklarationen muss es im Programm geben?

(a)

let a = \x -> x == 42 in a 3

Losung. Zunéchst fordern wir, dass wir die iibliche Definition von Bool
haben. Dann fordern wir, dass in jeder Umgebung 7 gilt, dass

n((==)): Dom — Dom — Dom,

True fallsx =y und z,y € Z,
n((==))(z)(y) = { False falls z # y und z,y € Z,
L sonst.

Als Semantik ergibt sich dann
llet a = \x —>x==421ina 3], = [a 3],e[a/uf;
wobei f: Dom — Dom definiert ist als
fld) = [\x =>x == 42]pe(a/d]

Man beachte, dass a hier keine Rolle spielt, weil die Definition nicht
rekursiv ist. Deshalb gilt

pf =[\x —>x==42], = f',
wobei f: Dom — Dom die Funktion ist mit
f'(d) = [x==42]ye(/q)
= [(==)]helz/a (lnefw/a) ([42]nefw/a)
True falls d = 42,
= ¢ False falls d # 42 und d € Z,

1 sonst.

Damit erhalten wir [a 3],e/un = f'(3) = False.
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(b)
let s = \x -> case x <= 0 of
{ True -> 0
; False -> x + s (x - 1) }
in s 10

Losung. Wir benotigen wieder die {ibliche Definition von Bool. Dann
fordern wir, dass in jeder Umgebung 7 gilt, dass
n((<=)): Dom — Dom — Dom,

True falls x <y und z,y € Z,
n((<=))(z)(y) = { False falls z >y und z,y € Z,

4 sonst.
AuBerdem soll fiir n((—)) gelten, dass

n((=)): Dom — Dom — Dom,

n((=)(@)(y) = {

r—y fallsx,y€Z,

1 sonst.

In der Vorlesung haben wir bereits gefordert, dass n((+)) die Addition
ist. Als Semantik ergibt sich dann

[let s = \x —> case © <=0 of
{True —>0
; False —> a2+ s (z —1)}],

=[s 10]]n©[8/uf] ]

wobei f: Dom — Dom definiert ist als

f(d) = [\z —> case x <=0 of
{True —>0
; False —> 2 + 5 (v — 1) }Hye[s/a-

Es gilt f(d) = f/, wobei f;: Dom — Dom definiert ist als

fi(d) = [case r <=0 of
{True —> 0
; False —> 2 45 (v — 1) }nes/de/a)-
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Zunéchst stellen wir fest, dass fiir d, d” € Dom gilt, dass

True falls d’ <0,
[x <=0],e[s/de/a) = { False falls d' > 0,

1 sonst.

Dann lasst sich f; umformen zu

[[Oﬂn©[s/d,w/d’] falls d' <0,
fad) = [x+5 (x = Dlyefs/azsa) falls @ >0,
1 sonst.

Fiir den zweiten Fall erhalten wir fiir d,d’ € Dom, dass

[x +s (x = D]yels/agasa = [((( (=) x) D) lnets/de/a
B +d d—1) falls d,d # L,
a sonst.

Damit ergibt sich, dass

0 falls d' <0,
fod)y=<d+d(d—1) fallsd >0und d# L,
1 sonst.

Wir miissen nun bestimmen, was pf ist. Dazu verwenden wir den Fix-
punktsatz, also miissen wir LUMi. f*(L) bestimmen. Sei dy: Dom — Dom
mit do(z) = L und sei fiir i« € N die Funktion d;;1: Dom — Dom defi-
niert als

0 falls x <0,
dip1(z) = >, falls 0 <z <4,
1 sonst.

Dann erhalten wir f°(L) = dy und f(d;) = d;y; fiir alle i € N, weil

;

0 falls d' <0,
fo,(d)=(qd +d(d —1) fallsd >0,
L sonst,
(0 falls d' < 0,
=95 falls0<d <i,
€ sonst.
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Mit Induktion folgt also, dass f*(L) = d; fiir alle ¢ € N. Wir erhalten
dann fiir den kleinsten Fixpunkt, dass

0 falls d' <0,
()(d) = (A f (D)) = {5, 5 falls & > 0,
1 sonst.

Insgesamt erhalten wir [s 10],e(s/u = 2;21 = 55.

Aufgabe 2. Wir haben bisher if e; then e, else e3 verwendet, was in der
Basissyntax aber nicht erlaubt ist.

(a) Definieren Sie eine geeignete Semantik fiir if e; then e; else e;.

Losung.

lez],, falls [ei], = True,
lif e, then e, else es], = ¢ [es], falls [e;], = False,

1 sonst.

(b) Geben Sie eine Ubersetzung von if e; then e, else e3 in die Basissyntax
an.

Losung. case e; of {True —> e, ; False —> e3}.

(c) Bestimmen Sie die Semantik von Threr Ubersetzung. Stimmt diese mit
Ihrer Semantik fiir if e; then e, else e3 iiberein?

Losung.

lea],, falls [e1]), = True,
[case e; of {True —> e, ; False —> e3}], = q [es], falls [e;], = False,

1 sonst.

Die Semantiken stimmen also iiberein.



