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Musterlésung zu Ubungsblatt 1

Aufgabe 1. Bestimmen Sie die folgenden Mengen.
(a) 2{1,2,3} \ 2{1,2}

(b) Npen{m € N[ m = n}
(c) Ua€{2,4,6,8,10}{%’ 5+ %}
(d) Upenin,n+1,n+2}

Losung zu Aufgabe 1.

(a) 20230\ 20020 = {{3} {1,3},{2,3},{1,2,3}}

Erkliarung
2M ist die Notation fiir die Potenzmenge von M, also der Menge aller
Teilmengen von M.

20128} — {5 {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}} und
2{1’2} == {@’ {1}a {2}’ {1’ 2}}

211,231\ 2112} gind genau die Elemente, die in der ersten Menge enthalten
sind, aber nicht in der zweiten.

() Npe{m eN|m>n} =2

Erklarung
Die Formel beschreibt den Schnitt von allen Mengen, die alle natiirlichen
Zahlen ab der Zahl n (fiir jedes n € N eine Menge) beinhalten. Also

{0,1,2,3,..3,{1,2,3,4,..},{2,3,4,5, .}, ...

Geht man beispielsweise davon aus, dass die Zahl 0 in der Ergebnismenge
ist, so miisste, da man den Schnitt aller Mengen bildet, 0 in allen an-
deren Menge vorkommen. Aber bereits bei der Menge {1,2,3,4,...} ist
dies nicht der Fall. Schaut man sich eine beliebige natiirliche Zahl n an,



so ist klar dass auch diese nicht in der Ergebnismenge liegt, da sie z.B.
in der (n 4 2)-ten Menge ({n + 1,n +2,n + 3,n + 4,...}) nicht mehr
vorhanden ist.

Oder anders ausgedriickt:
Fiir jede natiirliche Zahl n € N existiert eine natiirliche Zahl £ € N und
eine dazugehorige Menge {m € N | m > k}, so dass

n¢{meN|m>Ek}

gilt (zB. k=n+1).

U {a 5+a}
a€{2,4,6,8,10} 2 7 2
2 2 4 4 6 6 8 8 10 10
={1,6} U {2,7} U {3,8} U {4,9} U {5,10}
={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

(d) Upenin,n+1,n+2} =N

Erklarung
Definiere A, :={n,n+ 1,n + 2}
und A =, cnin.n+1,n+ 1} = U, oy 4n-

Um formal die Gleichheit zweier Mengen zu zeigen konnen wir zuerst
zeigen, dass jedes Element von A in N enthalten ist (A C N), dann das
gleiche fiir die umgekehrte Richtung.

Fiir die erste Richtung ist dies leicht, da fiir jedes n € Nauch n+1 € N
und n + 2 € N gilt.

Betrachte nun die umgekehrte Richtung:

neN—= neAd, — necA

Aufgabe 2. Seien A, B, C' Mengen.

(a) Angenommen ANB # @, ANC # @ und BN C # @. Gilt dann auch
ANBNC # 27



(b) Was ist mit der Riickrichtung?
Losung zu Aufgabe 2.

(a) Nein.
Gegenbeispiel:
A={1,2},B={2,3},C ={3,1}
ANB={2}#0,ANC={3} #2,BNC={1} #92
aber : ANBNC =90

(b) Ja, denn sei

reANBNC = z€ ANz e BAx el

re€ANz€e€B = 2€ANB = ANB#Q
reANzelC = e ANC = ANC#O
reBANre(C = 2z€eBNC = BNC#Y

Oder in Worten:

Sei die Zahl z in der Menge AN BN C, so muss diese auch in der Menge
A sein. Auflerdem muss sie auch in der Menge B sein. Das sind genau
die Voraussetzungen, die gebraucht werden, damit z auch in AN B liegt.
AN C und BN C werden analog gezeigt.

Aufgabe 3. Geben Sie an, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind.
Begriinden Sie ihre Antwort.

1. Wenn z € AUB, dannist z € A und z € B.
2. Wenn z € AN B, dann ist z € A oder z € B.
3. [24%B| = |24 x 28]
4. Sei AC B. Dannist AN B = A.

Losung zu Aufgabe 3.

(a) Falsch, z.B.:
A= {1}, B = {2}

AUB=1{1,2}
2€c¢ AUBund2€ B aber2¢ B



(b)

Wahr, 2 € ANB = z € ANz € B, also auch

r€ANB = zc€ AVzeB.

Beachte: Hier ist ein nicht-exklusives “oder” gemeint (exklusives “oder”
bedeutet, dass nur eine der Aussagen stimmen darf, damit die Aussage
richtig ist, aber das “oder” wie wir es benutzen ist auch wahr wenn beide
Aussagen wahr sind).

Falsch,
durch die Definition von x gilt |A x B| = |A| - |B| (wenn A, B endliche
Mengen sind).

AuBerdem gilt 24| = 24! (Sieche DMI. Jedes Element von A kann in
einem Element von 24 entweder enthalten sein oder nicht, es gibt insge-
samt 24l Moglichkeiten).

Damit erhalten wir [24%5| = 2/4x5l = 2lAl1B]
aber |24 x 28| = |24] - |28 = 24l . 2Bl = 2lAI+IBI,

Wir finden leicht A und B mit |A|-|B| # |A|+|B], also gilt die Behaup-
tung nicht.

Konkretes Gegenbeispiel

Sei A=@,B={1}.

Dann gilt A x B =9 ,24 = {2} und 2% = {@, {1}}.

Somit ergibt sich 24*% = {@} und 24 x 28 = {(2,9), (2, {1})}, also
[24%B| =1 # 2 = |24 x 28]

Die Gleichheit zweier Mengen M;, My kénnen wir durch wechselseitige
Inklusion zeigen, d.h. wir zeigen, dass jedes Element von M; Element von
M, ist und dass jedes Element von M; auch Element von M; ist. (formal:
My =M, < M, C My AN My C M,.

Zur Erinnerung: AC B < Ve€ A:z € B

Richtung 1:
Sei x beliebig, dann gilt: Aus z € A folgt wegen A C B, dass auch z € B.
Damit gilt x € ANz € B und somit z € AN B.

Richtung 2:
Sei z beliebig, dann gilt:

t€ANB = € ANz €EB = zc A O



Alternativer Bewelis

Sei M = B\ A (alle restlichen Elemente in B).
Dann gilt B=AUM und ANM = @.

ANB=AN(AUM)=(ANA)UANM)=AUZ =A

Aufgabe 4. Gegeben sei das Alphabet ¥ = {a, b}. Zeigen Sie mittels vollstandiger
Induktion:

(a) Es gibt in ¥* genau 2" Worter der Lange n.

(b) Es gibt in X* genau 2" — 1 Worter der Linge hichstens n.

Losung zu Aufgabe 4.

(a)

Sei W, die Menge aller Worter der Lange n.
Induktionsanfang n =0

W():{g}
Wo| =1=2000

Induktionsvoraussetzung
| Wn| = 2"
Induktionsschritt n — n + 1

Ein Wort der Lange n + 1 (genauer: jedes Wort der Lange n + 1) kénnen
wir erzeugen, indem wir ein a oder ein b an ein Wort der Linge n
anhingen.

Formal: Wyy1 =U,cw, {ow, bw}
Damit gilt: | W] = 2| W,| = 22" = 27+
Sei @, = U._, W, die Menge aller Woérter der Lénge hochstens n.

Seien k,m € N mit £ # m. Dann gilt W, N W,, = @. (Kein Wort kann
gleichzeitig zwei verschiedene Léngen haben).

bt



Also ist |Qn] =D 0o [ Wl =300, 2%

o2 =2""1 — 1 kénnen wir mittels vollstidndiger Induktion zeigen.
Induktionsanfang n =0

S0 2 =20 =1 =9l =2l

Induktionsvoraussetzung

S 2t =ontl ]

1=0

Induktionsschritt n — n + 1

n+1

> 2
1=0
= (Z 2i> + 2"t
=0

= (2" —1) 42" Nach IV
=2.2"1 -1
:2(n+1)+1 -1 N

Aufgabe 5. Welche Sprachen erzeugen die folgenden Grammatiken?
(a) G=(V,%,P,S), wobei V ={S, A, B}, ¥={a,b} und
P={S— AB, A— aA, B— b}
(b) G=(V,%X,P,S), wobei V={S}, ¥ =1{a,b} und
P={S—e¢e S— 855, 85— ab}
(¢) G=(V,X,P,S), wobei V ={S,B,C}, ¥={a,b} und

P={S - aB, B— bC, C — Ba, C — b}

Losung zu Aufgabe 5.



(a) L(G) =@

Die einzige Regel mit S auf der linken Seite ist S — AB und diese
enthélt auf der rechten Seite das Nichtterminal A. Die einzige Regel mit
A auf der linken Seite ist A — aA und diese enthélt wiederum das A auf
der rechten Seite. Somit kann aus S (und ebenso aus A) nie ein Wort
iitber dem Alphabet Y abgeleitet werden, da dass A beim Anwenden der
Regel A — aA niemals verschwindet.

(b) L(G) = {(ab)™ | m = 0}
Begriindung: Man kann beliebig viele S durch Anwendung der Regel
S — SS erzeugen und jedes S kann durch ab (oder durch das leere Wort
£) ersetzt werden.

(c) L(G) = {ab™?a™ | n € N}

Zum Verstandnis kann es hilfreich sein die Grammatik umzuschreiben
zu P={S — abC, C — bCa, C — b} (dazu wird das B iiberall durch
seine rechte Seite ersetzt).

C erzeugt dann Worter der Form {b™ba™ | n € N, n > 1}, da man
durch (wiederholtes) Anwenden der Regel C' — bCa vorne und hinten
genau gleich viele b’s und a’s erzeugt und in einem weiteren Schritt durch
Anwenden der Regel C' — b das mittlere b erhélt. Aus der einzigen Regel
fir § (S — abC) erhalten wir dann

L(G) = {abb"ba™ | n € N} = {ab""2a™ | n € N}.

Aufgabe 6. Otto steht im Treppenhaus des Holderlingebdudes und lauft die
Treppen hoch und runter. Jedes Mal, wenn er eine Stufe hinaufsteigt, notiert
er sich ein 1. Jedes Mal, wenn er eine Stufe hinuntersteigt, notiert er sich ein
1. Geben Sie eine Grammatik an, die die Sprache aller Worter iiber {1, ]}
erzeugt, so dass Otto am Ende wieder an der Anfangsposition steht.

Losung zu Aufgabe 6.

Damit Otto am Ende wieder an der Anfangsposition steht, muss die Anzahl
der 1 im Wort gleich der Anzahl der | sein. Wir gehen davon aus, dass Ot-
to beliebig viele Stockwerke hoch und runter gehen kann, eine Losung mit
begrenzten Stockwerken kénnen Sie sich als Zusatzaufgabe selbst {iberlegen
(Hinweis: Jedes Stockwerk wiirde in diesem Fall durch ein Nichtterminal re-
présentiert).

Eine mogliche Grammatik G = (V,3, P, S) mit unendlich vielen Stock-
werken ist definiert durch



o V={S5}

e S={14)
e P={S—>15], S—=>151T, §—¢}



