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Musterlésung zu Ubungsblatt 2

Aufgabe 1. Geben Sie eine Grammatik an, die die Sprache
L={we¥ |w=uw"}

erkennt. Dabei ist w” das Wort w riickwérts gelesen, z.B. fiir w = aabb ist
w” = bbaa. Die Sprache L ist damit die Menge aller Palindrome.

Losung zu Aufgabe 1. Sei ¥ = {a, b} das Alphabet. Eine mogliche Gram-
matik fir List G = (V,%, P, S) mit

o V={S5}
e P={S—aSa | bSb | a | b | €}

Erklarung

Mit den Regeln § — aSa und S — bSb verlangert man das Wort am Anfang
und am Ende beliebig oft jeweils um den gleichen Buchstaben, was sicher-
stellt dass Palindrome erzeugt werden. Bei Wortern gerader Lénge wird die
Ableitung durch Anwendung der Regel S — ¢ beendet. Bei Wortern unge-
rader Lange wird am Ende durch Anwendung von S — a oder S — b noch
ein beliebiges Symbol in der Mitte hinzugefiigt.

Anmerkung 1: Gesucht ist eine beliebige Grammatik, daher ist die e-Sonderregel
nicht von Bedeutung. Man kénnte die Grammatik unter Verwendung der Son-

derregel allerdings so umformen, dass sie kontextfrei ist.

Anmerkung 2: Fiir ein beliebiges Alphabet X, wéren die Regeln wie folgt:

P={S—etu| J{S = Sz, § =z}

TED



Aufgabe 2. Geben Sie zu jeder der folgenden Sprachen eine Grammatik und
einen endlichen Automaten an.

a ={w € {a, b}* | Das Wort w enthélt mindestens ein b.}

(a) L

(b) Ly ={w € {a,b}* | Die Anzahl der a’s ist durch 3 teilbar.}

(¢) Ly ={w € {a,b}" | Der erste und letzte Buchstabe in w stimmen iiberein.}
(d) L4:{anbmc€|n20, m>1, 422}

(e) Ls = {w € {a,b}" | [w| <3}

Losung zu Aufgabe 2.

(a) Gy = (V,%, P, By) wobei

[ ] V = {B07-821}
o ¥ =1{a,b}
o P = {BO — CLBQ’szl, le — E‘CLBZIU)le}

Alternativ, als regulire Grammatik:

o P = {Bo — b\aBo\szl, le — a\b]alelezl}

Erklarung

Wir verwenden zwei Zustdnde in diesem DFA um zu unterscheiden, ob
bisher ausschliefllich a’s gelesen wurden (Zustand Bj) oder mindestens
ein b gelesen wurde (Zustand Bsp). Die Idee fiir die Grammatik ist iden-
tisch und man kann die Grammatik auch direkt aus dem Automaten
ableiten.



(b) G2 = (V,E, P,Ao) wobei
[ ] V = {Ao,Al,AQ}
e ¥ =1{a,b}
o P = {AO — 8’&A1|b140, A1 — aA2|bA1, A2 — CLAO|bA2}

Erklarung

Wir verwenden drei Zustdnde in diesem DFA, um die Anzahl der a’s
modulo 3 zu zdhlen. Der Zustand A, sagt aus, dass die gelesene An-
zahl der a’s durch 3 teilbar ist. Zustand A; entspricht einem Rest von
1 und Zustand As entspricht einem Rest von 2 bei Teilung durch 3. Die
Grammatik ergibt sich wieder direkt aus dem Automaten.

(c) G3=(V,%,P,S) wobei
o V={S A B}
o ¥ ={a,b}
o P={S — alblaA|bB, A — a|aA|bA, B — blaB|bB}




Erklarung

Die Wérter a und b beginnen und enden mit dem selben Buchstaben
und daher existieren die Regeln S — a und S — b. Fiir laingere Worter
merkt die Grammatik sich mit Hilfe von dem Nichtterminal A, dass der
erste Buchstabe ein a ist und das Wort somit auch mit a enden muss.
Analog werden mit Hilfe von B Worter behandelt, die mindestens Lénge
2 haben und mit b beginnen und enden.

Der DFA arbeitet nach dem gleichen Prinzip, d.h. vom Startzustand aus
kommt man mit a in einen Zustand A, so dass das Wort auch mit «
enden muss und mit b kommt man vom Startzustand in einen Zustand
B, so dass hier das Wort auch mit b enden muss.

(d) Gy=(V,%, P, A) wobei
e V={AB,C}
e ¥ =1{a,b}
e P={A— dA|bB, B — bB|cC, C — c|cC}

Erkliarung

Der DFA und die Grammatik lesen bzw. erzeugen zuerst beliebig viele
a’s (Zustand Ay bzw. Nichtterminal A), wobei es auch mdoglich ist kein
a zu haben und direkt in den anschlieBenden b-Block iiberzugehen. An-
schliefend werden beliebig viele b’s gelesen bzw. erzeugt (Zustand B;
und Nichtterminal B) und dabei wird sichergestellt, dass mindestens ein
b wirklich gelesen bzw. erzeugt wird. Abschlielend werden beliebig viele



c’s gelesen bzw. erzeugt (Zustédnde Cj, C, und Nichtterminal C') und
dabei wird sichergestellt, dass die Anzahl der gelesenen c¢’s mindestens
zwei ist. Der Fangzustand X im DFA wird erreicht, falls ein Wort gelesen
wird, welches nicht aus a’s gefolgt von b’s gefolgt von c¢’s besteht.

Gs = (V,%, P,S) wobei
o V={S5}

e ¥ =1{a,b}
o P={S — a|blaa|ab|ba|bb|aaa|aab|aba|abb|baa|bab|bba|bbb}

' a,bma,bma,bma,b
a,b

)

Erklarung

Bei der Grammatik konnen wir einfach alle Worter einzeln angeben,
allerdings ist diese Grammatik nicht reguldr. Wandeln Sie diese Gram-
matik als zusétzliche Aufgabe in eine reguldre Grammatik um. Dafiir
kénnen Sie Nichtterminale nutzen, die dhnlich wie die Zustande im DFA
die Lénge der gelesenen Worter repréasentieren. Der Zustand Ly ist durch
das leere Wort der Lénge 0 erreichbar, wihrend L; mit Wortern der
Léange 1, L, mit Wortern der Lénge 2 und L; mit Wortern der Lénge
3 erreicht wird. Alle Worter der Lange mindestens 4 landen im Fangzu-
stand Ly.



Aufgabe 3. Geben Sie zu jeder der folgenden Sprachen einen determinis-
tischen, endlichen Automaten an. Finden Sie einen nichtdeterministischen,
endlichen Automaten, der weniger Zustéinde benotigt?

(a) Ly = {w € {a, b}* | w enthilt das Wort bab.}
(b) Ly ={w € {a, b, c}* | w enthilt hochstens zwei verschiedene Buchstaben.}

Losung zu Aufgabe 3. (a)

b

a
b

a,b

Erkliarung

Die Zusténde P., Py, und P, repriasentieren den maximalen Préfix von
bab (g, b, ba), mit dem das gelesene Wort zur Zeit endet falls bab bislang
noch nicht vollstandig gelesen wurde. Zum Beispiel landet man mit dem
Wort aaba im Zustand §( P, aaba) = Py,, weil das Wort mit ba endet. Ein
anderes Beispiel wére baa, welches in den Zustand §( P., abaa) = P. fiihrt,
da abaa nur auf den leeren Prifix € von bab endet. Anders ausgedriickt,
wird sich mit den Zustédnden P., Py, und P, gemerkt welche Buchsta-
ben als néchstes kommen miissen, damit das Wort bab vorkommt. Der
Zustand Py, wird erreicht, wenn bab vollstandig gelesen wurde und an-
schliefend bleibt man fiir beliebige Buchstaben in diesem Zustand (weil
das Wort bab bereits im Wort vorkommt).

Es gibt keinen NFA mit weniger Zustédnden, da auch in einem NFA (unter
anderem) die Worter ¢ ,b, ba und bab in unterschiedliche Zusténde fithren
miissen, die vom Startzustand aus erreichbar sind und jeweils in einen
Endzustand fithren. Gébe es einen NFA mit hochstens 3 Zustdnden, so
miissten mindestens zwei dieser Worter in den gleichen Zustand fiihren,
welcher vom Startzustand aus erreichbar ist und der auch in einen End-
zustand fithrt. Dadurch konnte man ein Wort konstruieren, welches bab
enthélt und nicht akzeptiert wird oder bab nicht enthélt und trotzdem
akzeptiert wird.



Erklarung

Wir verwenden die Zustinde des Automaten um zu ,speichern®, wel-
che der Symbole a, b, ¢ bereits im Wort enthalten sind. Zum Beispiel
enthalten alle Worter, die in den Zustand B, . fithren, beliebig oft die
Buchstaben a und ¢ aber nicht den Buchstaben b.

Ein deutlich kleinerer NFA M mit nur 3 Zusténden (alle sind Start- und
Endzustdnde) sieht wie folgt aus:

a,b b, c a,c



Aufgabe 4. Gegeben die folgenden NFAs:

a b

(a) Geben Sie die Sprachen T'(M;) und T'(M,) an.

(b) Geben Sie DFAs fur T'(M;) und T'(M,) an.

(a)

Losung zu Aufgabe 4.

o T(M)={(ab)"” | n e NtU{(ab)"ab™ | n,m € N}

Begriindung: Vom Startzustand 2 erreicht man den Endzustand
2 ausschlielich in dem man (beliebig oft) mit a nach 3 geht und
anschlieBend mit b wieder zuriick nach 2 geht. Daher werden Worter
der Form (ab)™ fiir beliebige n € N akzeptiert. Zusétzlich kann man
aber anschlieend (oder sofort) vom Zustand 2 auch noch mit a
in den Endzustand 3 wechseln und dort beliebig viele b’s lesen. So
lassen sich Worter der Form (ab)™ab™ fiir n, m € N erzeugen.

T(My) ={a"ba™ | n,m € N} U {a"bb™ | n,m € N}
Begriindung: Vom Startzustand 2 erreicht man den Endzustand
1 in dem man beliebig oft mit a im Zustand 2 bleibt, anschlieBend
mit b in den Zustand 1 wechselt und dort beliebig viele a’s liest.
Somit werden Worter der Form a"ba™ fiir n, m € N akzeptiert.
Alternativ erreicht man vom Startzustand 2 den Endzustand 3 in
dem man beliebig oft mit ¢ im Zustand 2 bleibt, anschlieBend mit
b in den Zustand 3 wechselt und dort beliebig viele b’s liest. Somit
werden Worter der Form a™bb™ fiir n, m € N akzeptiert.

(b) DFAs M] und M, fiir die NFAs M; und M, kénnen wir mittels Potenz-

mengenkonstruktion konstruieren.

Hierbei betrachten wir nur die Zustédnde (Zustandsmengen), die vom
Startzustand aus erreichbar sind.
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