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Musterlosung zu Ubungsblatt 4

Aufgabe 1.
Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch?

(a) Wenn L eine reguldre Sprache ist und u, v € L, dann gilt uv € L.

(b) Wenn L eine reguldre Sprache ist, dann ist auch die Menge Pref(L) aller
Prifixe von Wortern aus L regulr.

(¢) Wenn L eine reguldre Sprache ist, dann existiert ein NFA mit genau
einem Startzustand und genau einem Endzustand, der L erkennt.

(d) Wenn K und L regulér sind, dann ist auch K \ L regular.
(e) Wenn L* regulér ist, dann ist auch L regulér.

(f) Wenn L regulér ist, dann ist auch {rev(w) | w € L} regulér, wobei
rev(ay ... ay) = ay...a.

Losung zu Aufgabe 1.

(a) falsch, sei z.B. L = L(al|b), dann ist a € L, b € L aber ab ¢ L
(b) wahr

Begriindung

Sei M ein DFA fiir die reguldre Sprache L und F' die Endzustandsmenge
von M. Wir konstruieren aus M einen DFA fiir die Sprache Pref(L) indem
wir die Endzustandsmenge F' um alle Zusténde erweitern, von denen aus
ein Endzustand aus F' erreichbar ist. Somit werden im neuen Automaten
alle Worter akzeptiert, die sich zu einem Wort aus L verldngern lassen.
Somit akzeptiert der modifizierte DFA genau die Sprache Pref(L) und
folglich ist Pref(L) regulér.

Beachten Sie, dass hier die Sprache Pref(L) auch den leeren Prifix e
enthilt. Wenn man nur nicht-leere Préfixe haben mochte, so muss man
zuséitzlich einen neuen, nicht-akzeptierenden Anfangszustand hinzufiigen,
der keine eingehenden Transitionen hat und zu den gleichen Zustéinden
ausgehende Transitionen hat wie der urspriingliche Anfangszustand.
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(c) wahr, wenn e-Ubergiinge erlaubt sind oder ¢ ¢ L gilt (sonst falsch)

Begriindung

Sei M ein NFA, der die reguldre Sprache L erkennt. M hat moglicherweise
mehrere Anfangs- und Endzustdnde. Man fiigt nun einen neuen, ein-
zelnen Anfangszustand hinzu, der ausgehende e-Ubergange zu allen ur-
spriinglichen Anfangszustdnden hat. Auflerdem fiigt man einen neuen,
einzelnen Endzustand hinzu, so dass aus den alten Endzustdnden e-
Ubergange in den neuen Endzustand fiihren. Dieser Automat erkennt
ebenfalls L und hat nur einen Anfangs- und Endzustand.

Ohne e-Ubergange gilt die Behauptung im Allgemeinen nicht. Betrachte
z.B. die reguldre Sprache L = {¢, a}.

Fiir diese Sprache gibt es keinen NFA ohne e-Ubergange mit nur einem
Endzustand.

Falls die Sprache L das leere Wort € nicht enthélt (¢ ¢ L), dann ist die
Behauptung wiederum auch ohne e-Ubergange wahr. Man modifiziert in
diesem Fall den NFA so, dass ein neuer, einzelner (nicht-akzeptierenden)
Anfangszustand hinzugefiigt wird, der keine eingehenden Transitionen
hat und zu den gleichen Zustdnden ausgehende Transitionen hat wie
alle urspriinglichen Anfangszustdnde. Da der Automaten ein NFA ist,
stort es nicht dass der neue Anfangszustand moglicherweise viele ausge-
hende Transitionen mit den gleichen Buchstaben hat. Aulerdem erzeugt
man einen neuen, einzelnen Endzustand, der keine ausgehenden Tran-
sitionen hat. Fiir jeden Ubergang, der im urspriinglichen NFA in einen
Endzustand gefiihrt hat, fiigen wir nun einen zusétzlichen Ubergang vom
gleichen Zustand hinzu, der in den neuen Endzustand fiihrt.



(d) wahr

Begriindung

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass fiir regulére Sprachen L, L auch
L1 U Ly, Ly N Ly, L1 Ly und Ly (Komplement) regular sind. Auflerdem gilt

K\L={we¥X |weKANw¢ L}
={weX|weKAweL}
=K N L

K\ L ist dquivalent zu K N L und somit auf Grund der oben genannten
Abschlusseigenschaften regulér.

falsch

Begriindung

Sei L = {a™b" | n > 0} U {a,b}. L ist nicht regulér. In der Vorlesung
wird mit Hilfe des Pumping Lemma bewiesen, dass {a"b" | n > 0} nicht
regulér ist und der gleiche Beweis funktioniert auch fiir L.

Aus a,b € L folgt L* = L((a|b)*), d.h. L* enthilt alle Worter iiber dem
Alphabet {a, b} und diese Sprache ist regulér.

wahr

Begriindung

Wir konstruieren aus einem endlichen Automaten M fiir L einen neu-
en nicht-deterministischen Automaten fiir {rev(w) | w € L} und zeigen
so, dass {rev(w) | w € L} reguldr ist. Dazu modifizieren wir M so,
dass die Start- und Endzustédnde vertauscht werden und zusétzliche alle
Ubergiinge umgekehrt werden. Fiir jedes Wort w welches von M akzep-
tiert wird, gilt nun dass rev(w) vom modifizierten Automaten akzeptiert
wird. Beachten Sie, dass selbst wenn der urspriingliche Automat ein DFA
war, so ist der resultierende Automat auf Grund der Umkehrung der
Transitionen im Allgemeinen ein NFA.



Aufgabe 2. Geben Sie endliche Automaten und regulidre Ausdriicke an, die
die folgenden Sprachen iiber dem Alphabet ¥ = {a,b,c} erkennen bzw.
definieren.

(a) {w € ¥* | w endet mit b und enthélt das Teilwort abc}.
(b) {w € X* | |w]| ist gerade}.
(¢) {w € £* | w enthélt nicht das Teilwort aba}.

Losung zu Aufgabe 2. (a) L= L((alb|c)*abc(a|b|c)*b)

Erklarung

Wir verwenden die Zusténde €, a, ab, und abc, um festzuhalten, welchen
maximalen Préfix von abc wir derzeit eingelesen haben (die Grundidee
ist die gleiche wie bei Ubungsblatt 2, Aufgabe 3(a)).

Ist der Zustand abc erreicht, wird anschliefend noch unterschieden ob
das Wort mit b endet.

Alternativer NFA:

a,b,c
a,b,c

‘_& a @ b @ c b b




(b) L = L((aalablac|ba|bb|bc|ca|cb|cc)*)

Alternativ: L= L(((a|b|c)(alb|c))*)

Erklarung

Im regulidre Ausdruck werden alle moglichen Paaren von Symbolen be-
liebig oft wiederholt um alle Worter gerader Lénge zu erhalten. Beim
Automaten verwenden wir zwei Zustinde 0 und 1 um die Lénge modulo
2 zu zahlen.

L = (b|c|aa*bblaa*bc|aa*c)* (aa*blaa*|e)

Erklarung

Ahnlich wie bei (a) verwenden wir die Zustéinde ¢, a, ab und aba um
festzuhalten, welchen maximalen Préfix von aba wir derzeit eingelesen
haben, bzw. ob das Wort bereits aba enthélt.

Im Gegensatz zu (a) sollen nur Worter akzeptiert werden, die aba nicht
enthalten, daher sind alle Zustdnde aufler aba Endzustédnde.

Einen passenden reguléren Ausdruck kénnen wir mit dem Verfahren zur
Umwandlung eines Automaten in einen reguldren Ausdruck erzeugen,
dies ist allerdings sehr aufwendig.

Alternativ kénnen wir das sog. “State Elimination” Verfahren anwenden
und erhalten damit genau den oben angegebenen reguldren Ausdruck.
Dieses wird z.B. in https://courses.cs.washington.edu/courses/
cse311/14sp/kleene.pdf beschrieben.


https://courses.cs.washington.edu/courses/cse311/14sp/kleene.pdf
https://courses.cs.washington.edu/courses/cse311/14sp/kleene.pdf

Insgesamt ist es eher schwierig, einen reguldren Ausdruck zu finden, wenn
man ein Teilwort nicht haben mochte. Die Idee des oben stehenden Aus-
drucks ist, dass im ersten Teil Wiederholungen erzeugt werden, so dass
nach jedem a-Block entweder ein ¢ kommt (aa*c) oder, falls ein b folgt,
so folgen direkt zwei b’s (aa*bb) oder wiederum ein ¢ (aa*bc). Somit
wird vermieden, dass aba entsteht. Der hintere Teil des Automaten re-
gelt dann das Ende. Entweder endet das Wort ohne einen echten Préfix
von aba, so kann dies schon im ersten Teil erzeugt werden und im zweiten
Teil kann man das € verwenden. Oder man endet mit einem Wort der
Form aa* oder aa*b. Diese lassen sich im ersten Teil nicht erzeugen, da
sie sonst zu aba erweitert werden konnten.

Aufgabe 3. Gegeben sind die folgenden NFAs M;, M.
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Konstruieren Sie NFAs, die die folgenden Sprachen erkennen:

(a) T(M,)- T(Msy) (Konkatenation)

(b) T(M)"

(c) T(Mi)*

(d) T(M) N T(Ms) (Kreuzproduktautomat)
(e) T(M)U T (M)

Losung zu Aufgabe 3. (a) T(M;) - T' (M)
Wir verwenden das Verfahren aus der Vorlesung.

Fiir alle Ubergéinge zu Endzustinden von M fiigen wir Ubergéinge zu
den Startzustdnden von Ms hinzu.

Da schon der Startzustand von M; ein Endzustand ist, ist auch der Start-
zustand von M, ein Startzustand im konstruierten Automaten.



Falls e-Ubergénge erlaubt wéren (was wir im Allgemeinen nicht zulas-
sen), konnen wir einen etwas einfacheren Automaten konstruieren:

(b) T(Ms)*
Wir verwenden das Verfahren aus der Vorlesung.

Fiir alle Ubergiinge zu Endzustinden von M, fiigen wir Ubergénge zu
den Startzustdnden von Ms hinzu.

Da der Startzustand von M, kein Endzustand ist fiigen wir einen neuen
Endzustand hinzu, um auch das leere Wort zu erkennen.

Die Uberginge die wir neu hinzufiigen sind:

e 27u 2 mit b
e 1 zu 2 mit a

e 3zu2mitb



Alternativ, falls e-Ubergiinge erlaubt wiren, konnten wir den Automa-
ten fir T(Ms,)* konstruieren, indem wir von jedem Endzustand einen

e-Ubergang in den Startzustand hinzufiigen:

(C) 71(]\41)Jr = T(Ml) : T(Ml)* = {w1 oWy | n Z 1, w; € T(Ml) fiir alle Z}
Da e € T(M1> gllt T<M1)+ = T(Ml) : T(Ml)* = T(Ml)* und somit
konnen wir das gleiche Verfahren anwenden wie bei (b).

Die neuen Uberginge sind:

e 2 7u 2 mit a

e 1 zu2mit b

OO =6

(d) T(My)n T(My)
Es folgt der Kreuzproduktautomat, wie in der Vorlesung beschrieben:



Mit Blick auf beiden Automaten M; und M; und die entsprechenden
reguldren Ausdriicke (ab)* | (ab)*ab* und a*ba* | a*bb* (siehe dazu
Ubungsblatt 2) sehen wir, dass nur Worter der Form aba und abb* von
beiden Ausdriicken erkannt werden.

Wir konnen leicht verifizieren, dass dies genau die Worter sind, die der
konstruierte Automat akzeptiert.

T(My) U T(My) )
Hier konnen wir einfach beide Automaten kombinieren ohne neue Ubergénge
hinzuzufiigen, da NFAs mehrere Startzustdnde haben kénnen.




