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Aufgabe 1. Wahr oder falsch?
(a) Jeder linear beschrinkte Automat ist eine Turingmaschine.

(b) Eine Turingmaschine darf nie das Blanksymbol [J auf das Band schrei-
ben.

(c) Es gibt iiberabzdhlbar unendlich viele Worter tiber einem endlichen Al-
phabet.

(d) Es gibt abzihlbar unendlich viele berechenbare Funktionen f : N¥ — N.
(e) Es gibt iiberabziihlbar unendlich viele Funktionen f : N¥ — N.
Losung zu Aufgabe 1.

(a) wahr

Ein LBA ist eine Turingmaschine mit Einschrénkungen.

(b) falsch
Nur LBAs diirfen [0 nicht schreiben.

(c) falsch

Es gibt abzihlbar unendlich viele Worter iiber einem endlichen Alphabet.
Eine mogliche Abzéahlung aller Worter ergébe sich z.B. aus der langen-
lexikographischen Ordnung, wo zuerst nach Linge und bei gleicher Léange
alphabetisch sortiert wird.

(d) wahr
Siehe Folie 311 / 312 der Vorlesung.

Es gibt hochstens abzdhlbar viele Maschinen / Programme, die eine
Funktion der Form f : N — N berechnen.

Dies lisst sich auf Funktionen der Form f : N* — N verallgemeinern.



(e) wahr

Siehe Folie 312 der Vorlesung. Schon die Menge {f | f : N — N} ist
iiberabzéahlbar.

Fiir Funktionen der Form f : N* — N gilt dies erst recht.

Mit der gleichen Technik wie in der Vorlesung koénnen wir auch einen
formalen Beweis dafiir fithren:

Angenommen F = {f | f : N¥* — N}, die Menge alle Funktionen der
Form f : N¥ — N, ist abzihlbar.

Dann gibt es eine bijektive Abbildung F' : N — F.

Wir konstruieren eine Funktion ¢ : N¥ — N mit

gz, .o yxp) = fo (1,0 @) + 1

wobei f,, = F(n;).

Da F bijektiv (und somit surjektiv) ist, muss es ein ¢ € N geben mit
F(1)=g.

Fiir dieses 7 gilt also g(4, @, ..., 2) = fi(i, 22, ..., Tg)-

Dies ist aber ein Widerspruch zur Definition von g mit
g(i, @9, xy) = filt, 22, ... ) + 1.

Aufgabe 2. Geben Sie eine Turingmaschine an, die die Sprache
{w#w | we{a,b}"}

akzeptiert. Geben Sie die Laufe auf den Wortern aba#aba und ba#bab an.
Losung zu Aufgabe 2.

o M =(Z,5T,0,2,0{z})

o 7 ={,2, 2,2, 21, 25, %, % }

o ¥ ={a,b,#}

o I'=>U{0 8}

Dabei ist § wie folgt definiert:

29 Finde den néchsten zu priifenden Buchstaben im vorderen Wort.




o (2, a) = (21,8, R)

e §(2,b) =(2,%,R)

° (2,%) = (2,%,R)
(20, #) = (2, #, R)

Angenommen der Bandinhalt ist wy#wy mit wy, wy € {a, b}*.

Wir ersetzen die Symbole von w; nach und nach durch $’s und priifen jeweils
mit z; (merkt sich ein a) bzw. 23 (merkt sich ein b), ob der Buchstabe an der
entsprechenden Position in w, der gleiche ist.

Die letzten beiden Ubergéinge von z werden erst relevant, wenn wir ein Buch-
stabenpaar erfolgreich auf Gleichheit gepriift haben und zuriick in den ersten
Teil gelaufen sind.

Nachdem wir mit z; zuriick zum linken Bandende gelaufen sind, miissen wir
alle bereits ersetzten Symbole von w; iiberspringen. Steht der Lesekopf im
Zustand 2z, auf einem # haben wir alle Symbole von w; verarbeitet und
konnen mit z priifen, ob nur noch $’s und das # auf dem Band stehen. In
diesem Fall wird am Ende akzeptiert.

)
e O(x

21 a ist das aktuelle Element (Position: links vom #)

e §(z,a) = (z,a,R)

d(z1,b) = (21,0, R)

(21, 7#) = (2, #, R)

2 a ist das aktuelle Element (Position: rechts vom #)
e (2, a) = (2,%,1)
o §(%,%) =(,%,R)

z3: b ist das aktuelle Element (Position: links vom #)

d(z3, a) = (23, a, R)

d(z3,b) = (23,0, R)
5<Z37#) = (z4>#7R)

2z4: b ist das aktuelle Element (Position: rechts vom #)

® (5(24, b) = (25, $, L)




e §(z1,%) = (2, %,R)

Die Zustand z merkt sich das a und lauft bis zum #, von dort an merkt
man sich das a im Zustand 2z und sucht das entsprechende a rechts vom
# (dabei werden alle bereits ersetzten $-Symbole iibersprungen. Da es keine
b Transition in 2z, gibt, bleibt die Turing-Maschine stehen falls ein b statt
dem gewiinschten a kommt und akzeptiert somit nicht. Da es auch keine #
Transition in 2z, gibt, wird auch sichergestellt, dass genau ein # in der Mitte
steht. Die Zusténde z3 und z; arbeiten analog fiir b.

z5: Zuriick zum Wortanfang

o §(z,1) = (2,z, L) fir alle z € {a, b, #,$}
e §(z,0) = (2,0, R)
2 Priifen, ob alle Buchstaben ersetzt wurden
* 0(%,3) = (%%, R)
o i(z,#) = (%, #, R)
o §(z,0) = (2,0,N)




Durchlauf fiir aba#aba

aba#aba
FuSzaba#aba
Fu$bza#aba
Fu$bazn#aba
FuSba#znaba
Fys0%ba#3ba
FuOz$ba#3ba
FyO%20ba#3ba
FyvO%$S2a#$ba
FuO%Saz#$ba
FavO%$Sa#248ba
FaO$$a#%2ba
Fiz0%%a#$%a
Fu 0288 a#88a
FuO%$2%8a#$%a
FuO%%20a#$%a
Fu 03382 #8580
Fu 03334288
FuO8$$# 32840
FuO585#552a
F1 25003584333
FurO2$$8#3%%
FurO%208$#3%%
FuO8$28#$$
Fr %83 20# 383
F 088 S# 26858
F 08884 $5268$
Fur 383 # 55268
F 3354555260
F 338 #$$82.00

&£



Durchlauf fiir ba#bab

Aufgabe 3. Gegeben sei die Turingmaschine (Q, 3,3 U {},6, 2,0, {2})
mit @ = {2, 21,2}, & ={0,1} und folgenden Transitionen:

(a) Untersuchen Sie, wie sich die Turingmaschine auf den Eingaben 10, 11
und 110 verhélt. Was tut sie allgemein bei Eingaben w € 1{0,1}*U{0}?

(b) Wie verdndert sich das Verhalten, wenn man die Transition (2, ) =
(#,0, L) durch 6(z,0) = (#,1, L) ersetzt?

2ba#tbab
FarSzabad
- S azstbab
FuSa#zbab
Fuzs0Sa#$ab
FyOzn$a#$ab
FyO%20a#$ab
Fa 8821 #$ab
FauO3SH 28 ab
Fa0$$#3%ab
F1 2500884880
FrO28$# 8%
FarO%2084#5%0
FuO852# 330
Fr 838 # 26850
FuO$$#432680
08845520

u kein Ubergang moglich

3 (2
6(2
6 (20
d(z
0z,
d(z,0

0
1
O
0
1

7
1,
1

)= (
)=
)= (
)= (
)=
)= (

6



Losung zu Aufgabe 3. (a) Bei beliebigen Eingaben w € ¥* lduft die Tu-

(b)

ringmaschine bis zum Ende der Eingabe, ersetzt das erste Blanksymbol
mit einer 0 und lduft dann wieder zum linken Ende der Eingabe zuriick.

Aus der Eingabe 10 wird so 100, aus 11 wird 110 und aus 110 wird 1100.

Eingaben der Form w € 1{0,1}* U{0} konnen als binér kodierte Zahlen
verstanden werden.

Kodiert die Eingabe die Zahl n, so steht nach dem Durchlauf der Turing-
maschine die Bindrkodierung von 2n auf dem Band, weil eine 0 anfiigen
im Binérsystem analog zur Multiplikation mit 2 ist.

Mit der Anderung am Bandende eine 1 statt einer 0 angefiigt.

Interpretieren wir die Eingabe wieder als eine bindr kodierte Zahl n so
steht nach dem Durchlauf die Binédrkodierung von 2n + 1 auf dem Band.

Aufgabe 4. Geben Sie eine Turingmaschine an, die bei Eingabe w € {a, b}*
das Wort ww auf das Band schreibt, den Lesekopf auf das erste Zeichen von
ww bewegt und in einen Endzustand iibergeht.

Losung zu Aufgabe 4.

o M= (Z,%T,6 2,0/ {z})
o 7 ={z,2,2,2, 24, %5, % }
o ¥ ={a,b}

o I'=YU {0, #4, #05,%4, 8}

Dabei ist § wie folgt definiert:

2o: Ersetzen von a und b

o 5(20,0) = (2,0, N)
e i(=,a) = (21, #a, R)
® (2, b) = (22, %0, R)
o 0(z0,7) = (21,2, R) fir alle z € {$,, %}

Das leere Wort wird direkt akzeptiert. Die Buchstaben a oder b ersetzen wir
jeweils durch #, bzw. #, (wobei bereits ersetzte Buchstaben {ibergangen
werden) und gehen in z; bzw. 2z iiber um ein $, oder $, rechts an das Band



anzuhéngen. Der letzte Ubergang wird erst spiter relevant. Steht der Lese-
kopf im Zustand z, auf einem $, oder $, haben wir alle a’s und b’s verarbeitet
und konnen anfangen die #,, #4, 34, $; in a’s und b’s umzuschreiben.

21: $, rechts ans Band anhéngen

e §(zn,z)= (21,2, R) fir alle x € {a,b,%,,%,}
b 5(2’1,[') = (Z37$6L?L)

2: $;, rechts ans Band anhéngen

e §(z,1) = (2,z,R) fir alle x € {a,b,%,,%,}
o §(z,0) = (2,%, L)

z3: Nach links zum letzten #, oder #,

e §(z,1) = (z,x, L) fur alle z € {a, b, $,,$,}

e §(z,1) = (2,z,R) fiir alle x € {#,,#s}

zy: Laufe zum rechten Bandende

o §(z,2) = (2,7, R) fiir alle x € {$,,%;}
[ ) 5(Z4,|:') = (Z5,|:|,L)

z5: Symbole ersetzen

o (z5,2) = (2,a,L) fir alle z € {#,,%,}
e §(z5,1) = (2,0, L) fiir alle x € {#,,%,}
o 0(z,0) = (2,0, R)

Nachdem das Wort mit Hilfe der Hilfssymbole kopiert wurde, wird mit 2z
zum rechten Bandende gelaufen. Danach durchlaufen wir mit z; das Band
von rechts nach links und ersetzen alle #,’s und $,’s durch a und alle #,’s
und $,’s durch b. Am Ende (wenn wir das linke (J erreichen), gehen wir nach
rechts und akzeptieren mit dem Lesekopf auf dem ersten Symbol.



