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1 Einleitung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit einem zentralen Problem in der Fourier-
Analyse, namlich der Giiltigkeit der Fourier-Inversion im mehrdimensionalen.
Hier wird nur der zweidimensionale Fall betrachtet, der hoherdimensionale
Fall folgt dann aus diesen Betrachtungen. Die Fourier-Inversionsgleichung

fla)= | F©emde

gilt jedoch nicht fiir eine grofle Klasse von Funktionen, deswegen versucht
man die Gleichung mit einem Grenzwert zu erreichen, indem man das Integral
abschneidet:

Tof(x) = / f(&)emirtag
I€II<R

Im mehrdimensionalen stellt sich nun die Frage, wie man das Integral ab-
schneiden sollte. Eines der einfachsten Integrationsgebiete ist wohl der Kreis
Bg(0). Lange wurde erwartet, dass fiir f € LP(R?) die Funktionen Tg f in L?
gegen f konvergieren, doch dies stellte sich als falsch heraus. Bevor wir diese
Tatsache klaren kénnen miissen einige Grundlagen besprochen werden:

1.1 Grundlagen Geometrie

Fiir die Konstruktion von Kakeya- und Bescovitsch-Mengen in spateren Kap-
titeln miissen einige geometrische Grundbegriffe und Notationen eingefiihrt
werden. Im folgenden seien A, B und C' immer Punkte im R?, die nicht alle
auf einer Geraden liegen.

e AB bezeichnet das Liniensegment, welches A mit B verbindet, also
AB:={X eR}X =B+ (1-MA, )€ 0,1]}

e |AB| bezeichnet die Lénge des Liniensegments AB
o ABC bezeichnet das Dreieck mit den Eckpunkten A, B und C', also

3
ABC = {X € RYX = MA+ 0B+ 00,0 > 0,3\ = 1}

i=1



e |ABC| bezeichnet die Fléche des Dreiecks ABC

e Hat man das Dreieck ABC' gegeben, so bezeichnet h(ABC, A) die
Lange des Lininensegments, welches im Punkt A beginnt und im rech-
ten Winkel auf die Gerade durch BC endet. Analog sind h(ABC, B)
und h(ABC, C') definiert.

e LABC bezeichnet den Winkel zwischen den Liniensegmenten BA und
BC, der ein innerer Winkel des Dreiecks ABC' ist.

An manchen Stellen dieser Arbeit wird die Flache von komplizierteren mef-
baren Mengen in der Ebene berechnet. Falls diese Menge den Namen 7' hat,
so bezeichnet man mit |7’ das (2-dimensionale Lebesgue-)Mafl von T

1.2 Fourier-Transformation/Schwartz-Funktionen

Wir betrachten nun die Fourier-Transformation und einige wichtige Eigen-
schaften dieses Operators. Zunichst wird die Fourier-Transformation auf dem
Raum der Schwartz-Funktionen eingefiihrt. Da wir die Fourier-Transformation
auf R und auf R? brauchen, wird hier allgemein der R™ betrachtet:

Definition 1.2.1. Fir o, € Ny und f € C*(R") beliebig sei
Pap(f) = sup|z®d®f(x)|. Der Raum der Schwartz-Funktionen wird mit
TER™

S(R™) bezeichnet und ist definiert durch
SR") :={f :R" - C|f € C®(R") und Vo, 8 € N{ : pas(f) = Cap < c0}.

Eine Schwartz-Funktion ist also beliebig oft differenzierbar und alle partiellen
Ableitungen fallen im Unendlichen schneller als jede rationale Funktion.

Eine weitere Charakterisierung der Schwartz-Funktionen ist die folgende:
f € S(R™) genau dann, wenn fiir alle N € N und a € Ny ein Cpy > 0
existiert, sodass

107 f ()] < Can(1+[a])".

Ist nun p > 1 und f € S(R") beliebig, so existiert ein N € N, sodass Np > n
, damit ist

|f(x)|Pdx < C(O,O),N/ (1+ |$D_dix < 00
Rn
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also hat man S(R") C LP(R"™). Eine wichtige Eigenschaft der Schwartz-
Funktionen ist die Dichtheit in LP(R™): Fiir f € LP(R") beliebig gilt

Ve>0:3g € S(R") : || f—gll, <e
Man kann sogar g € C°(R™) C S(R™) wahlen(siehe [3]).

Fir f € S(R") kann man nun die Fourier-Transformation erkléren:

& = [ r@eeda
R
Auflerdem ist die inverse Fourier-Transformation definiert durch
£ = f(=9).
Auf S(R") hat die Fourier-Transformation einige wichtige Eigenschaften:
1. feSR") = f e SR

2. Die Abbildung * : S(R") — S(R"),f — f ist bijjektiv, linear und
stetig. AuBerdem ist die Inverse gegeben durch ()", dass heifit es gilt
die Fourier-Inversion: Vf € S(R") : ()Y = f

3. Es gilt die Parsevalsche Identitét: Fir f, g € S(R™) ist
fl)g(x)dz = | f(€)g€)ds.
R" R"

Zum Schluss sei noch erwahnt, dass man die Fourier-Transformation auf dem
Raum L'(R™) analog definieren kann. Auch auf L?(R™) kann man die Fourier-
Transformation definieren, indem man Sie von S(R") stetig auf ganz L?(R")
fortsetzt, auf diesem Raum ist der Operator dann eine isometrische Isomor-
phie.(siehe [5] fiir mehr Informationen).

1.3 Fourier-Multiplier

Eine lineare Abbildung/ein linearer Operator T : X — Y zwischen Ba-
nachrdumen X und Y heifit beschrankt, falls

C>0:vfeX: |Tflly <Clflx.



Die kleinste dieser Konstanten C heif3t Norm von 7" und wird bezeichnet mit
IT]. Es ist

17l = sup |77l = sup |75l = sup I
Ifllx=1 I fllx < il [[Fllx
Es gilt: T ist stetig < T ist beschrénkt.
In dieser Arbeit geht es speziell um Operatoren zwischen den Réumen
X =Y = LP(R? fir 1 < p < oo, die folgendermaflen definiert sind: Ist
m : R? — C eine mefibare Funktion, so sei fiir f aus S(R?):

Ve e R Tof(x):= | m(&)f(&)e™ s = (mf)" (v)

RQ

Ist der Operator T,,, wenn man ihn als Abbildung T, : LP(R?) — LF(R?)
auffasst, beschrinkt, so nennt man m einen (LP(R?)-)Multiplier, die Menge
aller solcher Funktionen wird mit M,(R?) bezeichnet. M,(R?) ist ein nor-
mierter Raum, denn ist m € M,(R?) und T;, der zugehorige Operator, so
definiert man [|m||y, w2y := ||T)n/|. Es wird noch ein wenig weitere Notation
benotigt: Ist f : R? — C meBbar und a > 0, so sei

Vo e R?: (8°f)(x) := f(ax)
Vo € R?: (f)a() := a*f(ax)

Im allgemeinen ist [|0m||rs,®2) = ||m||ar, (r2). Dies sieht man folgendermafen:
Fiir f € S(R?) ist

(Tsemf)(t) = (*mf)V(t) = | m(a&)f(§)e*™"*d¢

R2
o [ m(©f @ AT,

Betrachtet man den Integranden genauer, so sieht man

f(é) = f(x)e_%m%dx :/ a®flazx)e ™ 4d.
R2 R?

a

Man hat nun insgesamt

Tsem f(t) = (Tin(f)a) 2 (£).

1
a



Weil fiir alle @ > 0 und f € S(R?)

0l =a? [ Iftan)rar = [ (f@pde =71
R2 R2
gilt, ist die LP-Norm invariant unter der Operation (+),, das heift

[ Tsemll = sup [Tsem fllp = sup [[(Ton(f)a) 1l

I f1lp= Il £llp=1
feS(R?) fES(R?)

= sup | Tu(fally = sup [[Tnglly = [|Tnll-
1(F)allp=1 llgllp=1
(fa€S(R?) geS(R?)

(siche [6] fiir mehr Informationen)

1.4 Die Hilbert-Transformierte

Die Hilbert-Transformierte nimmt in der Fourier-Analyse auf der reellen
Achse eine zentrale Rolle ein und Sie wird hier auch benttigt um die Be-
schrinktheit einer Klasse von Multiplier-Operatoren auf LP(R?) zu zeigen.
Ist 1 < p < 00, so wird die Hilbert-Transformierte H folgendermafien defi-
niert:
Fir f € LP(R) und € > 0 sei zunéchst
vreR: H(f)@) =~ [ L&Dy
T Jpze 0
die abgeschnittene Hilbert-Transformierte. Dieser Operator ist fiir alle € > 0
fast iiberall wohldefiniert, denn ist ¢ der zu p duale Exponent so ist die
Funktion 11 c(z) in LYR)(¢ > 1). Mit der Holder-Ungleichung folgt
dann die Wohldefiniertheit von H,.. Die Hilbert-Transformierte ist nun
Vo € S(R) gegeben durch
Ve e R: H(p)(z) = limH (¢)(x).

e—0
Der Operator H ist wohldefiniert, denn man hat fiir alle ¢ > 0 und ¢ € S(R)

o) =L [ Ay L [Ty [

s t T t oo

:/"" pla—t) —ple+1)

t




, was mit der Beschrénktheit des Integranden fiir ¢ — 0 die Behauptung
liefert.

Alternativ kann man die Hilbert-Transformation auch iiber folgende Glei-
chung definieren:

Fiir alle ¢ € S(R) sei

H{(p)(x) = (—isign(€) f(£))" (2).

Ein zentrales Resultat der Fourier-Analyse ist die Beschranktheit der Hilbert-
Transformierten auf LP(R) fiir 1 < p < oo. D.h. also man kann die Hilbert-
Transformierte stetig auf LP(R) fortsetzen und erhilt dann

Vie’R): |Hfl, < Clfly

fiir ein C' > 0. Mit der Beschrénktheit der Hilbert-Transformierten kann man
dann noch die Beschrdnktheit weiterer Multiplier-Operatoren herleiten.
Man beobachtet das fiir fast alle £ € R

oo (§) = 5(1+i(~isign(€))

gilt. Definiert man dann den Multiplier-Operator P durch
Pf = (Lpeo)f)"
fir alle f € S(R), so ist

Pf = (51 +sign()f)" = 37 + M)

D.h. der Operator P stimmt auf einem in LP(R) dichten UVR mit dem
Operator 3(id + iH) iiberein, also ist fiir alle f € LP(R) Pf = (f +iH[)
und damit ist der Operator P auf LP(R) beschrankt. Im Verlauf dieser Arbeit

wird noch die Beschréinktheit eines weiteren Multiplier-Operators auf L?(R?)
benotigt:
Sei dazu H die obere Halbebene, also

H = {r = (z1,29) € R*|zy > 0}

, dann ist der Multiplier-Operator der definiert ist durch 7'f := (14 f )Y
(fir f € S(R?)) auf LP(R?) beschrinkt. Man hat némlich fiir alle f € S(R?)

Tf(z1,22) = (In(&1, &) f(61,£))" (21, 22) = (Ljg,00)(&2) f (1. &2)) " (21, 22)

:/ /f(éh§2)627Ti:v1€1d&e?ﬁixzﬁzd& :/ </ f T, to 2m‘§2t2dt2> 62”“52(152.
0 R
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T operiert also in x; wie die Identitdt und in x5 wie der Operator P, damit
ist T auf LP(R?) beschrinkt.
Eine allgemeine Halbebene ist gegeben durch

H = {x = (21,25) € R*|z-v >0}

, wobei v € R? ein Einheitsvektor ist. Da eine orthogonale Matrix A € R?**?
existiert, sodass Av = ey gilt, hat man auch die Beschréanktheit des Operators

VfeSRY): Tf:=1uf)

auf LP(R?), wenn man in den entsprechenden Integralen einen Koordinaten-
wechsel mit der Matrix A durchfiihrt. (siehe [7] fir mehr Informationen)

2 Kakeya-Mengen

In der ersten Halfte des 20. Jahrhunderts wurde unter Mathematikern fol-
gende Frage formuliert:

"Wie gro muss das Maf einer Menge in der Ebene R? sein, damit man ein
Liniensegment der Lénge 1 stetig innerhalb der Menge um 180° drehen
kann 77

Der japanische Mathematiker Kakeya formulierte im Jahr 1917 dieses Pro-
blem und schlug eine untere Schranke an das Maf} einer solchen Menge vor.
Mengen mit der obigen Eigenschaft heilen ihm zu Ehren Kakeya-Mengen
und das Problem wird heute als Kakeya-Nadel-Problem bezeichnet.

In 1920 stieB der russische Mathematiker Bescovitsch bei der Untersuchung
von mehrdimensionalen Riemann-Integralen auf eine dhnliche Fragestellung:

"Wie grof} ist das Maf einer Menge in der Ebene R?, welche in jede
Richtung ein Liniensegment der Léange 1 enthélt 7”

Mengen mit einer solchen Eigenschaft werden hier als Bescovitsch-Mengen
bezeichnet. Bescovitsch konnte zeigen, dass das Maf einer solchen Menge be-
liebig klein sein kann, wegen der Isolation Russlands zu dieser Zeit wurde das
Resultat aber nicht auflerhalb der russischen Mathematik bekannt, bis es in
1928 verdffentlicht wurde. Mit einem Trick des ungarischen Mathematikers
Pal gelang es Bescovitsch in dieser Veroffentlichung, Kakeyas Vermutung zu



widerlegen und eine Kakeya-Menge mit beliebig kleinem Maf} zu konstruieren
(siehe [1]). In den folgenden Kapiteln werden zwei Moglichkeiten vorgestellt
um Bescovitsch-Mengen zu konstruieren. Diese Konstruktionen sind aller-
dings beide noch nicht vollsténdig, denn Sie enthalten nur Liniensegmente in
jede Richtung in einem Winkelbereich von 60°. Durch Rotation dieser Men-
gen um 60° und 120° erhélt man dann die gewiinschte Bescovitsch-Menge.
Die erste ist eine Vereinfachung des Originals von Bescovitsch durch Per-
ron. Hier wird mittels Pal-Joins auch noch angedeutet, wie man aus der
Bescovitsch-Menge eine Kakeya-Menge macht. Die zweite Menge lehnt an
eine Konstruktion von Cunningham an, diese ”partielle” Bescovitsch-Menge
wird dann auch im weiteren Beweis des Multiplier-Problems fiir die Kugel
benutzt.

2.1 Multiplier-Problem fiir die Kugel

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir uns nun der zentralen Problemstel-
lung dieser Arbeit widmen. Man fragt sich fiir welche Funktionen f und in
welchem Sinne die Fourier-Inversion

flx)= [ f(&)e*=de
R2

gilt. Fiir f € LP(R?) mit p > 1 ist eine Gleichheit im obigen Falle jedoch
hoffnungslos, denn i.A. ist f nocht nicht mal integrierbar, sodass (f)" nicht
definiert ist. Das illustriert das Beispiel

f(x) =1 a2(2).

Diese Funktion ist beschrinkt mit kompaktem Triger, also im LP(R?) fiir
alle p > 1. Des weiteren ist

Py iz . :sin(27ri£1)sin(27ri§2)
i) 1_1(/ ) 2]

Diese Funktion ist nicht im L'(R?), also kann man das Integral

/ / f6, )exmiter g, ag,

nicht erkldren. Man muss also Summierungsmethoden anwenden, dass heift
die auftretenden Integrale miissen abgeschnitten werden, um dann zumindest
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im Grenzwert eine Fourier-Inversion zu bekommen. Im eindimensionalen Fall
ist bekannt, dass der Operator

R ~ .
Srf(z) == /_Rf(x)e%”gdx

in LP(R) gegen f konvergiert, dies resultiert aus der Beschrianktheit der
Hilbert-Transformierten auf L”(R). Wie schon erwahnt wird nun der zweidi-
mensionale Fall betrachtet. Der allgemeine Ansatz ist von der Form

/W ® (%) f©emtde = ((57P) )" ()

, wobei @ : R? — C eine Funktion mit ®(0) = 1 ist. Man betrachtet also eine
Familie von Multiplier-Operatoren. Die Frage ist dann, wie man ® wihlen
kann/muss, damit das obige Integral in der LP-Norm gegen f konvergiert.
Wéhlt man ® = 1_4 452, so folgt die LP-Konvergenz aus der von Sg in LP(RR).
Die zentrale Frage dieser Arbeit ist nun, was passiert, falls man ® = 1p ()
wéhlt. Man betrachtet also den Operator

Taf(€) = [ fa)emias.

lz|<R

Offensichtlich ist Trf = (1, () £)Y, d.h. auch hier ist der Operator ein Mul-
tiplier. Fiir die Konvergenz reicht es, die gleichméflige Beschrénktheit der
Operatoren Ty zu zeigen, d.h.

3C >0:VR>0:||Tgr]| < C.

Dies sieht man folgendermaflen: Liegt gleichméflige Beschrianktheit vor so ist
wegen majorisierter Konvergenz fiir alle g € S(R?)

|Trg — gl|, = 0 fiir R — oo.

Ist nun f € LP(R?) und € > 0 beliebig, so existiert ein g € S(R?), sodass
lf — gll, < e Wihle dazu dann R > 0 so grof}, dass ||Trg — g, < € gilt.
Dann ist

ITrf = flly < N T(f = 9o + [ Trg = 9llp + I1f = 9l
<CIf =pllp +1Trg = gllp + 1f = glly < (24 C)e.

10



Wir haben zudem 1g,0)(z) = 15,0)(%) = 5%(131(0))(17) fiir alle z € R? und
R > 0. Die gleichméflige Beschréankthei der T folgt dann schon aus der von
T := Ty, da bekanntermaflen ||Tr|| = ||T|| fiir alle R > 0.

Fefferman konnte nun allerdings in 1971 zeigen, dass der Operator

T : LP(R?) — LP(R?) fiir p # 2 und 1 < p < oo gerade nicht beschrinkt ist.
Damit ist dann die ” Fourier-Inversion” mittels Kugel-Multipliern unmdoglich,
was damals und heute ein iiberraschendes Resultat ist.

Fefferman nimmt an, dass der Kugel-Multiplier beschriankt ist und konstru-
iert dann zu einem beliebig kleinen § > 0 eine ”partielle” Bescovitsch-Menge
E und eine disjunkte Famile von Rechtecken (R;); mit folgenden Eigenschaf-
ten:

L Esist |[E] <) [Rl.

II. Verschiebt man das Rechteck R; etwas in die Richtung seiner langen
Seite, so liegt mindestens % der Rechteckfliche in F.

Danach konstruiert Fefferman zu jedem Rechteck R, einen speziellen Halbebenen-
Multiplier Sy, der das Rechteck entsprechend der II. Eigenschaft verschiebt.
Des weiteren wird eine vektorwertige Ungleichung fiir die LP-Normen von
Sy, (1g,) gezeigt. Im letzten Teil des Beweises fiigt Fefferman alle diese Be-
obachtungen zusammen und schitzt das Integral [, 3" |Sw,(1g;)[*dz nach
unten durch €'}, [R;| und nach oben durch B§* ) [R;| ab, wobei § > 0
beliebig ist und v > 0 nur von p abhéngt. Aus der Ungleichung

C> IRl < B&* Y |R|
j j
&> IR < A5 IR
j

J

folgt dann fiir kleine 6 der Widerspruch. (siehe [4] fir mehr Informationen)
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2.2 Konstruktion mit Pal-Joins

Diese Konstruktion geht zuriick auf Perron(siehe [9]). Zuerst braucht man
einen kleinen Trick:

Lemma 2.1. Es ist mdoglich ein Liniensegment von einer Geraden auf ei-
ne parallele Gerade zu verschieben und dabei eine beliebig kleine Fliche zu
tiberstreichen.

Beweis. Seien Ly, Ly die zwei parallelen Geraden und sei S das Liniensegment
auf L;(0.B.d.A der Liange 1). Nehme nun ein beliebiges € > 0 her. Wir drehen
S nun wie im Bild angedeutet um einen Winkel < e (im Bogenma$).

=

Abbildung 1: Ein Pal-Join

Dann translieren wir bis S auf Ly trifft und machen die Drehung riickgéangig,
sodass S auf Ls liegt. Insgesamt wird dann eine Fliche < e iiberstrichen. [

Nun zur eigentlichen Konstruktion, welche auf [10] basiert. Die Idee hinter
dieser Konstruktion ist, ein gleichschenkliges Dreieck in 2% gleich grofie Teile
zu schneiden und dann benachbarte Teile sukszessiv zu iiberlappen, wie in
den nachfolgenden Bildern angedeutet:

12
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Um die noétigen Eigenschaften zu beweisen, brauchen wir ein weiteres
Lemma

Lemma 2.2. Sei T ein Dreieck mit Grundseite der Linge 2b und teile es ent-
lang der Linie zwischen Mittelpunkt der Grundseite und Spitze in 2 kleinere
Dretecke Ty und Ts. Transliere T solange nach links bis die resultierende Fi-
gur eine Grundseite der Lange 2ba hat, wobei o € (%, 1) ein fester Parameter
ist. Die resultierende Figur hat dann die Fliche (o® + 2(1 — «)?)|T)|

Abbildung 2: Das Ausgangsdreieck

Beweis. Wir teilen die resultiernde Figur wie in der unteren Abbildung an-
gedeutet auf. Das Dreieck 7" bezeichen wir als das innere Dreieck der Figur

Al A3
Ay "\ Ay
T
2ba

Abbildung 3: Die Zerteilung der entstehenden Figur

14



,die beiden Dreiecke A; U Ay und A3z U A4 werden als Ohren der Figur be-
zeichnet. Die Grundseite des Dreiecks T" ist parallel zu der von T" und um
den Faktor « skaliert. Auflerdem stimmen die beiden inneren Winkel von 7"
an der Grundseite mit den entsprechenden Winkeln von 7" iiberein. Also sind
T und 7" dhnlich und man hat |T"| = o?|T).

Auflerdem sind A; und A, dhnlich zu T sowie A, und As dhnlich zu T
(die dhnlichen Dreiecke haben immer 3 parallele Seiten). In allen Fallen ist
der Skalierungsfaktor 1 — «, da die gestrichelte Linie die Lénge

2b — 2ba = 2(1 — )b hat. Deswegen ist [A;] = £(1 — «)?|T|. Insgesamt hat
man fiir die Fléche der Figur

T+ ) 141 = (@ +2(1 = @))IT.

j=1
UJ

Nun kénnen wir die Kakeya-Menge konstruieren. Sei o € (3, 1) ein fester
Parameter, den wir spéter spezifizieren. Zudem sei £ € N. Ist nun T ein
gleichseitiges Dreieck, so teilen wir 7" in 2 kleinere Dreiecke auf, indem wir
die Grundseite in 2* gleichlange Intervalle aufteilen und dann die Eckpunkte
A;(i € 0,...,2%) der Intervalle mit der Spitze des Dreiecks verbinden. Teile
diese Dreiecke in Paare Ty, T fiir 1 < i < 21,

T1 T2 T3 Ty
Abbildung 4: dyadische Zerteilung Abbildung 5: Benennung im
des Dreiecks 1.Schritt
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Verschiebe T5; so nach links auf das Dreieck T5;_1, sodass die Basisldnge
der resultierenden Figur Si(l) 2| Ag;_1 Agi|cv entspricht. Diese Figur besteht
aus einem inneren Dreieck T,L-(l), welches ahnlich zu Ty, U T5; ist und zwel
Ohren-Dreiecken Eéizl und Eéll ). Nach obigem Lemma ist

|Si(1)| = (a?® 4+ 2(1 — a)?)|T2_1 U Ty|. Dieser Prozess wird nun iteriert.

1)
-1

Fiir 1 < j < 2¥2 transliert man S%) in Richtung von Sé sodass man
obiges Lemma auf die Uberlappung der inneren Dreiecke von S;;)_l und S%)
anwenden kann. Man erhélt dann eine neue Figur Sj(?), diese enthilt die alten

(1)
2

EY

Abbildung 6: Benennung im 2.Schritt

Ohren-Dreiecke mit einer Fliche von 2(1 — a)?|Ty;—3 U Tyj—o U Tyj—1 U Ty
sowie ein neues inneres Dreieck, welches &hnlich zu Ty, 5 UTy; o UTy; 1 UTy;
ist und neue Ohren. Man benutzt wieder das obige Lemma und erhélt fiir
die Gesamtflache der neuen Ohren und des neuen inneren Dreiecks

((1/2 + 2(1 — 04)2)042|T4j_3 U T4j_2 U T4j_1 U T4j|
:(Oé4 + 20(2(1 - 04)2)|T4j_3 U T4j_2 U T4j_1 U T4j|

denn das innere Dreieck von 55}),1 ist dhnlich zu Ty;_5 U T4;_o und um den

Faktor o skaliert. Aulerdem ist das innere Dreieck von S%) ahnlich zu
Tyj—1 UTy; und um den Faktor o skaliert. Deswegen ist das Dreieck aus dem

die neuen Ohren und das neue innere Dreieck von S ](-2) entstehen dhnlich zu

16



Tyj—3UTyj—9 UTy—1 UTy; und um den Faktor a skaliert. Nun addiert man
diese Fliachen und summiert iiber alle j. So ergibt sich

2k—2

SIS < (af +202(1 - @) +2(1 - a)?)|T].

j=1

unter der Vernichlissigung von moglichen Uberlappungen zwischen den Oh-

ren. Diesen Prozess wiederholen wir nun r mal. Das innere Dreieck der Fi-

gur Sj(r*l) im r — 1. Schritt hat die Fliche o ?|Tjoryq U -+ U T(ji1)2r]-

Im r—ten Schritt erhélt man also ein neues inneres Dreieck mit Fléiche
o |Tjoriq U+ U T(j41)2| und neue Ohren-Dreiecke mit Fliche

207 72(1 — ) |Tjor 11 U -+ - UT(j11)2r|, wie oben sieht man dann ein, dass
2k=r r—1
Z|ST)| < (azr—l—Q (1—a) 22a2m> |T|.
j=1 m=0

Nach k-maligem Wiederholen ergibt sich also eine einzige Figur S, sodass

m=0
< (&k +2(1—a)* ) a2m> T
m=0
2(1 — a)?
2k
= T
(a4 2228

< (0% +2(1 - ))[T].

Wiéhle nun o nah genug bei 1, sodass 2(1 — a)|T'| < §. Wahle danach & so
grofBl, dass o |T'| < £. Damit ist dann [S| < € und man hat eine Bescovitsch-
Menge konstruiert.

Um nun daraus eine Kakeya-Menge zu machen, miissen an den entsprechen-
den Stellen Pal-Joins angefiigt werden. Per Konstruktion der Figur ist immer
eine Seite von T; parallel zu einer Seite von T;,; und die andere Seite von
T; ist parallel zu einer Seite von T;_;(i = 2,...,2%). Da diese Dreiecke im
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Verlauf der Konstruktion nur verschoben werden, bleiben diese Seiten paral-
lel und man kann sie mit Pal-Joins verbinden. Weil die Fléache solcher Joins
beliebig klein sein kann und wir nur endlich viele davon brauchen, kénnen
wir die Pal-Joins so konstruieren, dass ihre Gesamtfliche < e ist.

NN
“5
8t —;
%

Abbildung 7: Bewegung des Lininensegments in der Kakeya-Menge
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2.3 modernere Konstruktion

Nun folgt die modernere Konstruktion einer Bescovitsch-Menge, die auf den
Uberlegungen aus [8] und [2] basiert:

Zuerst wird ein Verfahren angegeben mit dem man aus einem Dreieck ABC'
mit Héhe hy und Grundseite b zwei Sprosslinge oder Ohren konstruieren
kann. Diese Konstruktion werden wir dann zur Konstruktion der Bescovitsch-
Menge iterieren.

Abbildung 8: Konstruktion der Ohren

Sei M der Mittelpunkt der Grundseite AB. Man gebe nun eine neue Hoéhe
hi1 > hg vor und verldangere dann die Linien AC' und BC' auf die Hohe h;.
So entstehen zwei neue Punkte E und F' auf der Hohe hy, die beide mit
M verbunden werden. So entstehen neue Dreiecke: AMF und BME, die
Sprosslinge von ABC', sowie EGC und FHC', die Arme von ABC'. Definiere
Spr(ABC) := AMF U BME und Arm(ABC) := Spr(ABC) \ ABC.

Nun berechnen wir die Flache eines Arms, es wird sich herausstellen dass
beide Arme dieselbe Fldche haben. O.B.d.A. nehmen wir EGC.

Die Dreiecke M BE und NC'E sind &hnlich, also ist \W(MBE, E) = h(NCE, E)
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fir ein A € (0,1). Es ist h(NCE,E) = hy — hg und h(MBE,E) = h
und damit A = hlh;lho Wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke ist auBerdem
INC| = A|\MB| = A% und damit kann man |[NC| bestimmen:

INC| = hlh;lhog Man erkennt auch, dass die Dreiecke AMG und NGC
ghnlich sind, also gilt v|AM| = 72 = |[NC|, wenn man den Wert von |NC|

einsetzt ist dann v = @ = A. Aulerdem erkennt man an Abbildung 8,

dass h(AMG,G) + h(NGlC, G) = hp und damit

MNGC,G) = \W(AMG, G) = fu = fo

(ho — H(NGC, Q)

1

o (14t WMNGC,G) = h0h1 — ho
hy h
 hi—hy

Wir konnen nun die Flachen von NGC und NCFE berechnen:

o Zu NGC:

NGO L iveinvee,G) -t tel I T

2 hy 22h; — hy
_ Lo (b = ho)?
" 2hy 2hy — hg 2

ho

e Zu NCE:

1 1 (hy — ho)? b
NCE| = =|NC|W(NCE,E) = —~—+—"%

e Dann hat man insgesamt

b

— — - - 2 T 91 1 ho
|EGC| = INGC| + INCE| = £ (1 — ho) (h1 i —ho I

Die Fliche des linken Arms héngt also nur von b, ho und h; ab. Deshalb
liefert die analoge Uberlegung fiir das Dreieck CF'H die gleiche Flache. Man
erhélt dann fiir die Fliche der Arme insgesamt

(hy — ho)Qb

Arm(ABC)| = 2INGC| = T

20
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Noch eine weitere Bemerkung: Die unbeschrankten Sektoren die durch die
Winkel L AEM beziehungsweise £ M DB definiert sind, seien mit D; bezie-
hungsweise D, bezeichnet und sind unterhalb des Dreiecks ABC' disjunkt bis
auf den Punkt M. Dies sieht man folgendermaflen ein: Ist x € Dy, so kénnen
wir x und E durch eine Gerade verbinden, die ganz in D; liegt. Sei dann F'
der Schnittpunkt dieser Gerade mit AB. Da die Gerade durch x und F ganz
in D liegt, muss F' € AM sein. Analog sieht man ein, dass falls € Dy so
muss ' € M B sein. Ist also x € D; ND,, so muss F' € AM N M B sein, dass
heifit also F' = M. Das ist nur moglich wenn x auf der Geraden durch D und
M sowie auf der Geraden durch M und E liegt. Diese Geraden schneiden
sich nur im Punkt M, also ist x = M.

Abbildung 9: Konstruktion von F
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Zur Konstruktion der Bescovistch-Menge wird der obige Prozess zur Kon-
struktion der Ohren iteriert:
Man beginnt mit dem gleichschenkligen Dreieck Ag = ABC im R? mit Basis
|AB| = by = € und Hohe |MC| = hy = € (M ist der Mittelpunkt von AB).
Definiere nun die Héhen

1y
hj = (ZE>€ ,JEN

k=1

Nun wendet man den oben beschriebenen Prozess zur Konstruktion der Oh-
ren auf Ag an und erhélt so zwei Sprosslinge AMF =: Ay und EMB =: A,
mit Hohe h; und Breite b; := %0 Dieselbe Prozedur wird nun wieder auf A;
und A, angewendet, so erhédlt man 2 zwei Sprosslinge Ajq, Ao von Ay und 2

Sprosslinge Asq, Ags von As.

Abbildung 10: 1.Schritt der Kon- Abbildung 11: 2.Schritt der Kon-
struktion struktion

Diese Sprosslinge haben jeweils Hohe hy und Breite by := %1 = %0. Dieser

Prozess wird nun induktiv forgesetzt, im j-ten Schritt hat man dann 27 Drei-
ecke Ayypyr, (rm € {1,2}) mit Hohe h; und Breite b; := 2. Definiere nun
die Figur, die im k-ten Schritt dieses Prozesses entsteht durch
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Offensichtlich ist die Fliche von E(e, k) die Flache von Ag+ die Flache
aller Arme. Im j-ten Schritt hat nach obiger Rechnung ein Arm die Flache
bj—1 (hy — hj—1)

2 Qh] — hj,1 ‘

Da es im j-ten Schritt 27 solche Arme gibt, hat man

B(e, -E+Zw1 hi — hya)”
2 2h; — h; 4
k

:b+2#%% S
2 2 (j+1)22h; —hj_y

Es ist

J+1 1 J
th—hj1:€<2 E—Z

1

1 2
=€<ZWT

—_
— 3=
Y%
o

<

und damit
k k
1 €3 1 1
E _2 2 -
Bl f+z a3+ e
— 1 € 2 9, 3,
Z;ﬁ_ gl 3 sge =5

Unabhéngig von k kann man also die Fliache von E(e, k) beliebig klein wihlen.

A
+



3 Lemma I: Rechteckiiberdeckung der Kakeya-
Menge

Zuerst ein wenig Notation: Ist R C R? ein Rechteck, so sei R’ die Menge, die
aus 2 Kopien von R an der kurzen Seite von R besteht. R’ U R ist dann ein
Rechteck im R?, dessen Seiten parallel zu denen von R sind und das 3-mal
so lang sowie gleich hoch wie R ist.

R R R

Abbildung 12: Die Menge R’

Lemma 3.1. Seid > 0 beliebig. Dann existieren eine mefbare Menge E C R*
und eine endliche Familie von Rechtecken Ry, ..., Ror_y C R2, sodass gilt:

I. Die R; sind paarweise disjunkt
I3 <|E| <3
2k—1
Il |E| <06 Y |Ry|
7=0
1V. Vj €{0,...,28 =1} : |[R; N E| > &|R)]

Beweis. Man beginnt mit dem gleichschenkligen Dreieck ABC' C R?, wobei
A =(0,0),B =(1,0),C = (3,1). ABC hat also Hohe und Breite 1. Ist nun
6 > 0 beliebig, so existiert ein k € N\ {1} mit &k + 2 > exp(3). Fiir dieses &
sei F:= E(1, k) die Menge aus den Betrachtungen in 2.2. Aus 2.2 geht auch
hervor, dass €2 < |E(e, k)| < 3¢%. In unserem Fallist e = 1, also 1 < |E| < 3,
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was [I. zeigt. Per Konstruktion von E ist jedes dyadische Intervall [23—,“ ]2%1]
fiir j € {0,...,2% — 1} Basis genau eines Sprésslings bzw. Ohrs A;B;C; von
E. Hier ist A; = (;—;,O),Bj = (gikl,O) und C; die Spitze des Sprosslings
auf Hohe hy, (wie in 2.2 definiert). Nun zur Konstruktion der Rechtecke R;
fiir j € {0,...,2" — 1}. R; soll innerhalb des Winkels £A;C;B; und in der
Halbebene {(z1,72) € R?|zy < 0} liegen (siehe Abbildung). Ist j < 281 —1,
so ist eine Ecke des Rechtecks A; . Eine lange Seite des Rechtecks liegt auf
der Geraden, die CjA; enthélt und hat die Lénge 3log(k + 2). Eine weitere
Ecke des Rechtecks liegt auf der Geraden, die C;B; enthilt. Ist hingegen
J > 21 50 vertauscht man bei der Konstruktion die Rollen von A; und B;.
Die Eigenschaft I. der Rechtecke folgt direkt daraus, dass die I?; unterhalb
des Dreiecks in den oben genannten Winkelgebieten liegen, die nach dem
vorherigen Kapitel jeweils disjunkt sind.

Abbildung 13: Ein Rechteck R;
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Aus den obigen Bildern zur Konstruktion entnimmt man, dass die Sei-
te CyAp die maximale Seitenléinge eines Sprosslings in E ist. Der Winkel
£CyAgBy ist ein innerer Winkel des Dreiecks ABC', deswegen ergibt sich
sin(£LCyAgBy) = \/lg und damit |CoAy| = 75hk Man will nun IV. zeigen.
Dazu betrachtet man o0.B.d.A. den Fall |C;A;| > |C;B;|, der andere Fall

ergibt sich aus der Symmetrie von E. Dann ist

V5 3 3%1

3
—hp < zhp==) =<=(1+log(k+1)) < 3log(k+2)
2T T e T )
, wobei man
B k1 B
Z—,zl+2—,<1+/ —dx =1+ log(k+ 1) und
g = 1 4

(k+2)?
1 <1 e
= Og( kot 1
1
<:>§(1 +log(k + 1)) < log(k + 2)

fiir £ > 2 benutzt hat. Insgesamt ist also ‘/TEhk < 3log(k + 2) und damit per
Konstruktion A;B;C; C R;. Auflerdem ist

k+1 k+2 1

1
hy = —,>/ —dx = log(k + 2
" ;j G (k+2)
1
=|R; N E| > |R; N A;B;C;| > |A;B;Cj| = 52_khk > 27" og(k +2).

Um nun weiter abzuschéatzen und /1. sowie V. zu erhalten benutzen wir den
Sinus- und den Kosinussatz. Damit haben wir

|A;D;|  sin(LA;B;D;)

|A;B;|  sin(£A;D;B;)
_.sin(LA;B;D;) _.8in(£LA;B; D)
A-D-:kam( i2i5) _ o9k i Pl
<:>| J Jl SiH(KAijBj> COS(KAJ'CJ'BJ’)

2—k
<
~ cos(£LA;C;B;)
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nach dem Sinussatz und weil A;D;C; ein rechtwinkliges Dreieck ist sowie
LA;C;B; € [0, 7]. Des weiteren bemerkt man mit dem Kosinussatz

|A4; B|* = [A;C5* + | B;Cy|” — 2|A;C;| B;Cj| cos(£ A;C; By)
|A;Ci° +1B;Ci* — |A;B,]
2|A,C,[|B;C;| '

& cos(LA;C;B)) =

Mit den Ungleichungen hy, < |A;C}|, |B;C;| < %ghk hat man dann fiir k£ > 2

oR2 — 272k 4 92/ 1 \?
cos(£A;C;B;) > k= _ ( )

Sh? 5 5\ 2k,
4 211
>__ - >
=5 5472

Insgesamt ist also |A;D;| < 2E — gkl = 2|A;B;| und damit

|R, N E| > 2% log(k+2) = 527%'3log(k + 2) > £|R;|, was IV. zeigt.
Es bleibt noch III. zu zeigen, dazu benutzen wir wieder den Sinussatz:

4D |AB]

M

Um nun weiter nach unten abzuschétzen braucht man folgende Beobachtun-
gen:

Wegen £A;B;D; + £A;B;C; = m ist sin(LA;B;D;) = sin(£LA;B;C;). Der
Winkel £A;B;C; liegt zwischen 7 und m, der Sinus von diesem Winkel wird
also kleiner, je grofler der Winkel wird. Man entnimmt den Bildern der Kon-
struktion, dass der Winkel maximal wird fiir 7 = 0. Um den Sinus von
£ AgByCy abzuschétzen benutzt man nochmal den Sinussatz, dann ist

| AgCo
|Co By

SID(KA()B()O()) in(iBoAQCO).

Es ist |AgCy| = ﬁhk und sin(£ByAgCy) = \%
sowie By = (27%,0), also |CoBy| = \/h2 (B — 2*’“) und damit

Auflerdem ist Cy = (— hk)

2

1 1
\/1+§— )2

27

sin(AgBoCp) =

| V

>

%Iw
ot
[\DI»—t
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Daraus folgert man

|R;| =|A;D;|31log(k + 2) > 2% sin(£LA;B; D;)3log(k + 2)
=2""sin(LA; B;C;)3log(k + 2) > 2" sin(£L AgByCy)3 log(k + 2)
>27* 13 log(k + 2).

und deswegen

2k 1

2k 1
E
U Ri| =D IR > 2"27%"3log(k + 2) > |E|log(k + 2) > %
j=0 §=0
nach Wahl von k. Dabei wurde die Disjunktheit der R; benutzt. O

4 Lemma II: Halbebenen-Multiplier und Recht-
ecke

Lemma 4.1. Sei R C R? ein Rechteck mit Mittelpunkt (0,0) und v € R? ein
FEinheitsvektor parallel zur ldngsten Seite von R.
Definiere die Halbebene H := {x € R*|z-v > 0} und den Multiplier-Operator

~ \
Sy durch Sy(f) == <f]lH> fir f € S(R?).
Dann gilt: |Sy(1g)| > +1g

Bemerkungen:

e Der Operator Sy ist auf LP(R?) (1 < p < oo) beschrinkt, d.h fiir
alle f € LP(R?) ist ||Sxf|l, < D||f]|,- Daher ist der Ausdruck Sy (1g)
wohldefiniert

e Durch Translation des Koordinatensystems erhédlt man die Aussage
auch fiir ein Rechteck mit beliebigem Mittelpunkt

Beweis. Durch Rotation des Koordinatensystems erhélt man
R = [—a,a] x [=b,b] mit b > a sowie v = e5 = (0,1). Dann ist
H = {z = (21,22) € R*zy > 0} und da die Fourier-Transformation in jeder
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Koordinate separat wirkt hat man

- v
Su(1gr)(z1,22) = (L caax—bnLo,c)) (21, 72)

n v
= 1i—aq(®1) (LppLpeo)) (22)

= 1_gq(21) (I +2iH) (T-bsy(2))

1 7
= ﬂ[_a,a] (Il) (51[_1771;] (1‘2) + §H(]l[_b7b])(x2)) .

Man muss nun die Hilbert-Transformierte von 1_;; berechnen: Fiir
|z —b] > € >0 ist

1 /1
(1)@ =+ [ 300 =8 = Lo+ 0)de

t
1 [>1
=— [ 7 (Qpbest)(t) = Tjmamp oy (8))dt.

So sieht man, dass Ve > 0 Hc(L_pp)(r) = —He(Lj—pp))(—2). Sei also im
Folgenden x > 0. Man unterscheidet nun zwischen 2 Féllen:

o 1.Fall: z <b
Esist dann e < b — 2 <z +b. Man hat

[z — b,z + b N[e,00) = [e, 2 + D]
[~z —b,—x + b Ne,00) = [e, —x + b].

Somit ist dann

1 z+b 1 1 —xz+b 1
mmmm@_—/ gw——/ T

m m
1
= —(log |z +b] — log|e[ — log o — b] + log]e])

1 1
~ L tog o+ b — log [z — b)) = S 1og |Z0
s r—0b

3

o 2.Fall: x > b
Esist dann 0 < e <x — b <z +b. Man hat

[z —b,z+0b]NJe,

) =[xz —0,x+ b
[—x — b, —x + b N [e, :

) =10

o0
o0
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Somit ist dann

z+b
r—>b

1 z+b 1 1 1
He(Lpp)(z) = = 7dt = ~(log |z + b| — log|x — b]) = ~log

v b v

In beiden Fallen ist

:1:—|—b‘

1
H(1- = limH (1- =—1 :
(L)) () ey (Lip))(2) e e

Ist nun (z1,29) € R/, so gilt xo ¢ [—D, b], also hat man

1Su(Le) (@1, 72)] = 51 -aat(o0) H (L))

ZL‘Q—I—b
fL’Q—b ’

1
= —ﬂ[_a@] (:El) log

2T

Es ist b < |zg| < 3b, man unterscheidet nun wieder 2 Félle:

o 1.Fall: b < x5 < 3b

72 +b > 0 und 7 — b > 0 gelten, deshalb st [2222] = 22 ung
To+ b
Tog<3bE 209 <3b+a9 20, —20< b+ 2< b
Ty —

e 2.Fall: 3b > —x9 > b
Esist o < 0, also x9+b < —b+b=0und x5 —b < —b < 0. Deswegen

—b
hat man 2= > 0 und daraus folgt

To>—-3bb+a9> 20 b—29 > —-2b—225,>0

bh— _
v >2& T2 b > 2.
—b— i) To + b
Insgesamt ist
To+b T
lo = > log(2
o 15 = o5 e
log(2) _ 1
=S4 (1 > —r > —.

|Su(Lr) (21, 22)| > o =10

falls (z1,x2) € R, was die Behauptung zeigt. O]
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5 Lemma IIl: Zum Generieren eines Wider-
spruchs

Seien v; € R? Einheitsvektoren und #H; := {z € R?z - v; > 0} Halbebenen
(fiir j = 1,...,n). Dann definiert man den Multiplier-Operator

Sy, (f) = (fnﬂj)v fiir f € S(R?).

Sei 1 < p < oo. Nimmt man nun an, dass der Operator T, der durch

T(f):= <f131(o)>v

definiert ist, LP(R?) auf sich selbst abbildet und dort mit Norm B, < oo
beschrinkt ist, so hat man fiir fi,..., f, € LP(R?) beliebig die Ungleichung

<Z ‘S%' (fj>’2) < Bp <Z ’f]’Q)

— —
! P ! P

D=

Beweis. Wir brauchen zuerst noch ein Hilfslemma

Lemma 5.1. Ist (f;)jen eine Folge von mefibaren Funktionen, sodass

(sour) | <=

—
! P

und T : LP(R?) — LP(R?) ein beschrinkter linearer Operator, so gilt

1

(ZTfj2> < 7] (Z\fm)

p B p
Beweis des Hilfslemmas. Sei zuerst w = (wq, ..., w,) € C", dieser Vektor sei
beziiglich der Norm |w| := /|w1|?+ - - + |w,|? normiert, zudem sei r > 0.
Dann existiert eine unitire Matrix A € C"™" sodass A~ le; = (wy, ..., w,).
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Da die Inverse einer unitaren Matrix auch unitar ist und unitiare Matrizen
normerhaltend sind, hat man mit der Variablentransformation ¢ = Az

1
_ 2 r _ 2 r
lwizy + - 4wz dz ) = lw? z"e ™ dz
o cr

= < ‘wTAlqreﬂlA—lélzdc> ' — ( sz)TC‘reﬂCleC) ’
(Cn

- ([ 1aremetac ) - ([1areer dC1) (o [ ar),
cn 0
o z v 0 1)\ 7
= <7r/ s2e” "ds ) = (—T/ ulzt=te “du) = ((2—;'—)) =: B,.
0 T2 Jo T2

Auflerdem benutzt man noch fc e*ﬂ@'l?dgj =1 fiir j = 2,...,n und eine
Polarkoordinaten-Variablentransformation.
Es gilt nun also fiir alle w € C™* und r > 0

< lwyzg + -+ + wnzn|re_”|z|2dz) C = B,|w|.
(Cn

Mit dieser Gleichung erhalten wir nun fiir n € N beliebig
1P

Z |Tfj’2 = <Bp>p/ |21Tf1(:€) et Zann(xﬂpeiﬂzldedx
i r2 Jcn
p
= (Bp)_p/ |T(zlf1 -+ znfn)(x)|pdxe_”|z‘2dz
< (B, 7] / [ afi) 4 s e
=B [ [ s @b
~ @y [ (5, <Z i ) e
1P
2
=TP (Z |fg|2>
p
Da n € N beliebig war, gilt die Ungleichung auch fiir n — oc. O
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Nun zuriick zum Beweis des eigentlichen Lemmas:
Hat man die Ungleichung fiir f; € S(R?) gezeigt, so kann man folgenderma-
Ben argumentieren:
Die Operatoren Sy, sind auf LP(R?) beschrénkt(siehe Einleitung). Sei dann
(75::IH3X(H53uHa~~-,W9HnH)
Wegen der Dichtheit von S(R?) in LP(R?) kann man zu f; € LP(R?) und
¢ > 0 ein g; € S(R?) finden, sodass || f; — g;[|, < 55 Dann ist

(Dswnf) < (Ds}zxfj—gm?) +<Z|5Hj<gj>|2)

1 ,
n 2 n 2
<D 18w, (fi —g)P|| + By <Z |ng2>
j=1 4 Jj=1 »
3 n 3
< ZHSH ||2) + B, <Z|gjl2>
j=1 »

<C (E | f; —9j||;2)) + By (E |fj|2> + By <§ |9 —fj|2>
j=1 j=1 j=1
p p

<e+ B, (lefj—gjlli> + B, (ZIW) <(L+Bye+ B, (ZIW)
j=1 Jj=1

Da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.

Nun wird die Ungleichung fiir f; € S(R?) gezeigt.

Definiere D; r := {z € R?|z — Rv;| < R} = Bg(Rv;) fiir alle R > 0 und
Tir(f) = (f]le‘R)v. Man erkennt folgendermafen , dass 1p, , = Iy,
punktweise f.ii.:

Sei zuerst v; = (1,0) = e;. Dann ist

D :=D,, p ={z € R*|(z1—R)*’+2} < R*}und H := H; = {z € R*|z; > 0}.
Ist x € H mit x; > 0, so existiert ein Ry > 0, sodass fiir alle R > R; gilt:

22+ 23 <2 R 2?21 R+ R* 4+ 12 < R?
Sr—RP*+25<R*& |z —Rey| <R
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Also gilt 1p P 13 punktweise f.i. Ist nun v € R? mit |v| = 1 beliebig, so
—00

existiert eine orthogonale Matrix A, sodass Ae; = v. Dannist z-v = (ATz)-¢;
sowie |x — Rv| = |ATz — Rey| und mit der Substiution y = ATz folgt die
Behauptung aus obiger Uberlegung.

Ist nun f € S(R?) und z € R? beliebig, so gilt f € S(R?) und damit

Yo € R ¢ [1p, ,(6)f (€)™ < |f(€)
sowie
Vo € R?: ﬂDj,R(f)f(f)ezmg'z e 1y, (&) f(£)e*™E® fiir fast alle £.
Wegen majorisierter Konvergenz ist dann
T n(F)(@) — Sw,(£)(a).

Nach dem Lemma von Fatou ist
1

(Z \Syj(fj)P) = || Jim <Z| Wr(5)] )
i=1 )
Der Operator Ty definiert durch Tg(f) := (fILBR(O))V fir f € S(R?) erfiillt

Ty nl ) () = /K o B =

N[

fj<£ + Rvj)€2m':t-(§+Rvj)d£
l€I<R

_ ezm'm.Rvj / gAj(g)eZm'rfdg — eme’RvaR(gj)(x)'
lEI<R

wobei g;(z) := e ?™R% f.(x). Dann folgt mit obigem Hilfslemma

1

(; |SHj(fj>|2) < ngliiolgf <Z |Tj,R(fj)|2> _ hRHLiO%f (; |TR(gj)|2>

p B p

i\
<liminf | [7%] (Z |gj|2>
J:

p

~ timint {7 Zw) o (zw)
j=1
p

Wobei man noch ||Tg|| = ||| fir alle R > 0 benutzt hat(siche Einleitung).
[
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6 Der Widerspruchsbeweis
Theorem 6.1. 1p, () ¢ M,(R?), falls 1 < p < oo und p # 2.

Beweis. Zuerst eine allgemeine Bemerkung: Ist 7" : LP — LP beschrénkt und
definiert durch T'f := (mf)¥ mit m € L*, so gilt mit >+ . = 1:

sup |Tflly= sup  sup / Tf(2)g(x)da
FeS(R2) FES(R?) geS(R?)
I fllq=1 I fllg=1 llgllp=1
— sup  sup / TH)(€)de] = sup  sup / fe s>ds‘
FES(R?) geS(R?) FES(R?) geS(R?)

Iflla=1llgll,=1

Hqu—l lgllp=1

/ F(6)Ta(e)de

= sup sup
fES(R?) geS(R?)
If1la=1"llgllp=1

— sup swp / f@)Ty(z)de| = suwp [Tl
geS(R?) feS(R?) geS(R?)
llgllp=1 lfllg=1 llgllp=1

Also ist dann T" auch von L? nach L7 beschrankt.

Nehme nun an, dass Lg, o) € M,(R?) fiir ein p > 2 mit Norm B, < co. Sei
§ > 0. Wihle £ C R? und R;(fiir j = 0,...,2" — 1) nach erstem Lemma
zu 8. Setze dann f; := 1p, und definere v; € R? fiir j = 0,...,2F — 1
als Einheitsvektoren die parallel zur lingsten Seite von R; sind. Auflerdem
definiert man sich die Halbebenen H; := {z € R?*|z - v; > 0}. Nach Prop. 1
ist

2F—1 2k 1
/Z|SHJ fi)(x |dx-Z/|SHJ £i) (@) 2da
2k_1 12’6—1 2k_1
y = — ENR|>—
—2/100 7, (@ 100;| 2k 12002“|

Dabei hat man Lemma II und |E N R| > {5|R;| aus Lemma I benutzt. Des
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weiteren 1ist

2
2 -1 P; 2 —1 2 p
S sauerar< ([ 1) | [ Ziswimer) o
12 2
- 2k—1 2 . 2k—1
=B || D 1w, (F)I° < BB Zlfjl2
j=0
P P
P 2 2
» 2k 1 2 ! L [P P
= BJE| v / » dg(x) | dz| =BJE|l" Z/ g, (z)da
B2\ j=0 j=0 /R
2 p=2 2
- 2k—1 p 2k—1 P fok_1 p s 2F—1
=ByE[7 | ) IRl| <B; 5Z!R| Z!RI =By v ) IRl
j=0 J=0

Man hat zur Herleitung dieser Ungleichung zuerst die Holder-Ungleichung
mit Exponenten 1% und £ benutzt. Danach ging das Resultat aus Lemma

IIT ein und anschlieend wurde die Disjunktheit der R; sowie die Eigenschaft

|E| < 522 o |R;| aus Lemma I benutzt.
Man erhalt 1nsgesamt

2k_—1 ., 2k_—1
> IRl < 1200826 [ Y |R,|
j=0 j=0

1< 12008257 .

p

p—2

Da 6 > 0 beliebig war, kann man ¢ < (W) wéhlen, dann erhélt man

einen Widerspruch. Damit ist die Behauptung gezeigt. O
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