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Abgabe am Donnerstag, dem 18. Oktober 2018 zu Beginn der Vorlesung.

Aufgabe 1: (1,5+1+1,5=4 Punkte)

Sei (an)n∈N eine beliebige reelle Zahlenfolge, wobei an > 0 für alle n ∈ N. Hiermit sei die
Menge

lp
(
(an)

)
:=

{
(bn)n∈N ⊂ R

∣∣∣∣ ∞∑
n=0

an|bn|p < +∞
}

für p ∈ [1,+∞[ und die Abbildung

‖(bn)‖p,(an) :=

(
∞∑
n=0

an|bn|p
)1/p

, (bn) ∈ lp
(
(an)

)
definiert. Im Fall p = 2 sei zusätzlich

〈(bn), (cn)〉2,(an) :=
∞∑
n=0

anbncn, (bn), (cn) ∈ l2
(
(an)

)
(1)

definiert. Zeigen Sie:

a) ‖ · ‖p,(an) ist eine Norm.

b) Die Reihe in (1) ist für alle (bn), (cn) ∈ l2
(
(an)

)
absolut konvergent.

c) 〈·, ·〉2,(an) ist ein Skalarprodukt.

Aufgabe 2: (4 Punkte)

Sei (M,d) ein metrischer Raum und D ⊂ M eine (folgen-)kompakte Teilmenge. Zeigen Sie:
Es existiert ein höchstens abzählbares System {Uα}α∈A offener Teilmengen von M , für das gilt:
Ist G ⊂M offen und x ∈ G ∩D, dann existiert ein α ∈ A, so dass x ∈ Uα ⊂ G.



Aufgabe 3: (2+2=4 Punkte)

Seien (M1, d1), . . . , (Mn, dn) metrische Räume und Aj ⊂ Mj, j = 1, . . . , n, jeweils kompakte
Teilmengen. Zeigen Sie, dass dann

a) d(x, y) :=
n∑
j=1

dj(xj, yj) mit x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ M1 × · · · ×Mn =: M eine

Metrik auf M ist,

b) A := A1 × · · · × An kompakt in M ist.

Aufgabe 4: (4 Punkte)

Sei (M,d) ein metrischer Raum und D ⊂ M eine kompakte Teilmenge. Ferner sei (fk)k eine
Folge stetiger, reellwertiger Funktionen auf D, wobei, für jedes x ∈ D, die reelle Folge (fk(x))k
eine monoton fallende Nullfolge ist. Zeigen Sie, dass dann (fk)k gleichmäßig gegen die Funktion
konvergiert, die konstant Null ist. (Hinweis: Betrachten Sie {x ∈ D|fk(x) < ε} für beliebiges
ε > 0 und k ∈ N.)

2


