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Aufgabe 5: (1,5+1+1,5=4 Punkte)

Sei K ⊂ Rn eine kompakte Teilmenge und
(
C(K), ‖ · ‖C(K)

)
der Banachraum aller stetigen

Funktionen auf K. Sei

a) A die Menge aller konstanten Funktionen auf K

b) C(1)(K) die Menge aller F ∈ C(K), die (auf dem Inneren von K) stetig differenzierbar sind

c) B := {f ∈ C(1) ([a, b])
∣∣ |f ′(t)| ≤ 1 ∀t ∈ [a, b]} im Fall K = [a, b] ⊂ R.

Welche dieser Mengen sind relativ kompakte Teilmengen von C(K)? Beweisen Sie Ihre Antwort.

Aufgabe 6: (1+1+1+1=4 Punkte)

a) Betrachten Sie die Folge (fn) ⊂ C ([0, 2π]) mit

fn(x) :=
1√
n
sin(nx), x ∈ [0, 2π], n ∈ N \ {0}.

Zeigen Sie, dass (fn) gleichmäßig konvergent ist (bestimmen Sie hierbei f := lim
n→∞

fn), ohne
dass f ′n → f ′ gilt.

b) Seien a ∈]0, 1[ und b ∈ N \ {0; 1}, wobei b ungerade ist und ab > 1 + 3
2
π. Gegeben sei die

Reihe

f(x) =
∞∑
n=0

an cos (bnπx) , x ∈ R.

Zeigen Sie, dass die Reihe gleichmäßig konvergiert und f auf ganz R stetig ist. Weisen Sie
außerdem wie folgt nach, dass f in x = 0 nicht differenzierbar ist:

(i) Betrachten Sie den Differenzenquotienten für xm := b−m.

(ii) Teilen Sie die Reihe in zwei Teile: 0 ≤ n ≤ m− 1 und n ≥ m.

(iii) Schätzen Sie geschickt ab.



Aufgabe 7: (1+1+1+1=4 Punkte)

a) Sei S =
m⋃
i=1

Ii eine Intervallsumme. Hierbei dürfen die Intervalle Ii sich überlappen. Zeigen

Sie: Dann existieren nicht überlappende Intervalle Ĩj, j = 1, . . . , m̃, so dass

• S =
m̃⋃
j=1

Ĩj

• Für alle i ∈ {1, . . . ,m} und alle j ∈ {1, . . . , m̃} gilt: Entweder ist Ĩj ⊂ Ii oder Ĩj ist zu
Ii fremd.

b) Beweisen Sie Satz 10.1.5 a), b) und c).

Aufgabe 8: (1+2+1=4 Punkte)

Beweisen Sie Satz 10.1.5 d), e) und f). Hinweis: Sie dürfen die Aussagen aus Aufgabe 7 be-
nutzen.
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