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Aufgabe 38: (4 Punkte)

Zeigen Sie, dass die folgenden Abbildungen Kontraktionen sind und bestimmen Sie ihren
Fixpunkt analytisch oder numerisch auf vier Nachkommastellen genau.

a) f : [0, 3
4
]→ [0, 3

4
], x 7→ 1

2
x2 + 1

4

b) f : [π
4
, 3π

4
]→ [π

4
, 3π

4
], x 7→ 6

5
sin x

Aufgabe 39: (4 Punkte)

Zeigen Sie, dass jede Kontraktion gleichmäßig stetig ist.

Aufgabe 40: (4 Punkte)

Sei
∞∑
k=1

ak eine konvergente Reihe mit nichtnegativen Summanden. Zusätzlich sei (M,d)

ein vollständiger metrischer Raum und A ⊂M abgeschlossen und nichtleer. Zeigen Sie:
Wenn f : A→ A die Ungleichung

d(fn(x), fn(y)) ≤ and(x, y)

für alle x, y ∈ A, n ∈ N\{0} erfüllt, wobei fn die n-fach iterierte Anwendung von f
bezeichnet, d. h.

fn(z) := f(fn−1(z)),

f 1(z) := f(z),

dann besitzt f genau einen Fixpunkt x̂ in A, welcher der Grenzwert (fn(x0))n ist mit
x0 ∈ A beliebig. Außerdem gilt die Fehlerabschätzung

d(x̂, fn(x0)) ≤

(
∞∑
k=n

ak

)
d(f(x0), x0).
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Aufgabe 41: (4 Punkte)

Sei (X, ‖ · ‖) ein normierter Raum. Zeigen Sie, dass

B(x, ε) = B(x, ε)

für alle x ∈ X und alle ε > 0. Hierbei ist

B(x, ε) := {y ∈ X : ‖x− y‖ ≤ ε} .
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