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Aufgabe 19: (4 Punkte)

Zeigen Sie, dass der Operator

(X, Y Hilbertraume), der einem Operator die zugehorige Adjungierte zuordnet, folgende
Eigenschaften hat (A, B € L(X,Y)):

a) (A+ B)* = A* + B*.

)
b) (A=A ViecK.
c) (A7 =)(A")" = A.
d) Wenn A bijektiv ist, so ist (A71)* = (4*)~L.
Bemerkung: Nehmen Sie bei Aufgabenteil d) an, dass A~! linear und stetig ist.
Aufgabe 20: (4 Punkte)

Uberpriifen Sie, welche der folgenden Operatoren selbstadjungiert sind.

a) T: 02 — % (bp)n > (anbp)n, wobei (a,), eine vorgegebene reelle, beschrinkte
Folge ist und

2= {(bn)n cC

f: |bn|2 < +OO}

n=0

mit (b ), (C)n)gz = ni)bna.
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b) T: L*(R) — L*(R), wobei
(Tf)(z) =e " f(x), xz€R

c) T: L2(Kg(0)) — LA(R*\Kx(0)) mit Kr(0) = {z € R?*| |z| < R}, R > 0 und
(Tf) = / COR

|z — |
KRr(0)

d) T: ¢* — % mit (b,)n — T((bn)n), wobei T der Shift-Operator ist, definiert durch
T((bn)n) = (cn)n mit

d. h. (bo,bl,bz, .. ) — (O,bo,bl, .. )

Aufgabe 21: (4 Punkte)

Sei (X, (-, ) x) ein Hilbertraum. Zu f € X* existiert nach dem Riesz’schen Darstellungs-
satz eindeutig ein y; € X, so dass f(x) = (x,ys)x fiir alle x € X gilt. Zeigen Sie, dass
durch

(fs9)x- = Wr.ye)x  f,g€ X"

ein Skalarprodukt auf X* definiert ist und X* beziiglich diesem vollstdndig, also ein
Hilbertraum, ist.

Aufgabe 22: (4 Punkte)

Zu dem so genannten Bidual X** := (X*)* des Hilbertraums (X, (-,-)y) sei die Abbil-
dung

jr X =X
derart definiert, dass © € X das Funktional j(z) =T, € X* = £(X*,K) mit
T.(f) = flx) e K V[feX"

zugeordnet wird. Zeigen Sie, dass j ein isometrischer Isomorphismus ist, d. h. j ist linear
und bijektiv und erfiillt die Isometriebedingung

17 ()]

x+ = ||7||x
fiir alle x € X.

Bemerkung: Damit kann X mit X** identifiziert werden. Rdume mit dieser Eigenschaft
heifsen refiexiv.
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