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Aufgabe 27: (1+5=6 Punkte)

Bestimmen Sie für jeden der folgenden Operatoren die Resolventenmenge und alle drei
Spektren:

a) A : (C(∞)[a, b], ‖ · ‖) −→ (C(∞)[a, b], ‖ · ‖), wobei ‖ · ‖ eine beliebige Norm ist, mit
Af := f ′.

b) A : (`2, ‖ · ‖2) −→ (`2, ‖ · ‖2) mit (A(an))k := ak+1, k ∈ N0, d.h.

A : (a0, a1, · · ·) 7→ (a1, a2, · · ·).

Bestimmen Sie bei Teil b) auch den Spektralradius und die Adjungierte. Das Punktspek-
trum von A∗ hilft beim Spektrum von A.

Aufgabe 28: (4 Punkte)

Bestimmen Sie alle Eigenwerte des Operators L : C(∞)(R) −→ C(∞)(R), deren zugehörige
Eigenfunktionen polynomiale Form haben, wobei

L := −2t
∂

∂t
+ (1− t2) ∂

2

∂t2
.

Hinweis: Setzen Sie die Eigenfunktionen zunächst als Potenzreihen an.

Aufgabe 29: (6 Punkte)

Seien (X, 〈·, ·〉X) und (Y, 〈·, ·〉Y ) Hilberträume über C, (un)n∈N0 eine Orthonormalbasis
von X, (vn)n∈N0 eine Orthonormalbasis von Y und (σn)n∈N0 eine Nullfolge in C. Dann sei
der Operator A : X −→ Y definiert durch

Ax :=
∞∑
n=0

σn〈x, un〉X vn, x ∈ X .

Bestimmen Sie ‖A‖L und A∗ sowie für den Fall X = Y, (un) = (vn), 〈·, ·〉X = 〈·, ·〉Y den
Spektralradius, die Resolventenmenge und die drei Spektren. Zeigen Sie außerdem, dass
A : X → Y kompakt ist.


