Universitat Siegen Prof. Dr. V. Michel
Department Mathematik S. Orzlowski, M. Sc.
Arbeitsgruppe Geomathematik 18. Juni 2015

Funktionalanalysis II: Inverse Probleme
Ubungen Sommersemester 2015
10. Blatt

Abgabe bis Donnerstag, 25. Juni 2015 vor dem Beginn der Vorlesung.

Aufgabe 37: (2 Punkte)

Bestimmen Sie fiir den folgenden Operator T ein singuléres System und geben Sie N'(T),
R(T') sowie T" an.

T: 1*([0,27],C) — L*([0,27], C)

(TF)(s) = /027r R (t) dt, s € [0, 27].

Aufgabe 38: (2+2+1+1 = 6 Punkte)
Sei T: 1L2(D) — L?(D) ein Fredholm’scher Integraloperator erster Art der Form
(TF)) = [ ko) Fo)do
D

und A # 0. Beweisen Sie die Fredholm’sche Alternative:
a) T besitzt hochstens abzdhlbar viele Eigenwerte {\,},. Die Eigenwerte von T*

sind {\, }n..
b) Die Losungsrdume von
| Haw)F@)de = AF(@) =0, yeD, 1)
D
| MeH@ - 3H@) =0, e D. )
D

sind beide endlich-dimensional und haben die gleiche Dimension.

c¢) Die Gleichung

/D k(e,y)F(e)de — \F(y) = G(y),  ye D, 3)

hat genau dann eine Losung F', wenn G zu allen Losungen H von orthogonal
im L2(D)-Sinne ist.

d) Die Gleichung
/Dk(x,y)H(y) dy — AH(z) = G(x), r €D, (4)

hat genau dann eine Losung H, wenn G zu allen Losungen F' von (1)) orthogonal

im L?(D)-Sinne ist.
¥:



Aufgabe 39: (4 Punkte)
Sei A € K(X,Y) und a, 5 € R*. Zeigen Sie, dass dann

B _a
AP < [llAFP a5 l=l5
fiir alle x € X gilt.

Aufgabe 40: (4 Punkte)

Sei A € K(X,Y) und (), u;,v;)jen ein zugehoriges singuléres System. Ferner erfiillen
0: Ry — R und ¢: Ry — R die Voraussetzungen aus Definition 8.3.1. Zeigen Sie, dass
dann folgendes gilt:

a) [JA[l = Ay,
b) p(A*A)A* = A*p(AAY),
) [lo(A*A)p(A*A)|| = sup {|o(A\3)p(X))] : j € N}
< sup {[p(o)v(0)|: 0 <o < A},
d) [lp(A*A)A*|| = sup {; |p(A?)| : j € N}
<sup {Vo [p(0)] : 0 <o < ||A|?}.



