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Aufgabe 41: (4 Punkte)
Gegeben sei der Fredholm’sche Integraloperator A : L?[0, 7] — L?[0, 7| durch

™

(Af)(y) = / K(z,y)f(x) d.

0

wobel

k(2 y) cosysinr, 0<r<y<nm
x7 - .
Y coszsiny, 0<y<z<m.

Bestimmen Sie die Figenwerte und Figenfunktionen von A. Was wire dann zum Beispiel
ein singuléres System von A7

Aufgabe 42: (4 Punkte)
Betrachten Sie die 1D-Wérmeleitungsgleichung

ou(z,t)  *u(x,t)
o Ox?

mit den Randbedingungen
u(0,t) = u(m,t) Vt.

Der Operator A : L?[0, 7] — L?[0, 7| bildet eine Losung zur Zeit ¢ = 0 auf ihre Werte
zur Zeit t = 1 ab. Sie diirfen hierbei annehmen, dass A geeignet auf L?[0, 7] fortgesetzt
ist, und dass bekannt ist, dass

2
up () == \/; sin(nz), xe€l[0,7], neN,

eine ONB von L?[0, 7] bildet. Stellen Sie A als Fredholm’schen Integraloperator 1. Art
dar und geben Sie ein singuldres System an.



Aufgabe 43: (2 Punkte)

Sei A: L?[0,1] — L?[0,1] der Operator, der eine Funktion f auf die Funktion g = Af
abbildet, welche durch
9" =—f g(0)=g(1)=0,

gegeben ist. Hierbei gelten analoge Annahmen zu denen in Aufgabe 42.
Zeigen Sie, dass A injektiv und selbstadjungiert ist und bestimmen Sie ein singuléres
System von A (ohne Aufgabe 44 zu benutzen).

Aufgabe 44: (6 Punkte)

Sei (L g, Un, U JneN Mit U, (1) = ﬁsin(mrt) ein singuldres System des Operators A
aus Au gabe 43. Zu v € Ny sei ferner

M, :={f e C®0,1]]| f®0) = f®(1)=0 Vi=0,...,v—1}.
Zeigen Sie, dass || f|l, = || f*||r20. fiir alle f € M, und
Mll'\\u =X,

wobei X, := R (]A|"), siehe Vorlesung (Hinweis: Benutzen Sie die Parseval-Identitéit und
partielle Integration).



