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Aufgabe 45: (4 Punkte)

Sei A € K(X,Y) mit den zugehorigen Raumen {X, },>o.
Beweisen Sie:

a) Fir z € Xiaxqy,y mit g, v > 0 und fiir 9 € [0, 1] ist
29w+ oy < Nl ]l
b) Fir z € X, mit v > p > 0 ist

el < 1Al ]l

Aufgabe 46: (2 Punkte)

Sei A € K(X,Y) mit den zugehdrigen Rédumen {X,},>¢ sowie g € Y und ¢ > 0. Seien
ferner f1, fo € X, approximative Losungen von Af = g, so dass [|Af; — g|ly < e fiir
J € {1,2}. Zeigen Sie, dass dann

Ifr = fllx < ev (2, 2max{]| fillu. || f2,})
gilt.

Aufgabe 47: (4 Punkte)

Sei A € K(X,Y) und {F,}:~o ein regularisierender Filter. Zu pi(o) := 1 — oFi(o) und
zu p > 0 gebe es ein ¢y > 0 und eine Funktion w), :]0,%)] — R, so dass

sup <a% |pt(0)|> <w,(t) Vt€]o,to.
0<o<|Al]?

Es sei w,(t) = O(t2) und M(t) = O(2) fiir t — 0+, wobei M(t) =sup { | F(o)| : 0 <
o < ||A||*}. Zur Parameterwahl v : R — R gebe es Konstanten C,, Cr > 0, so dass

& <;) se) < (;)

fiir hinreichend kleine €, p > 0. Ferner sei R; := F;(A*A)A*.
Zeigen Sie, dass dann ({R;}~0,7) ein ordnungsoptimales Regularisierungsverfahren fiir
AT beziiglich X, ist.



Aufgabe 48: (6 Punkte)

Da das Newton-Verfahren fiir nichtlineare Gleichungssysteme quasi unschlagbar gut ist,
bietet es sich an, eine analoge Version fiir den unendlich-dimensionalen Fall zu ent-
wickeln: Sei A : D(A) — Y, D(A) C X, ein (nichtlinearer) Operator zwischen den
Banachrdumen X und Y und A’ : X — L(X,Y) dessen Fréchet-Ableitung (siche Defi-
nition 2.2.21), so dass A'(x) € L(X,Y) die Fréchet-Ableitung von A in xy € X ist. Wir
konnen A somit linearisieren zu

A(zg + h) =~ A(xg) + A'(x0)h.

Ist nun das nicht-lineare inverse Problem Ax = y zu losen, so wiirde das Newton-
Verfahren hierzu wie folgt aussehen: Ist x,, € X als Naherung aus Schritt n gegeben, so
sollte

y= Az, + hy) ~ A(z,) + A'(2,)hn
gelten. Wir suchen also h,, € X, so dass
Al(xp)hn =y — Az,) (1)

und setzen x,.1 := x, + h,. Dass damit aber noch nicht alle Schwierigkeiten beseitigt
sind, zeigen die folgenden Gegenbeispiele von E. Schock (priifen Sie sie nach!):

a) Sei (co, ||+ [|) der Banachraum aller Nullfolgen, @ := {(&,) € co|&, > 0Vn} und
A:Q—Q
(&) = (&)

ein gegebener Operator. Dann existiert A~ und ist stetig, aber A’(z) ist kompakt
fiir alle x € . Warum ist das ein Problem?

b) Sei @ > 0 und f € C? (R, R) eine Funktion, so dass

=a, t<a
f(t)S €la,2a], a<t<2a
= 2a , 20 <t.

Dann sei A : £2 — (2 definiert durch
1
Al = (1106))
n n>1

Dann besitzt A keine stetige Inverse, aber jedes A'(z),z € (%, hat eine stetige
Moore—Penrose-Inverse. Was bedeutet das?



