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Aufgabe 9: (4 Punkte)

Beweisen Sie: Wenn der inverse Operator 7! eines linearen abgeschlossenen Operators
T von einem Banachraum X in einen Banachraum Y existiert, so ist er auch linear und
abgeschlossen.

Aufgabe 10: (2 Punkte)

Sei X ein normierter Raum und M C X schwach beschrankt, d.h. fiir jedes z* € X*
gilt sup |z*(x)| < 4+o0. Fiir jedes © € M ist die Abbildung f, definiert durch
xeM

for X* = K, = xt(x).

Untersuchen Sie Eigenschaften dieser Familie von Abbildungen um zu zeigen, dass M
beschréankt (beziiglich der Norm sup ||z]] < +00) ist.
zeM

Aufgabe 11: (2 Punkte)

Zeigen Sie, mit Hilfe der /P-Raume fiir 1 < p < +o00, dass eine schwach konvergente
Folge nicht notwendigerweise konvergent ist.
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Aufgabe 12: (4 Punkte)

Sei by > 0 eine gegebene Konstante, die sogenannte ,Abtastrate. Fiir eine Funktion
Y € L*(R) wird eine Familie von Funktionen {ty,.; 1 }; ez durch

Ungga(t) = 2802t — kby), tER
definiert. Die Integral-Wavelet-Transformation (IWT) ist gegeben durch

Wy : LA(R)

— (X(Z?)
fo=

(f, Yrosje)2(m))j ke
+oo 400
wobei ¢%(Z?) der Hilbertraum aller Folgen (a;x)jrez mit >, > |ajx* < 400 verse-

j=—00 k=—00

hen mit dem Skalarprodukt
<(a]k Z Z ajkb]k
Jj=—00 k=—00

ist. Existieren positive Konstanten A, B, so dass die Abschéatzung

AlfEary < D 1 o) P < Bl ey

7,keZ

fiir alle f € L?(R) gilt, so nennt man die Familie {ty,.;x};kez ein Frame.
Beweisen Sie: Wenn die Familie {)y,.;« }; ez ein Frame ist, dann besitzt W, eine stetige
Inverse auf ihrem Bild, so dass

F=> " f Uiz g ¥ f € LA(R) (1)

J,kEZ

fiir ein geeignetes System von Funktionen {@Ebo;j,k} jkez, der sogenannte ,duale “ Frame,
gilt.
Hinweis: Untersuchen Sie die Reihe

Z {fs Vbosik)L2(R) Vo

G kEZ,

um die Gleichung (1) herzuleiten.

2/3



Aufgabe 13: (4 Punkte)
Sei ¢: R — R definiert durch

1, falls 0 <t < %,
P(t) =4 -1, fallsi <t<1,

0 sonst
und v = 11, wie in Aufgabe 12.
a) Zeigen Sie, dass {11}, rez ein Orthonormalsystem in L*(R) ist.

b) Zeigen Sie, dass {¢;x}jkez ein Frame mit Framekonstanten A = B = 1 (ein
sogenannter straffer (tight) Frame) ist.

¢) Bestimmen Sie einen geeigneten dualen Frame {1, };xez, so dass (1) in Aufga-
be 12 giiltig ist und {;x};rez zusammen mit den Funktionalen {f;x}jrez C
(L%(R))*, gegeben durch

fir(g) = <9ﬂzj,k>L2(R)V9 € LQ(R)a

ein Biorthonormalsystem ist.
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