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Satz: Sei X ein normierter Raum und K ⊂ X nichtleer, abgeschlossen und konvex. Dann
gibt es zu jedem y 6∈ K eine stetige Linearform f auf X und ein α ∈ R mit

Re f(y) < α < Re f(x), ∀x ∈ K.
Aufgabe 14: (0 Punkte)

Beweisen Sie:

a) Sei (X, ‖ · ‖) ein normierter Raum und (xn)n∈N0 eine schwach gegen x ∈ X kon-
vergente Folge, dann existiert eine Folge (yn)n∈N0 von konvexen Kombinationen
der Elemente xn, die stark gegen x konvergiert.
Hierbei ist y eine konvexe Kombination wenn

y =
N∑
k=1

λkxk mit
N∑
k=1

λk = 1 und λk ≥ 0 k = 1, . . . , N.

b) Sei K eine konvexe Teilmenge des normierten Raums (X, ‖ · ‖). Ist x ∈ X schwa-
cher Grenzwert einer Folge aus K, so ist auch x starker Grenzwert einer Folge
aus K.

Aufgabe 15: (4 Punkte)

Sei (X, ‖ · ‖) ein normierter Raum. Die Folge (xn)n∈N0 wird eine schwache Cauchyfolge
genannt, wenn die Zahlenfolge (x∗(xn))n∈N0 für jedes x∗ ∈ X∗ eine Cauchyfolge ist.
Beweisen Sie: Eine schwache Cauchyfolge ist beschränkt. Außerdem gilt

‖x‖ ≤ lim inf ‖xn‖,
falls xn ⇀ x.

Aufgabe 16: (4 Punkte)

Sei X ein reflexiver Banachraum und K ⊂ X eine abgeschlossene, konvexe und nicht-
leere Teilmenge.
Zeigen Sie: Für jedes feste x ∈ X gibt es stets (mindestens) ein y ∈ K, so dass

‖x− y‖ = inf
z∈K
‖x− z‖

gilt.
Hinweis: Benutzen Sie Aufgaben 14 und 15.
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Aufgabe 17: (4 Punkte)

Sei (X, 〈·, ·〉) ein Hilbertraum. Ein linearer Operator A : X → X heißt symmetrisch, falls
〈Ax, y〉 = 〈x,Ay〉 für alle x, y ∈ X. Beweisen Sie: Ein symmetrischer Operator ist immer
stetig.
Hinweis: Zeigen Sie zunächst, dass der Operator abgeschlossen ist.
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