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Aufgabe 33: (4 Punkte)

Beweisen Sie folgende Aussage: Zu jedem A € L£(X,Y) gibt es genau einen Operator
B: D(A') — X, der die Moore-Penrose-Axiome erfiillt:

ABA=A, BAB=DB, BA=Pgg, AB= Py

Dieser Operator ist die Moore-Penrose-Inverse: B = A™.
Aufgabe 34: (4 Punkte)
Sei A € L£(X) injektiv und selbstadjungiert.

a) Begriinden Sie, warum R(A) dicht in X ist.

b) Es existiere aukerdem ein 7 > 0, so dass (Az,z) > v|/z|? fiir alle z € X gilt.
Begriinden Sie, warum dann A eine stetige Inverse A7!': X — X besitzt mit
A < 2.

v

Aufgabe 35: (4 Punkte)
Sei T' € L(X,Y). Zeigen Sie, dass folgendes gilt:

a) Zu jedem o > 0 und y € Y existiert genau ein Minimierer z, € X von
Qa(@) = Tz =y} + allz|%.
Dieser ist gegeben durch z, = (T*T + ol )~ 'T*y.

b) Ist T injektiv und y € R(T), so dass zq € X die eindeutige Losung von Tx =y
ist, und ist (z4)as>0 die Familie aus Teil a) zu diesem y, so gilt:

lim z, = 29
a—0t

in X.



Aufgabe 36: (4 Punkte)

Sei A: D(A) — Y ein (nicht-linearer) Operator mit D(A) C X, wobei X und Y wie
iiblich Hilbertrdume sind mit der Einschrankung, dass X unendlich-dimensional, aber
separabel, ist. Ferner sei A kompakt (Definition analog zum linearen Fall), stetig und
schwach folgenabgeschlossen, d.h. aus (z,) C D(A), z, =z € X, A(z,) = y € Y folgt
x € D(A) und Ax = y. Zeigen Sie:

a) Aus z, =z € D(A), (z,) C D(A) folgt: ||A(z,) — A(x)|ly — 0.

b) Zu jedem r > 0 und jedem f* € int(D(A)) existiert eine Folge (f})renw C D(A)

mit ||fi — fT|| < r VE € N, die nicht gegen f* konvergiert, wihrend jedoch
IACfE) — A(fH)lly — 0 fiir k — oo gilt.
Anmerkung: Bei nicht-linearen inversen Problemen spricht man in diesem Fall
von einem lokal schlecht gestellten Problem. Dass dies unter den gegebenen Vor-
aussetzungen stets der Fall ist, wurde zuerst von Engl, Kunisch und Neubauer
gezeigt.



