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Abgabe zu Beginn der Vorlesung am Montag, den 16. Dezember 2019.
Fiir Funktionen ' € C(Q2) und G € CM(Q) seien die Operatoren

oV F(€) =EF(€), €€,
0 G(€) = VIG(€), €€,
o 'G§) = € x VIG(§) = LiG(), ¢€,

definiert, wobei V* der Oberflachengradient ist. Ferner sei 0; := 0 und 0, := 03 := 1. Die
Morse-Feshbach-Vektor-Kugelflachenfunktionen yr(;)j sind definiert durch

yfﬁ?(&) = Ho(i)Y"aJ'H;;(Q,RS) Og)Yn,j(g)a £ € Qa

firi e {1,2,3}, n € Ny mit n > 0; und j = —n, ..., n. Hierbei ist

U, 9)aqenms) = / £(6) - 9(6) dw(©)

fiir quadratintegrable Vektorfelder f,g : © — R? und f(€) - g(€) ist das Euklidische
Skalarprodukt. Ferner ist

10Dl oo gy = L und [0Vl o gy = Vel + 1) fiw i > 2. (1)
Aufgabe 33: (4 Punkte)

Leiten Sie explizite Formeln fiir Y; o, Y1 -1, Y370 und Y7 ; und die vektoriellen Entsprechun-
gen yff)] her — jeweils in Polarkoordinaten und kartesischen Koordinaten & = /1 — 2 cos ¢,

& = V1 —1t?sing, &3 = t. Vereinfachen Sie die Ergebnisse weitestgehend. (Hinweis zum
Nachpriifen Threr Resultate: Alle Funktionen sind algebraische Polynome in &, & und

&)



Aufgabe 34: (2+2=4 Punkte)

a) Warum gilt punktweise fiir das Euklidische Skalarprodukt, dass
U () - U2 (©) =0 VeeQ
firallen > 1, j = —n,...,n, wenn i; # iy gilt?
b) Zeigen Sie, dass fiir alle a, b, c,d € R3 die folgende Lagrange-Identitit gilt:

(axb)-(exd)y=(a-c)(b-d)—(b-c)(a-d)

Aufgabe 35: (4 Punkte)

Rechnen Sie nach, dass

i !
<y7(t,)j7 y’r(n),k

Y

>L2(Q,R3)

wenn (i,n,7) # (I,m, k). (Hinweis: Verwenden Sie Teile der anderen Aufgaben auf diesem
Blatt sowie die Identitit L*-V* = 0 auf C®(Q), die aus der Kontruktiven Approximation
bekannt ist).

Aufgabe 36: (4 Punkte)

Rechnen Sie nach, dass (1) gilt. (Hinweis: Verwenden Sie eine der Green’schen Oberflichen-
Identitédten).

Bonusaufgabe: (4 Bonuspunkte)

Zeigen Sie die folgende Variante des Satzes von Stokes auf der Sphére (als Folgerung des
Satzes von Stokes): Sei I' C Q eine hinreichend glatte Fléche, auf der der Satz von Stokes
gilt, mit Tangentialeinheitsvektorfeld 7 auf dem Rand OI' mit positivem Umlaufsinn. Ist
f € COT,R?), so gilt

[ 19 @) = [ 197 dote),

3
wobei L* der Oberflichenrotationsgradient (s. oben) ist und L* - f == Y (e/ - L*)(f - &7).
j=1



