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Aufgabe 37: (3+1=4 Punkte)

Das so genannte Konzentrationsproblem auf der Sphäre sieht wie folgt aus: Unter allen
F ∈ Harm0...N(Ω), d.h. allen F : Ω→ R der Form

F (ξ) =
N∑

n=0

n∑
j=−n

〈F, Yn,j〉L2(Ω) Yn,j(ξ), ξ ∈ Ω,

suchen wir ein F , das den Ausdruck

λR(F ) :=
‖F‖2

L2(R)

‖F‖2
L2(Ω)

maximiert. Hierbei ist R ⊂ Ω messbar. Zeigen Sie:

a) Es gibt eine Orthonormalbasis F1, . . . , Fd mit d := (N+1)2 von
(

Harm0...N(Ω), 〈·, ·〉L2(Ω)

)
,

so dass λR(F1) ≥ · · · ≥ λR(Fd), wobei eine Matrix M existiert, so dass für jede Funkti-

on Fk ihr Koeffizientenvektor
(
〈Fk, Yn,j〉L2(Ω)

)
n=0,...,N, j=−n,...,n

ein Eigenvektor von M

zum Eigenwert λR(Fk) ist. (Geben Sie auch eine Formel für die Komponenten von M
an).

b) Ist R =
{
ξ ∈ Ω

∣∣ ξ · ε3 ≥ b
}

, b ∈]− 1, 1[ fest, eine sphärische Kappe um den Nordpol,
so hat M eine Blockstruktur, wenn die Yn,j die

”
fully normalized spherical harmonics“

sind.



Aufgabe 38: (4 Punkte)

Zeigen Sie: Wenn V die Bedingungen zur Lösbarkeit des inversen Gravimetrie-Problems
erfüllt, dann ist die eindeutige Lösung F ∈ C(2)(BR(0)) von

G

∫
BR(0)

F (x)

|x− ·|
dx = V in R3 \BR(0), ∆x(F (x) |x|−p) = 0 in BR(0),

p ∈ R+
0 fest, gegeben durch

F (x) =
∞∑
n=0

(2n+ p+ 3)
(R + ε)n

R2n+p+3

2n+ 1

4πG
|x|n+p

2n+1∑
j=1

〈
V |SR+ε(0), Y

R+ε
n,j

〉
L2(SR+ε(0))

Yn,j

(
x

|x|

)
,

wobei die Reihe in L2(BR(0)) konvergiert.

Aufgabe 39: (4 Punkte)

Sei eine Kugelschale gegeben durch

0 ≤ τ ≤ |x| ≤ τ + δ ≤ R, δ > 0.

Wenn F L eine zweimal integrierbare Dichtefunktion mit der Form

F L(x) =


∞∑
n=0

2n+1∑
j=1

F L
n,jYn,j

(
x
|x|

)
innerhalb der Kugelschale,

0 sonst

und V das dazugehörige Gravitationspotential ist, dann gilt

F L
n,j =

(2n+ 1)(n+ 3)

4πG

(R + ε)n

(τ + δ)n+3 − τn+3

〈
V |SR+ε(0), Y

R+ε
n,j

〉
L2(SR+ε(0))

.

Aufgabe 40: (4 Punkte)

Seien (X , 〈·, ·〉X ) und (Y , 〈·, ·〉Y) Hilberträume und T ∈ L(X ,Y). Zeigen Sie: Die bijektive
Abbildung T

∣∣
(kerT )⊥

: (kerT )⊥ → T (X ) hat genau dann eine stetige Inverse, wenn das

Bild T (X ) abgeschlossen in Y ist.


