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Aufgabe 9: (4 Punkte)

Fiir eine Funktion U € C?(G), wobei G C R® ein Gebiet mit 0 ¢ G ist, definiert man

die Kelvin-Transformierte als
1 T
U*(z) = —U (—)
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fir alle z € R3 mit 2, € G. Zeigen Sie, dass dann
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gilt, wobei (AU) <%> so zu verstehen ist, dass erst AU bestimmt und dann —%; eingesetzt

' |z |]
wird.

Aufgabe 10: (4 Punkte)

Der Gauf’sche Mittelwertsatz gilt auch im R!. Formulieren Sie eine entsprechende analoge
Aussage und beweisen Sie sie!l Geben Sie auflerdem eine allgemeine explizite Formel fiir
alle harmonischen Funktionen auf einem Gebiet im R! an.

Aufgabe 11: (4 Punkte)

Zeigen Sie: Ist U € C®? (BR(:CO)> mit R > 0 und Bg(z?) C R3, so gilt:

U (22 :F1R2 / U(x) d@@-% / AU(z) (ﬁ—%) .

Sr(z9) Br(z?)

(Anmerkung: Diese Aussage ist eine Verscharfung des Gauf’schen Mittelwertsatzes.)



Aufgabe 12: (4 Punkte)

Die Lotrichtung (engl. plumb-line) wird durch die (umgekehrte) Richtung des Gravita-
tionsfelds gegeben. Formal definiert man

VV(x)

n(r) = ——=—

[VV ()]
in allen z € R?, in denen |[VV (z)| # 0, wobei V das Gravitationspotential ist. Nimmt man
nun einen beliebigen, aber festen Punkt z° € R3 mit [VV (2°)| # 0, so ist die ” plumb-line”
durch 2° gegeben durch einen Weg o : I — R? (I C R Intervall) mit 2° € ¢(I) und

¢'(s) =n(p(s)) firallesel,

wobei der Parameter s die Bogenlinge ist. Zeigen Sie, dass die Kriimmung der ”plumb-
line” Folgendes erfiillt:

©'(s) = (|VV|_1 Ve |VV|) ‘cp(s) ’
wobei V* der Oberflichengradient zur Aquipotentialfliche {y € R3‘V(y) =c}, ¢ =
V(p(s)) fest, ist, d.h. V¥*F = VF — (n-VF)n. (Hinweis: Da die Euklidische Norm |V V|
eine Wurzel enthilt, versuchen Sie, V* [VV|* zu benutzen.)



