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Aufgabe 29: (3+1=4 Punkte)

Das so genannte Konzentrationsproblem auf der Sphäre sieht wie folgt aus: Unter allen
F ∈ Harm0...N(Ω), d.h. allen F : Ω→ R der Form

F (ξ) =
N∑

n=0

n∑
j=−n

〈F, Yn,j〉L2(Ω) Yn,j(ξ), ξ ∈ Ω,

suchen wir ein F , das den Ausdruck

λR(F ) :=
‖F‖2

L2(R)

‖F‖2
L2(Ω)

maximiert. Hierbei ist R ⊂ Ω messbar. Zeigen Sie:

a) Es gibt eine Orthonormalbasis F1, . . . , Fd mit d := (N+1)2 von
(

Harm0...N(Ω), 〈·, ·〉L2(Ω)

)
,

so dass λR(F1) ≥ · · · ≥ λR(Fd), wobei eine Matrix M existiert, so dass für jede Funkti-

on Fk ihr Koeffizientenvektor
(
〈Fk, Yn,j〉L2(Ω)

)
n=0,...,N, j=−n,...,n

ein Eigenvektor von M

zum Eigenwert λR(Fk) ist. (Geben Sie auch eine Formel für die Komponenten von M
an).

b) Ist R =
{
ξ ∈ Ω

∣∣ ξ · ε3 ≥ b
}

, b ∈]− 1, 1[ fest, eine sphärische Kappe um den Nordpol,
so hat M eine Blockstruktur, wenn die Yn,j die

”
fully normalized spherical harmonics“

sind.



Aufgabe 30: (4 Punkte)

a) Rechnen Sie nach, dass der Laplace-Operator in 2-dimensionalen Kreiskoordinaten
x = r cosϕ, y = r sinϕ dargestellt werden kann als

∆U =
∂2U

∂r2
+

1

r

∂U

∂r
+

1

r2

∂2U

∂ϕ2

für zweimal stetig differenzierbare Funktionen U .

b) Verwenden Sie den Separationsansatz U(x, y) = F (r)Y (ϕ) und leiten Sie eine Darstel-
lung für die allgemeine Lösung der Laplace-Gleichung ∆U = 0 auf einer Kreisscheibe{

(x, y) ∈ R2
∣∣ x2 + y2 ≤ R2

}
im R2 her.

Aufgabe 31: (4 Punkte)

Zeigen Sie, dass die Legendre-Polynome die Rekursionsformel

(n+ 1)Pn+1(x) = (2n+ 1)xPn(x)− nPn−1(x)

für alle x ∈ R und alle n ∈ N erfüllen (Hinweis: Betrachten Sie die Ableitung der Erzeu-
genden Funktion).

Aufgabe 32: (1+3=4 Punkte)

a) Rechnen Sie die folgende Gleichung für die assoziierten Legendre-Funktionen Pn,j nach:

Pn,j(t) =
√

1− t2 d

dt
Pn,j−1(t) + (j − 1)

t√
1− t2

Pn,j−1(t),

t ∈]− 1, 1[, n ∈ N0, j = 1, . . . , n.

b) Zeigen Sie dann, dass ∫ 1

−1

(Pn,j(t))
2 dt =

2

2n+ 1

(n+ j)!

(n− j)!

für alle n ∈ N0 und j = 1, . . . , n.


