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Aufgabe 5: (4 Punkte)

Zeigen Sie, dass der Oberflächenrotationsgradient L∗ die folgende Gleichung erfüllt:
L∗ · L∗ = ∆∗ , wobei ∆∗ der Beltrami-Operator ist.

Aufgabe 6: (4 Punkte)

Zeigen Sie, dass

dim(Homn(R3)) =
(n+ 1)(n+ 2)

2
für alle n ∈ N0.

Aufgabe 7: (4 Punkte)

Sei n ∈ N0 gegeben und sei Yn ∈ Harmn(Ω) eine beliebige Kugelflächenfunktion. Zeigen
Sie, dass Hn : R3 → R und H−n−1 : R3\{0} → R, definiert durch

Hn(x) = rnYn(ξ), x = rξ ∈ R3, r = |x| ,
H−n−1(x) = r−n−1Yn(ξ), x = rξ ∈ R3\{0}, r = |x| ,

harmonisch sind.

Aufgabe 8: (4 Punkte)

Sei (H, ⟨·, ·⟩) ein beliebiger Hilbertraum.

a) Beweisen Sie die Cauchy–Schwarz’sche Ungleichung:

|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥ ∥y∥
für alle x, y ∈ H.

b) Eine Folge (xn)n∈N0 , die in der ⟨·, ·⟩–Topologie gegen x ∈ H konvergiert, wird stark
konvergent genannt. Beweisen Sie, dass aus starker Konvergenz schwache Konver-
genz folgt, also

⟨y, xn⟩ −→
n→∞

⟨y, x⟩ ∀y ∈ H.


